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爱 因 斯 坦 曾经 说 过 “提出 一 个 问题 往往 比 解 决 一 个 问题 更 为 重要 ”. 在 许多 科 
学 家 眼 里 , 科学 难题 正 是 科学 进步 的 阶梯 . 1900 年 8 月 德国 著名 数学 家 希 尔 伯 特 在 
巴黎 召开 的 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 23 个 数学 难题 . 在 过 去 的 100 多 年 里 , 希 尔 
伯 特 的 23 个 问题 激发 了 众多 数学 家 的 热情 , 引导 了 数学 研究 的 方向 , 对 数学 发 展 
产生 的 影响 难以 估量 . E 

其 后 , 许多 自然 科学 领域 的 科学 家 们 陆续 提出 了 各 日 学 科 的 科学 难题 . 2000 年 
4], 美国 殉 雷 数学 研究 所 选 定 了 7 个 “ 千 禧 年 大 奖 问题 并 设立 基金 , 推动 解决 
这 几 个 对 数学 发 展 具有 重大 意义 的 难题 . 几 年 前 , 中 国 科 学 院 编辑 出 版 了 《21 世纪 
100 个 交叉 科学 难题 》, 在 宇宙 起 源 、 物 质 结构 、 生 命 起 源 和 智力 起 源 四 大 探索 方 
向 上 提出 和 整理 了 100 个 科学 难题 , 吸引 了 不 少 人 的 关注 . 

科学 发 展 的 动力 来 自 两 个 方面 , 一 是 社会 发 展 的 需求 , 另 一 个 就 是 人 类 探索 未 
知 世 界 的 激情 . 随 着 一 个 又 一 个 科学 难题 的 解决 , 科学 技术 不 断 登 上 新 的 台阶 ,人 
类 社会 发 展 也 源源 不 断 获 得 新 的 动力 . 与 此 同时 , 新 的 科学 难题 也 如 沐 雨 春笋 , 不 
断 从 新 的 土壤 破土 而 出 . 一 个 公认 的 科学 难题 本 身 就 是 科学 研究 的 结果 , 同时 也 是 
开启 新 未 知 大 门 的 密码 . 

《国家 中 长 期 科学 和 技术 发 展 规划 纲要 》 提 出 建设 创新 型 国家 的 战略 目标 , 加 
强 基 础 研究 , 残 励 原 始 创新 是 必由之路 . 为 了 引导 科学 家 们 从 源头 上 解决 科学 问题 ， 
激励 青年 才 俊 立志 基础 科学 研究 , 教育 部 、 科 学 技术 部 、 中 国 科 学 院 和 国家 自然 科 
学 基金 委员 会 决定 联合 开展 “10000 个 科学 难题 ”征集 活动 , 系统 归纳 、 整 理 和 汇 
集 目 前 尚未 解决 的 科学 难题 . 根据 活动 的 总 体 安 排 , 首先 在 数学 、 物 理学 和 化 学 三 
个 学 科 试行 . 

征集 活动 成 立 了 领导 小 组 、 领 导 小 组 办 公 室 , 以 及 由 国内 著名 专家 组 成 的 专家 
指导 委员 会 和 编辑 委员 会 . 领导 小 组 办 公 室 公开 面向 高 等 学 校 、 科 研 院 所 、 学术 机 
构 以 及 全 社会 征集 科学 难题 ; 编辑 委员 会 认真 讨论 、 组 织 提 出 和 撰写 骨干 问题 , 并 
对 征集 到 的 科学 问题 严格 遂 选 ， 领导 小 组 和 专家 指导 委员 会 最 后 进行 审核 并 出 版 
(10000 个 科学 难题 》 系 列 从 书 . 这 些 难 题 汇集 了 科学 家 们 的 知识 和 智慧 , 凝聚 了 参 
与 编写 的 科技 工作 者 的 心血 , 也 体现 了 他 们 的 学 术 风 尚 和 科学 责任 . 

开展 “10000 个 科学 难题 ”征集 活动 首先 是 一 次 大 规模 的 科学 问题 梳理 工作 ， 
把 尚未 解决 的 科学 难题 分 学 科 整 理 汇集 起 来 , 有 利于 加 强 对 基础 科学 研究 的 引导 . 
其 次 , 这 么 多 科学 难题 呈现 在 人 们 面前 , 有 利于 激发 我 国 科技 人 员 , 特别 是 广大 博 


„ji. 10000 个 科学 难题 。 数 学 卷 


E, 硕士 研 究 生 探索 未 知 、 摘 取 科学 明珠 的 激情 , 而 这 正 是 我 国 目 前 基础 科学 研究 
所 需要 的 . 此 外 , 深入 浅 出 地 宣传 这 些 科学 难题 的 由 来 和 已 有 过 的 解决 尝试 , 也 是 
一 种 科学 普及 活动 , 有 利于 引导 我 国 青少年 从 小 树立 献身 科学 、 做 出 重大 科学 贡献 
的 理想 . 

分 学 科大 规模 开展 “10000 个 科学 难题 ”征集 活动 在 我 国 还 是 第 一 次 , 难免 存 
在 疏漏 和 不 足 , 希望 广大 科技 工作 者 和 社会 各 界 继续 支持 这 项 工作 , 更 希望 我 国 专 
家 学 者 , 特别 是 青年 科研 人 员 持 之 以 恒 地 解决 这 些 科学 难题 , 开启 未 知 的 大 门 , 将 
这 些 科学 明珠 摘 取 到 我 国 科 学 家 手中 . 
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数学 是 一 门 在 相当 广泛 的 意义 下 研究 现实 世界 中 的 数量 关系 和 空间 形式 的 科 
学 . 数学 发 展 的 根本 原动力 , 它 的 最 初 的 根源 , 不 是 来 自 它 的 内 部 , 而 是 来 自 它 的 外 
部 , 来 自 客观 实际 的 需要 . 而 一 旦 形成 了 基本 的 概念 和 方法 , 单 凭 解决 数学 内 部 巴 
盾 这 一 需求 的 推动 , 单 任 抽 象 的 数学 思维 , 数学 也 可 以 大 路 步 地 向 前 推进 , 而 且 得 
到 的 结论 还 往往 可 以 成 功 地 接受 后 来 实践 的 检验 , 充分 显示 出 数学 的 威力 .因此 ， 
外 部 世界 的 驱动 和 内 部 矛盾 的 驱动 是 数学 发 展 的 两 大 动力 , 是 相得益彰 、 互 相 促 
进 的 . 

这 两 方面 的 驱动 常常 是 以 问题 的 形式 表现 出 来 的 . 整个 的 数学 发 展 史 , 可 以 说 
就 是 人 们 不 断 在 数学 上 发 现 问题 、 提 出 问题 、 分 析 问 题 和 解决 问题 的 历史 . 古代 的 
三 大 初等 几何 作 图 问题 ( 均 已 被 证 明 为 不 可 能 !) 等 不 去 说 了 , 在 媒体 上 频频 亮相 的 
“ 费 马 大 定理 *"、“ 庞 加 莱 猜 想 ” 以 及 “ 哥 德 巴 赤 猜想” 等 也 不 去 说 了 , 单 说 德国 数学 
家 大 卫 ， 和 希 尔 伯 特 于 世纪 之 交 的 1900 F, 在 巴黎 召开 的 国际 数学 家 大 会 报告 中 所 
提出 的 23 个 问题 及 其 对 20 世纪 数学 发 展 所 起 的 巨大 影响 , 就 一 直 是 数学 家 们 津 
津 乐 道 的 话题 . 在 跨 入 21 世纪 之 际 , 由 于 数学 的 迅猛 发 展 , 一 百年 前 由 希 尔 伯 特 一 
人 独揽 全 局 的 局 面 已 不 能 再 现 , 一 批 国际 顶尖 数学 家 于 是 被 组 织 起 来 分 别 就 新 世纪 
数学 的 发 展 作出 预测 、 提 出 问题 , 并 出 版 了 相应 的 专集 ; 而 美国 的 元 雷 (Clay) 数学 
研究 所 更 是 以 每 个 100 万 美元 的 悬赏 , 提出 了 七 个 干 禧 年 数学 难题 . 这 些 自然 都 是 
属于 数学 界 的 大 事 , 和 大 部 分 人 似乎 相距 甚 远 , 然而 , 每 个 数学 工作 者 的 学 术 生 涯 ， 
义 有 哪 一 个 不 是 和 尝试 解决 一 些 数学 问题 联系 在 一 起 的 呢 ?! 可 以 毫 不 犹豫 地 说 ， 
发 现 或 提出 一 个 有 意义 的 数学 问题 并 下 决心 为 解决 这 一 问题 贡献 自己 的 聪明 才智 ， 
是 迅速 走 上 数学 科学 的 前 沿 、 在 数学 上 作出 创新 性 成 果 的 契机 与 保证 , 也 是 对 一 个 
人 在 数学 方面 的 品味 与 判断 力 的 检验 和 标志 . 从 这 个 意义 上 说 , 教育 部 、 科 学 技术 
BB. 中 国 科 学 院 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 从 培养 创新 性 人 才 、 建 设 创 新 型 国家 的 
战略 目标 出 发 , 联合 组 织 “10000 个 科学 难题 ”的 征集 活动 , 将 会 是 一 件 影响 深远 的 
举措 , 其 重要 意义 自 不 竺 言 . 

然而 , 对 我 们 这 些 被 召集 来 从 事 基 体 撰 写 、 收 集 、 整 理 及 编辑 工作 的 人 来 说 ， 
想 想 四 部 委 如 此 高 的 期 望 值 , 强烈 感觉 到 的 却 是 一 种 力 不 胜任 的 重负 , 对 目前 编辑 
这 一 套 从 书 能 否 达 到 预想 效果 等 问题 的 回答 也 因而 颇 费 路 路 . 但 看 到 在 少数 一 些 学 
校 中 指导 教师 要 研究 生 研 究 的 , 有 不 少 还 是 已 过 时 或 无 意义 的 问题 , 对 研究 生 创 新 
精神 与 能 力 的 培养 实际 上 成 了 一 句 空话 , 我 们 也 感到 , 我 们 所 做 的 这 一 项 工作 , 虽 
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然 决 不 可 能 望 希 尔 伯 特等 数学 大 师 的 项 背 , 但 对 于 改善 这 种 令 人 痛心 的 情况 , 在 一 
定 的 程度 上 推动 我 国 数学 的 发 展 , 应 该 还 会 起 到 一 些 积极 的 作用 . 这 使 我 们 鼓 起 勇 
S, 坚定 信心 , 义无反顾 地 投入 了 工作 . 

衷心 地 感谢 广大 编 委 与 众多 数学 家 、 征集 活动 办 公 室 、 教 育 部 科学 技术 委员 会 
秘书 处 以 及 科学 出 版 社 的 领导 和 同志 们 , 感谢 他 们 的 大 力 支 持 和 辛勤 劳动 , 经 过 近 
一 年 的 努力 , 我 们 终于 有 了 一 个 阶段 性 的 成 果 , 丛书 的 数学 卷 即将 问世 . 从 这 本 书 
E, 通过 展示 有 关 数 学 很 多 分 支 学 科 及 数学 的 应 用 等 方面 的 大 量 问 题 , 对 当今 一 些 
重要 的 数学 问题 大 体 可 以 见 到 一 个 全 貌 , 有 兴趣 的 读者 还 可 以 在 此 基础 上 就 其 中 提 
到 的 某 一 个 或 某 一 类 问题 进行 深入 探索 和 研究 , 一 些 研究 生 也 可 以 在 导师 的 指导 下 
选择 其 中 的 某 一 问题 作为 自己 的 研究 课题 , 这 些 都 是 我 们 希望 看 到 的 . 但 是 , 由 于 
水 平 、 能 力 和 时 间 的 限制 , 这 一 卷 所 收集 的 数学 问题 在 各 个 数学 分 支 学 科 之 间 的 分 
布 难以 做 到 较 好 的 平衡 , 个 别 学 科 或 分 支 甚至 未 能 得 到 充分 的 反映 , 特别 在 数学 与 
其 他 学 科 的 交叉 及 有 关外 部 世界 对 数学 所 提出 的 要 求 等 方面 显得 更 为 欠缺 , 希望 以 
后 能 有 机 会 加 以 补充 与 完善 . 此 外 , 所 提出 的 这 些 问 题 , 科学 上 的 意义 及 重要 性 各 
不 相同 , 对 今后 数学 发 展 的 作用 各 有 千秋 , 难度 系数 的 大 小 千差万别 , BAR P 
程度 也 颇 不 一 致 , 均 无 法 一 一 加 以 评述 , 亦 望 读者 注意 并 谅解 . 


李 大 潜 
2008 年 10 月 
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奥 特 (Vaught) 猜想 与 拓扑 奥 特 猜想 


Vaught's Conjecture and The Topological Vaught Conjecture 


SURF (Vaught) 猜想 既是 模型 论 的 中 心 问题 之 一 也 是 描述 集合 论 的 中 心 问题 之 
—. 它 起 源 于 由 奥 特 在 文献 [1] 中 所 提出 的 一 个 问题 . 很 快 在 逻辑 领域 这 个 问题 就 
变 成 了 一 种 猜想 . 奥 特 猜想 是 一 个 关于 一 种 一 阶 完备 理论 的 可 数 模型 同 构 分 类 个 数 
的 双 歧 命题 . 

奥 特 猜想 ”对 于 可 数 一 阶 语言 的 一 个 完备 理论 T 而 言 , T 的 全 体 可 数 模型 或 
者 可 以 被 分 成 可 数 多 个 同 构 等 价 类 , 或 者 存在 个 数 和 实数 个 数 一 样 多 的 同 构 等 价 
类 . 

伯 吉 斯 (Burgess) 在 文献 [2] 中 证 明了 一 种 准 三 歧 性 : 对 于 可 数 一 阶 语言 的 一 
个 完备 理论 T 而 言 , 它 的 全 体 可 数 模型 的 同 构 等 价 类 的 个 数 或 者 为 可 数 ， 或 者 为 
第 一 个 不 可 数 基数 , 或 者 为 与 整个 实数 轴 等 势 的 基数 . 无 论 是 前 述 问题 , 还 是 这 一 
定理 , 关键 在 于 相对 于 连续 统 的 势 的 取 值 的 无 关 性 . 奥 特 猜想 只 是 连续 统 假设 的 一 
个 非常 平凡 的 推论 . 所 以 , 奥 特 猜想 的 一 个 比较 自然 而 中 表 的 表达 式 就 是 将 其 中 的 
短语 “和 实数 的 个 数 一 样 多 ” 换 成 一 种 拓扑 等 势 度量 “完备 多 个 ”.， 这 就 是 由 贝克 
(Becker) 与 珂 克 尔 斯 (Kechris) 于 20 世纪 90 年 代 早 期 所 提出 的 拓扑 奥 特 猜想 : 

拓扑 奥 特 猜想 dox 是 一 个 完备 可 分 距离 空间 . 设 G 是 一 个 连续 作用 在 X 
上 的 带 有 一 个 完备 可 分 距离 的 拓扑 群 . 那么 ,在 G 的 作用 下 或 者 X 由 可 数 个 轨道 
所 瓜分 , 或 者 存在 X 的 一 个 满足 不 同 元 素 必 据 不 同 轨道 之 要 求 的 完备 子 集 Y. 

这 里 的 第 二 种 可 能 性 就 是 通常 所 讲 的 “完备 多 个 ”轨道 . 将 一 个 可 数 一 阶 语言 
的 一 个 完备 理论 T 的 可 数 模型 的 标准 表示 空间 与 自然 数 集合 上 的 无 限 置换 群 5、， 
经 过 “逻辑 作用 ”的 一 种 特定 作用 形式 联结 起 来 , 奥 特 猜想 即 成 为 拓扑 奥 特 猜想 的 
一 种 特殊 情形 . 人 们 也 常常 称 由 So 所 定 的 拓扑 奥 特 猜想 的 特殊 形式 为 Lou PERF 

无 论 是 奥 特 猜想 还 是 拓扑 奥 特 猜想 , 都 在 模型 论 领 域 和 描述 集合 论 领域 得 到 相 
当 的 关注 和 研究 . 许多 数学 家 , 诸如 Shelah, Lascar, Harrington, Makkai, Buechler, 
Steel, Becker, Kechris 以 及 Hjorth 等 , 都 在 这 一 方面 做 出 了 大 量 的 研究 和 探索 . 比 
如 , 如 果 只 考虑 w- 稳定 理论 , 奥 特 猜想 被 Shelah, Harrington 和 Makkai 在 文献 [4 
中 所 证 明 ; 如 果 所 考虑 的 作用 群 还 带 有 完备 的 左 不 变 距离 , 那么 相应 的 拓扑 奥 特 猜 
想 也 成 立 名 . 有 关 这 两 个 问题 研究 进展 的 一 篇 很 好 的 综述 文章 目前 应 当 是 文献 [3]. 


[1] 


[3] 


i4] 


[5] 
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超 紧 基数 典型 内 模型 问题 


The Problem of Canonical Inner Models of 
Supercompact Cardinals 


合 论 的 内 模型 M, 是 在 集合 论 体 系 下 确切 定义 出 来 的 一 个 含有 全 部 序数 的 
传递 类 , 并 且 集 合 论 公理 体系 ZF 中 的 每 一 条 公理 o 相对 于 M 的 解释 oM, 都 是 
一 条 ZF 中 的 定理 . 

为 了 解决 一 般 连 续 统 假设 和 选择 公理 的 相对 和 谐 性 , 戈 德尔 (Gödel) 于 1938 
年 84 定义 了 第 一 个 ZF 的 内 模型 L 由 全 体 可 构造 集 组 成 的 类 . 戈 德尔 证 明了 选 
择 公理 和 一 般 连 续 统 假设 在 工 中 的 解释 成 立 , 从 而 证 明了 选择 公理 和 一 般 连 续 统 
假设 同 集合 论 体系 ZF 的 相对 和 谐 性 或 者 相对 无 矛盾 性 . 

戈 德尔 的 内 模型 有 很 多 良好 的 性 质 , 可 以 被 用 来 解决 许多 问题 的 解 的 相对 和 
谐 性 . 但 是 , AA L 是 一 个 最 基本 的 内 模型 , 它 容纳 不 了 高 阶 大 基数 的 存在 . 斯 科 
特 (Scott) 于 1961 年 名 证 明了 如 果 存 在 一 个 可 测 基数 , 那么 该 基数 上 的 非 平凡 规 
范 测 度 都 不 在 工 之 中 . RAE (Solovay)?. 因此 定义 了 由 相对 于 一 个 非 平 凡 规 范 测 
E U 的 可 构造 集 组 成 的 内 模型 L[U]. 在 这 个 内 模型 中 , 存在 一 个 非 平 凡 规 范 测 度 
U* -UnL([U], 并且 L[U*] = LU]. 后 来 人 们 发 现 L[U] 中 有 很 多 类 似 于 工 的 性 
质 ( 见 文献 [9]), 比如 有 很 好 的 整体 秩序 (从 而 导出 选择 公理 ), 一 般 连 续 统 假设 成 
AL, 等 等 ， 

在 探索 可 能 的 高 阶 无 穷 存 在 性 原理 的 过 程 中 , RAB 引入 了 可 测 基数 的 一 
个 非常 自然 的 强化 性 定义 延 拓 : 称 一 个 不 可 数 正 则 基数 « 是 一 个 超 紧 基数 当 且 仅 
当 对 于 任何 一 个 大 于 等 于 k 的 基数 A, 都 存在 一 个 满足 如 下 条 件 的 实质 嵌入 映射 
j:V— M: 

(1) M 是 一 个 内 模型 ; (2) k 是 第 一 个 满足 不 等 式 < jl) 的 序数 解 ; (3) 如 果 
f 是 一 个 从 入 到 M 的 映射 , 那么 f e M. 

题目 中 所 陈述 的 超 紧 基数 典型 内 模型 问题 可 以 表述 成 如 下 目标 规划 : 

超 紧 基数 典型 内 模型 目标 规划 “构造 一 个 容纳 一 个 超 紧 基数 并 能 够 在 其 中 进 
行 精细 结构 分 析 的 典型 内 模型 . i 

这 一 目标 规划 据说 是 由 索 洛 韦 和 Mitchell 等 人 于 大 约 35 年 前 提出 的 (参见 文 
BK [2]). 在 这 一 目标 规划 的 驱动 之 下 , 过 去 30 多 年 里 , 经 过 Mitchelll"!, Dodd 和 
Jensen, Martin’, Steel:7:111. Neeman, LAR Woodin 等 人 的 不 懈 努 力 , 大 基数 
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内 模型 研究 过 程 取 得 很 好 的 发 展 . 但 是 , 据 目前 的 情形 来 看 , 离 这 一 目标 规划 的 完 
全 实现 似乎 还 有 很 长 的 路 要 走 . 
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理论 可 判定 性 问题 


Lattice Embedding Problem and The Decidability Problem of 


Hə-Theory in Recursively Enumerable Degrees 


递归 可 枚 举 度 的 格 嵌 入 问题 的 历史 可 以 追溯 到 20 世纪 60 ER, 从 那 时 起 , 很 
多 递归 论 学 家 都 在 该 问题 上 花 过 心血 , 但 至 今 仍 未 完全 解决 . 研究 格 散 入 问题 的 动 
机 之 一 是 揭示 度 结 构 的 复杂 程度 . 此 外 已 知 的 关于 格 的 不 可 判定 性 结果 , 通过 髓 入 
可 以 引入 到 递归 可 枚 举 度 当中 . 问题 叙述 很 简单 : 

BERAIR ”一 个 格 能 被 钥 入 递归 可 枚 举 度 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

我 们 简单 回顾 格 能 入 问题 的 历史 , 由 于 篇 幅 关 系 我 们 略 去 文献 出 处 及 术语 的 
定义 , 读者 可 以 参考 文献 ul. [2]. 1966 年 Lachlan 和 Yates 独立 地 证 明了 极 小 
对 的 存在 , 从 而 推出 钻石 格 可 以 髓 入 . ERR AH TER. 此 后 , Lerman 和 
Thomason 证 明了 所 有 可 数 分 配 格 都 可 以 肯 入 , Lachlan 1970 年 证 明了 非 分 配 格 M3 
和 Ns 可 以 嵌入 , 1980 年 , Lachlan 和 Soare 举 出 了 第 一 个 不 可 藤 入 格 的 例子 Sg. 80 
FAR, 人 们 一 度 分 离 出 所 谓 非 嵌入 性 条 件 , 并 猜想 所 有 不 满足 该 条 件 的 格 都 可 以 
RA. 但 Lempp 和 Lerman 1997 年 找到 一 个 他 们 称 为 Loo. 的 格 并 不 满足 该 条 件 但 
UT BERCA. 

显然 格 能 入 问题 的 解决 会 使 人 们 对 递归 可 枚 举 度 本 身 的 代数 结构 有 更 清晰 的 
TE, 但 它 的 意义 并 不 局 限于 此 , 人 们 普遍 认为 格 嵌 入 问题 的 解决 会 为 递归 可 枚 举 
度 片 断 可 判定 性 问题 扫 清 技术 障碍 . 

NZ ARORA, 关于 一 个 数学 结构 的 最 重要 问题 之 一 是 其 理论 是 否 可 以 判定 ， 
也 就 是 说 是 否 有 一 个 算法 能 够 判断 任意 语句 在 该 结构 中 是 否 成 立 . 1982 年 Harring- 
ton 和 Shelah 证 明了 递归 可 枚 举 度 的 理论 是 不 可 判定 的 . 从 那 以 后 , 问题 转化 成 到 
底 在 哪 一 个 片段 上 该 理论 是 不 可 判定 的 . 1998 年 Lempp, Nies 和 Slaman 证 明了 三 
量词 理论 是 不 可 判定 的 . 由 于 在 50 年 代 末 人 们 已 知 单 量词 理论 是 可 以 判定 的 , 所 
以 唯一 留 下 的 问题 是 : 

双 量 词 理论 可 判定 性 问题 ”递归 可 枚 举 度 的 双 量 词 理 论 是 不 是 可 以 判定 的 ? 

由 于 格 伐 入 问题 是 双 量 词 理 论 可 判定 性 问题 的 一 个 有 代表 性 的 子 问题 , 人 们 普 
饥 认 为 应 该 从 格 甬 入 问题 入 手 , 解决 格 嵌 入 问题 的 思想 或 许 能 应 用 到 后 一 问题 上 . 
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高 层 有 限 波 雷 尔 (Borel) 等 价 关系 中 的 两 个 问题 


Two Problems Related to Hyperfinite Borel Equivalence Relations 


高 导 有 限 等 价 关 系 的 研究 源 自 测度 理论 中 的 遍历 理论 , 后 来 演变 成 描述 集合 论 
关于 等 价 关系 研究 的 中 心 概念 之 一 . 而 描述 集合 论 关 于 等 价 关 系 的 研究 又 对 数学 中 
的 分 类 问题 的 复杂 性 比较 提供 很 好 的 应 用 , 相应 的 综述 可 见 Hjorth WE H. 

一 个 完备 可 分 距离 空间 X 上 的 一 个 等 价 关 系 E 是 一 个 有 限 等 价 关 系 当 且 仅 
34 E 的 每 一 个 等 价 类 都 是 一 个 有 限 集合 . 而 称 E 为 高 导 有 限 等 价 关 系 当 且 仪 当 它 
是 一 系列 逐步 粗 化 起 来 的 有 限 波 雷 尔 等 价 关 系 的 极限 , 准确 地 讲 , 当 且 仅 当 存在 一 
个 满足 下 述 三 个 要 求 的 X 上 的 等 价 关 系 的 序列 (B,|1 <n < oo): 

(1) 每 一 个 E, WE X 上 的 一 个 有 限 的 波 雷 尔 等 价 关 系 ; 

29)E C E2 C -+ C En C Enpi Cc 

(3) E = Uignzoo En. 

Dougherty, Jackson 和 Kechris 在 文献 [2] 中 提出 了 一 种 有 关 高 层 有 限 波 雷 尔 
等 价 关 系 结构 的 抽象 理论 . 但 是 下 述 单 增 极限 问题 还 是 一 个 悬而未决 的 问题 : 

单 增 极限 问题 ”是 否 一 个 给 定 的 完备 可 分 距离 空间 X 上 的 任何 一 系列 逐步 
” 粗 化 的 高 层 有 限 等 价 关 系 的 极限 一 定 是 高 层 有 限 的 ?也 就 是 说 , 如 果 X 是 一 个 完 

备 可 分 距离 空间 , (E,|1 < n < oo) 是 X 上 的 一 个 高 层 有 限 等 价 关系 的 序列 , 而 且 满 
Æ En C Ent1, 卫 是 关上 的 一 个 等 价 关系 而 且 是 这 个 序列 的 极限 , E = me En, 


那么 , ET BREN RIN? 

这 里 实际 上 涉及 的 是 一 个 层次 问题 . 如 果 将 这 样 的 极限 操作 继续 下 去 , 我 们 是 
否 一 定 得 到 一 般 来 讲 更 为 复杂 的 等 价 关 系 呢 ? 与 高 层 有 限 等 价 关 系 相关 的 一 个 问 
题 是 下 面 的 单纯 (amenable) 等 价 关 系 问题 : 

单纯 等 价 关系 问题 “是否 每 一 个 单纯 等 价 关系 都 是 一 个 高 层 有 限 的 等 价 关系 ? 

这 两 个 问题 首先 由 Weiss 提出 (参见 文献 [2]), 看 起 来 好 像 单 增 极限 问题 和 单 
纯 等 价 关 系 问题 并 没有 相互 导出 的 可 能 . 已 经 知道 如 果 所 述 空间 上 有 -个 波 雷 尔 概 
率 测度 , WA, 几乎 处 处 都 是 肯定 答案 . 但 一 般 性 问题 的 求解 十 五 年 来 似乎 进展 不 
K. 现在 仅仅 知道 如 果 一 个 单纯 等 价 关系 是 由 一 个 可 数 交换 单纯 群 的 作用 而 导出 ， 
那么 它 是 一 个 高 层 有 限 等 价 关 系 回 ， 


[2] 


[3] 
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极 小 塔 问题 


The Minimal Tower Problem 


极 小 塔 问题 是 基数 不 变 理论 中 (集合 论 研究 领域 之 一 ) 的 核心 问题 之 一 . 这 个 
问题 最 早出 现在 Rothberger 20 世纪 40 年 代 的 工作 中 , 参见 文献 [3]. 问题 涉及 两 
个 连续 统 基数 不 变量 p 与 t 是 否 在 ZFC 下 可 证 明 是 相等 的 , 其 中 p 为 伪 交 数 ,t 为 
FER, 定义 为 : 


p=min{|A|: AC P(w), 其 中 A 具有 强 有 限 交 性 质 , 但 不 存在 自然 数 
R w WAAC a, 使 得 Vx € Alla — z| < w)}, 

t = min{ |T|: T = {za : a < A) HEA a < 8 WA zs —x4| <w 但 不 
存在 w 的 无 穷 之 集 a, 使 得 Vs < Mla — Tal < w)}. 


此 问题 是 基数 不 变量 理论 中 的 历史 最 悠久 的 公开 问题 , 它 的 解决 将 对 力 迫 理论 的 发 
展 起 到 巨大 的 推动 作用 . 此 问题 难度 巨大 , 众多 研究 人 员 对 其 展开 过 深入 研究 , 但 
至 今 仍 示 解决. 
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r—mn?À5s—s,? 


r =T? and s = s. 


在 ZFC 下 是 否 有 "+ = rw? 其 中 
r = min(|R| : RC [u]^, Vr Cw, 3y € Rly —2| < w BÈ lyn2| <w)}, 
ry = min(|R| : RC [w]^, Vz,(z, Cw:n €w),3y € R, 
Vn(ly — tn] < w & |y zs| < w)]- 


不 难 证 明 +, 是 满足 下 列 性 质 的 集 族 的 最 小 基数 : RC [wj” 使 得 对 每 个 有 界 实 
数 序列 (Seal nens 存在 AER 使 得 (Zn )neAa 为 收敛 子 列 . Ai (Pneu c 2", 则 上 面 
最 小 基数 为 7. 故此 问题 在 实数 收敛 理论 中 有 重要 意义 . 这 个 问题 最 早 由 Vojtas 在 
文献 [3] 中 提出 . 文献 [1] 中 证 明了 要 得 到 > < rw 的 模型 需要 新 的 力 追 技巧 . 

另外 此 问题 的 对 偶 问 题 s = s? 也 是 未 解决 的 公开 问题 , 其 中 


s = min{|A|: AC [w]", Va € fw)’, 3a € A(z — a| = |z N a| = w)}, 
s, = min(|A| : A € [w]”, VB € [[»]"]", Ja € A, Vb € B(|b — a| = |bNa| = w)). 
这 个 问题 最 初 由 Malyhin 提出 , 参见 文献 [4] [5]. 
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连续 统 势 确定 问题 


The Problem of The Cardinality of The Continuum 


连续 统 势 确定 问题 ”实数 集合 中 到 底 含 有 多 少 个 实数 ? 也 就 是 问 , 实数 集合 
的 势 到 底 是 多 大 ? 

连续 统 势 确定 问题 是 集合 论 中 最 古老 最 基本 最 自然 的 一 个 问题 . 

对 于 (EA) 集合 来 讲 , 两 个 集合 等 势 的 充分 必要 条 件 是 它们 之 间 存 在 一 个 一 
一 对 应 或 者 双 射 . 众所周知 , 自然 数 可 以 被 用 来 作为 有 限 集合 所 含 元 素 个 数 的 多 少 
的 一 种 度量 : 两 个 有 限 集合 等 势 的 充分 必要 条 件 是 它们 含有 相同 个 数 的 元 素 . 因此 ， 
每 一 个 有 限 集 合 的 势 都 唯一 地 由 一 个 自然 数 来 确定 . 类 似 的 , 无 限 集合 的 势 也 都 唯 
一 地 由 一 个 基数 Ne 来 确定 (我 们 假定 选择 公理 ). 最 小 的 无 穷 基 数 是 No, 它 代表 着 
全 体 自然 数 所 组 成 的 集合 的 势 . No 之 后 的 第 一 个 基数 是 Ni, 再 其 后 的 第 一 个 基数 
是 No, 然后 是 Na, 等 等 . 一 般 来 说 , 紧 接 着 基数 Na 之 后 的 基数 是 Roi; 两 个 基数 
No 和 Ne 的 大 小 之 比较 由 它们 的 下 标 (序数 a 和 6) 的 长 短 来 唯一 确定 . 每 一 个 自 
然 数 n 都 是 一 个 比 No 小 的 基数 . 对 于 无 限 基数 来 说 , No < Ni < Na < Na <…, 等 
等 . 

Cantor 于 1873 年 12 月 证 明了 由 全 体 实数 所 组 成 的 集合 ( 即 连续 统 ) 的 势 至 
少 是 N. 现在 问题 出 来 了 : 到 底 哪 一 个 基数 N。 是 连续 统 的 势 呢 ? 是 N? 是 Ns 
Na, 还 是 别 的 一 个 什么 Na? Cantor 当年 曾经 猜想 : 连续 统 的 势 是 第 一 个 不 可 数 的 
基数 N. 这 就 是 Cantor 连续 统 假设 . 这 也 是 希 尔 伯 特 (Hilbert)1900 年 提出 的 23 
个 问题 中 的 第 一 问题 . 

戈 德尔 (Gódel)1938 年 84 用 内 模型 (可 构造 集 ) 方法 证 明了 连续 统 假设 和 集 
合 论 公 理 系统 的 和 谐 性 ; Cohen 1963 年 上 3 用 外 模型 (7)38) 方法 证 明了 连续 统 假 
设 之 否定 和 集合 论 公 理 系统 的 和 谐 性 . 从 而 , 连续 统 假设 是 一 个 同 集合 论 公 理 系统 
独立 的 命题 . 所 以 , 要 想得到 关于 连续 统 势 的 确定 基数 值 , 集合 论 公 理 系 统 中 必须 
引进 新 的 公理 . 现在 的 问题 是 : 什么 样 的 命题 可 以 作为 被 广泛 接受 的 自然 的 不 证 自 
明 的 新 的 公理 并 可 以 用 来 确定 连续 统 势 的 基数 值 ? 

近年 来 , 人 们 利用 从 大 基数 或 者 高 阶 无 穷 假设 之 下 得 到 的 一 些 存在 性 原理 上 
计算 出 连续 统 的 势 为 N. 近年 来 Woodin 发 展 了 一 种 新 的 逻辑 , 0- 38488, 意图 来 解 
决 这 一 问题 . O- 逻辑 中 一 个 中 心 的 问题 是 Woodin 提出 的 Q- 猜想 , 这 一 猜想 的 真 
假 与 否 同 大 基数 的 内 模型 的 存在 性 休戚 相关 . 详细 内 容 请 见 文献 [6]. 
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奇异 基数 问题 


The Singular Cardinals Problem 


比 连续 统 势 确定 问题 更 一 般 的 问题 是 无 穷 集合 之 窜 集 的 势 确定 问题 . Cantor 
1873 年 证 明了 任何 一 个 集合 的 窜 集 的 势 一 定 严格 大 于 那 一 集合 的 势 . BA, 给 定 一 
个 无 穷 集合 X, 假设 X HAA RL, X NE P(X) 的 势 是 哪 一 个 Ne 呢 ? Cantor 
告诉 我 们 8 > a 十 1. 戈 德尔 告诉 我 们 假定 6 = a 十 1, 也 就 是 一 般 连 续 统 假 设 , 不 
会 导致 任何 矛盾 . 

这 里 出 现 了 一 种 刚 开始 令 人 不 可 思议 的 局 面 . 按照 定义 , 无 穷 基 数 被 分 为 两 类 : 
一 类 是 正则 基数 , 另 一 类 是 奇异 基数 (它们 是 某 一 组 单调 递增 的 比较 小 的 正则 基数 
的 短 序列 的 极限 , 以 一 个 奇异 基数 为 极限 的 所 有 这 样 的 序列 中 最 短 序列 的 长 度 被 称 
为 该 奇异 基数 的 梯度 ). 

在 Cohen 1963 年 的 工作 之 后 , Easton? 用 类 力 迫 方法 证 明了 现 有 集合 论 公 理 
体系 对 于 正则 基数 的 窜 集 的 势能 够 说 的 就 只 有 那 早 已 众所周知 的 三 个 不 等 式 . Eas- 
tom 的 工作 留 给 人 们 一 个 问题 那么 奇异 基数 的 窜 集 之 势 又 将 如 何 呢 ?也 就 是 说 ， 
奇异 基数 的 窜 集 的 势 都 有 什么 样 的 可 能 性 昵 ? 于 此 问题 直接 相关 的 一 个 重要 假设 
如 下 : 

奇异 基数 假设 ”如 果 一 个 奇异 基数 MS 的 梯度 « 的 寡 集 的 势 小 于 No, 那么 所 
AM « 到 Ww, 的 函数 的 全 体 所 成 之 集 的 势 为 Na+1. 

在 奇异 基数 假设 之 下 , 任何 一 个 奇异 基数 的 寺 集 的 势 则 完全 由 比 它 小 的 正则 基 
数 的 帘 集 之 势 的 上 确 界 唯一 确定 . 

Silver] 证 明了 任何 一 个 具有 不 可 数 梯 度 的 奇异 基数 都 不 会 是 一 般 连 续 统 假 设 
的 第 一 个 反例 . 紧 接 着 , Jensen 证 明 极 其 深刻 的 覆盖 引 理 帆 , 从 而 将 奇异 基数 假设 
的 真 假 与 否 同 大 基数 的 存在 性 紧密 地 联系 起 来 ，Magidorl 引 第 一 个 从 大 基数 出 发 ， 
证 明了 最 小 的 奇异 基数 可 以 成 为 一 般 连 续 统 假设 的 第 一 个 反例 的 可 能 性 .这 些 绪 
果 表 明 奇 异 基数 的 虹 集 的 势 的 确定 问题 同 正 则 基数 的 具 集 的 势 的 确定 问题 有 着 本 
质 的 差异 . 后 来 , 同样 从 大 基数 出 发 , Foreman 和 Woodin! 合作 证 明了 一 般 连 续 统 
假设 可 以 处 处 不 成 立 . 于 是 , 我 们 看 到 了 有 关 笑 函数 之 势 的 两 种 完全 极端 的 局 面 . 

迄今 为 止 , 最 根本 的 悬而未决 问题 依旧 是 : 守 函 数 的 势 到 底 怎样 取 值 ? 到 底 该 
如 何 计算 ? 将 这 一 问题 限定 到 奇异 基数 之 上 便 有 如 下 的 奇异 基数 问题 : 

找到 一 组 完全 刻画 奇异 基数 的 寡 集 之 势 的 取 值 范围 的 性 质 或 者 一 套 完备 的 有 
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关 奇 异 基数 的 究 集 之 势 取 值 的 计算 规则 . 

一 个 比较 具体 的 问题 就 是 : 假设 对 于 每 一 个 自然 数 ”都 有 N, NAA 
Rati 那么 第 一 个 奇异 基数 N。 的 圭 集 之 势 是 否 一 定 严格 小 于 NOB o 个 基数 )? 

在 前 述 Silver 的 工作 中 之 后 , Galvin 和 Hajnal 首先 对 一 类 奇异 基数 的 盐 集 
之 势 给 出 了 上 界 计算 公式 . 接 下 来 , Shelah 在 这 个 问题 上 完成 了 非常 突出 的 工作 . 
他 的 pf 理论 给 出 了 关于 一 类 奇异 基数 的 究 集 之 势 的 很 好 的 上 界 .， 比如, 关于 上 
述 具 体 问 题 , Shelah 证 明了 在 相应 (实际 上 稍 弱 ) 假设 条 件 下 , Nu 的 窜 集 之 势 小 于 
Nu, 在 Shelah 的 pef 理论 中 也 有 一 个 悬而未决 的 关键 问题 : 给 定 一 个 满足 不 等 式 
la| < min(a) 的 正则 基数 的 一 个 集合 a, 是 否 一 定 有 等 式 |pcf(a)| = jal? KM 
请 见 文献 [6]. 
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萨克斯 (Sacks) 天 于 波斯 特 (Post) 问题 的 
度 不 变 解 问题 和 马丁 (Martin) 猜想 


Sacks’ Problem on Degree Invariant Solution of 


Post Problem and Martin’s Conjecture 


在 递归 论 的 早期 研究 中 , 所 有 不 可 判定 的 可 公理 化 的 问题 都 是 完全 的 , 也 就 是 
说 与 停机 问题 相同 的 图 灵 度 0'. 那么 有 没有 不 完全 的 不 可 判定 的 问题 呢 , 或 者 说 有 
没有 非 递 归 的 不 完全 的 递归 可 枚 举 度 ? 这 就 是 美国 数学 家 波斯 特 于 1944 年 提出 的 
波斯 特 问 题 . 虽然 波斯 特 问 题 本 身 早 已 被 美国 数学 家 弗 里 德 伯 格 (Friedberg) 和 前 
苏联 数学 家 穆 契 尼克 (Muchnik) Æ 50 年 代 给 出 了 肯定 的 回答 , 由 它 引 申 出 来 的 各 
种 问题 对 递归 论 的 发 展 起 了 不 可 估量 的 推动 作用 , 其 中 对 自然 的 不 完全 的 不 可 判定 
问题 的 寻找 直至 今天 仍 在 继续 . 

弗 里 德 伯 格 和 称 契 尼克 的 解答 用 的 是 构造 方法 , 被 公认 为 是 不 自然 的 . 虽然 还 
辑 界 对 自然 没有 精确 定义 , 但 对 波斯 特 问题 来 说 , 通常 认为 , 自然 的 一 个 必要 条 件 
是 能 被 一 个 与 代表 元 无 关 的 度 上 的 算 子 定义 . 这 就 引出 了 萨克斯 (Sacks) 关于 波斯 
特 问题 有 没有 度 不 变 解 的 问题 . 其 精确 叙述 如 下 : 

问题 ”有 没有 一 个 度 不 变 的 递归 可 枚 举 算 子 W :29 一 2” 使 得 对 任何 自然 数 
TE 4,4 <z W(A) <r A', 其 中 算 子 W 被 称 为 递归 可 枚 举 的 , 如 果 存 在 自然 数 e 
使 得 对 任意 AW (A) = WAW 被 称 为 度 不 变 的 如 果 对 所 有 的 A 和 B, A=r B 
4 W(A) =r W(B). 

如 果 我 们 把 决定 性 公理 (AD) 引进 到 对 图 灵 度 上 的 算 子 研究 中 ， 下 面 的 马丁 
(Martin) 猜想 给 出 了 关于 度 上 自然 算 子 的 全 部 刻画 ， 所 有 自然 算 子 茶 种 意义 上 讲 
都 是 跃迁 算 子 , 这 是 马丁 猜想 的 意义 所 在 . 

马丁 猜想 ”假定 ZF + 4D DC, 那么 

(1) WR f: 2% — 29 是 度 不 变 的 , 那么 或 者 f 在 一 个 锥 上 是 度 递增 的 , 或 者 在 
一 个 锥 上 是 常数 (就 度 而 言 ); 

(2) 在 度 不 变 的 函数 上 定义 如 下 < KAR: f < g 当 且 仅 当 在 一 个 锥 上 f(z) < 
rg(z), M) < 是 一 个 前 良 序 , 其 中 任何 f 的 后 继 是 由 图 灵 跃 迁 算 子 导出 的 f, 其 定 
AUN f'(A) = (CA). 

如 果 马 丁 猜想 中 (2) 是 对 的 , 基于 可 定义 集合 的 性 质 只 需要 决定 性 公理 对 可 定 
义 集成 立 的 常理 , 和 决定 性 公理 对 波 雷 尔 (Borel) 集成 立 的 事实 , 几乎 可 以 肯定 萨 
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克 斯 问题 里 的 递归 可 枚 举 算 子 是 不 存在 的 ; 不 仅 没 有 递归 可 枚 举 算 子 , 连 那样 的 波 
雷 尔 算 子 都 没有 . 目前 关于 萨克斯 问题 的 部 分 结果 有 : Lachlan 1975 年 证 明了 如 果 
要 求 归 约 的 一 致 性 , 那么 萨克斯 问题 的 解 是 不 存在 的 . Downey 和 Shore 1997 年 证 
明了 不 存在 度 不 变 的 半 跃 迁 算 子 . 如 果 把 一 致 性 条 件 加 上 度 不 变 算 子 上 , 马丁 猜想 
也 已 被 Steel(1982), Slaman 和 Steel(1988) 及 Becker(1988) 完全 解决 . 
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图 灵 (Turing) 等 价 问 题 


The Turing Equivalence Problem 


这 是 一 个 位 于 可 计算 性 理论 和 描述 集合 论 两 大 领域 边界 上 的 问题 . 我 们 知道 可 
计算 理论 中 的 图 灵机 很 自然 地 诱导 出 自然 数 集合 之 间 的 一 种 等 价 关 系 : 两 个 自然 
数 的 子 集合 r 和 y 被 称 为 图 灵 等 价 , WR xz =r y, 当 且 仅 当 zo y 具有 相同 的 图 
灵 度 . 

图 灵 等 价 问 题 ”在 所 有 可 数 波 雷 尔 (Borel) 等 价 关 系 中 , 图 灵 等 价 关系 =r 是 
否 具 有 通用 性 ? 

设 X 为 一 个 完备 可 分 距离 空间 , X 上 的 一 个 等 价 关 系 E 是 一 个 波 雷 尔 (Borel) 
等 价 关 系 当 且 仅 当 五 是 乘积 空间 X x X 的 一 个 波 雷 尔 子 集 . 当 它 的 每 一 个 等 价 
类 都 是 一 个 可 数 集合 时 , 又 称 此 等 价 关系 为 可 数 等 价 关 系 . 现 设 X MY 为 两 个 完 
备 可 分 距离 空间 , 并 设 EMF HA xy 上 的 等 价 关 系 . 我 们 说 E 可 以 波 
雷 尔 归 约 为 F, WR E <p F, SERA E 可 以 由 一 个 从 X BY 的 波 雷 尔 映 射 
f:XoY 经 过 FF 如 下 表示 出 来 : 


VZ1Z2 E X, «vbr. <> f(zxi)Ff(za2). 


这 种 波 雷 尔 归 约 实际 上 给 出 了 等 价 关 系 之 间 的 一 种 准 偏 序 , 在 一 定 意义 上 , 给 
出 了 它们 之 间 的 一 种 复杂 性 的 比较 . 已 经 知道 在 所 有 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 中 , 存在 
一 个 波 雷 尔 归 约 下 最 大 的 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 出 .这 一 等 价 关 系 被 认为 是 一 种 含 
有 通用 性 的 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 : 任何 一 个 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 都 可 以 波 雷 尔 归 
约 到 这 一 等 价 关 系 上 来 . 一 个 通用 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 的 例子 可 以 这 样 得 到 : 考 
虑 由 两 个 生成 元 生成 的 自由 群 Fo, 由 它 所 决定 的 乘积 空间 272, 以 及 由 移 位 所 导致 
的 群 作用 . 这 样 产 生 的 等 价 关 系 就 是 一 个 通用 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 . 前 面 所 述 的 图 
灵 等 价 关 系 是 一 个 可 数 波 雷 尔 等 价 关 系 . 人 们 自然 很 关心 这 一 等 价 关 系 , 以 及 它 同 
别 的 波 雷 尔 等 价 关 系 的 由 波 雷 尔 归 约 所 产生 的 可 能 联系 . 比如 , Slaman 和 Steel 在 
文献 [2] 中 实际 上 证 明了 图 灵 等 价 关 系 不 会 是 高 层 有 限 (hyperfinite) 等 价 关 系 . 于 
是 , Kechris 在 文献 [3] 中 提出 了 上 述 问题 , 他 也 注意 到 上 述 问 题 的 表 定 解答 会 否定 
Martin 狂想， 
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图 灵 (Turing) 度 的 自 同 构 问 题 


The Rigidity Problem in Turing Degrees 


1936 年 英国 数学 家 图 灵 (Turing) 提出 了 图 灵机 的 概念 ， 从 而 给 出 了 可 计算 性 
的 精确 定义 . 图 灵机 的 产生 是 递归 论 的 最 重要 的 源头 之 一 , 也 为 日 后 计算 机 科学 的 
诞生 有 重大 影响 . 图 灵 还 提出 了 相对 可 计算 性 的 概念 . 如 果 我 们 把 彼此 互相 计算 的 
自然 数 子 集 等 同 起 来 , 其 等 价 类 被 称 为 图 灵 度 . 让 我 们 用 D 表示 所 有 的 图 灵 度 , D 
按照 相对 计算 性 自然 形成 一 个 偏 序 结构 . 对 D 结构 的 研究 是 递归 论 里 最 中 心 的 部 
分 , 而 本 问题 可 以 说 是 关于 图 灵 度 整体 结构 最 重要 的 问题 . 

自 同 构 问题 有 多 种 表述 , 例如 有 整体 的 , 即 关 于 D ABN, 也 有 局 部 的 , WK 
于 递归 可 枚 举 度 的 . 它们 彼此 之 间 是 相互 关联 的 . 由 于 篇 幅 关 系 我 们 只 讨论 整体 部 
分 . 这 里 最 经 典 的 叙述 如 下 LICR [1]): 

自 同 构 问 题 D 上 有 没有 非 平 凡 的 自 同 构 ? 

这 里 自 同 构 是 指 保持 偏 序 的 双 射 . 近年 来 , Slaman 和 Woodin 在 自 同 构 问 题 的 
研究 上 取得 了 重大 进展 , 他 们 将 问题 表述 成 如 下 形式 : 

AXES ”D 和 二 阶 算术 是 互 释 的 , 换 句 话说, 下 列 关 于 pM d 的 关系 “zp 
是 一 个 标准 算术 模型 和 实数 x 的 编码 , 并 且 X 的 图 灵 度 是 a” 是 在 图 灵 度 D 里 可 
定义 的 . 

可 以 证 明 互 释 猜 想 成 立 当 且 仅 当 D. 上 没有 非 平凡 自 同 构 . 

自 同 构 问 题 的 解决 对 递归 论 的 研究 会 产生 深远 影响 . 如 果 互 释 猜 想 是 对 的 , 那 
么 所 有 关于 图 灵 度 的 逻辑 问题 都 可 以 转化 成 关于 二 阶 算术 的 问题 , 图 灵 度 DD 只 
不 过 是 二 阶 算术 的 不 同 表现 . 如 果 互 释 猜 想 是 不 对 的 , 那么 在 图 灵 度 的 局 部 结构 与 
整体 结构 上 存在 本 质 性 的 不 同 , 因为 Slaman 和 Woodin 证 明了 任何 图 灵 度 的 自 同 
构 在 0” 以 上 是 恒 同 函数 . 

目前 在 自 同 构 问 题 上 最 好 的 成 果 是 Slaman 和 Woodin 的 工作 , 他 们 利用 集合 
论 和 递归 论 的 工具 对 图 灵 度 上 的 自 同 构 作 了 精细 的 分 析 , 得 出 了 一 系列 深刻 的 结 
R. 例如 , 从 他 们 的 分 析 中 可 以 得 出 存在 一 个 图 灵 度 g, 使 得 所 有 上 自 同 构 都 被 其 在 g 
上 的 像 所 决定 , 而 且 至 多 有 可 数 多 个 自 同 构 . 
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是 否 存在 一 个 稳定 的 一 阶 完全 理论 , 它 有 大 于 一 的 有 穷 多 个 可 数 模型 -21- 


是 否 存在 一 个 稳定 的 一 阶 完 全 理论 , CFA 
大 于 一 的 有 穷 多 个 可 数 模型 
Does Exist A Stable First Order Theory with Finitely 
Many (but more than one) Countable Models? 


这 是 一 个 数理 逻辑 学 家 努力 了 几 十 年 仍 尚未 解决 的 模型 论 中 的 主要 问题 之 一 ， 
先 看 一 看 这 个 问题 的 由 来 . | 

1970 年 Morley 证 明了 Ni- 范畴 的 理论 最 多 有 No 个 可 数 模型 ， 

1971 年 Baldwin 和 Lachlan 证 明了 N- 范畴 的 理论 只 可 能 有 一 个 或 No 个 可 
数 模 型 . 

1973 年 Lachlan 证 明了 超 稳定 的 理论 只 可 能 有 一 个 或 无 穷 多 个 可 数 模 型 . 另 
Ah, Vaught 证 明了 任何 完全 理论 都 不 可 能 恰好 有 两 个 可 数 模型 . 

这 样 , 人 们 已 经 证 明了 不 存在 N- 范畴 的 理论 , w- 稳定 的 理论 , 或 是 超 稳定 的 
理论 具有 多 于 一 的 有 人 穷 多 个 可 数 模型 . 另 一 方面 , 人 们 也 发 现 或 构造 了 一 些 具 有 有 
穷 多 个 可 数 模型 的 理论 , 但 它们 都 是 不 稳定 的 理论 , 而 且 均 是 从 结构 (8, <,0,1) 变 
形 而 来 , 它们 可 数 模型 的 个 数 是 3 个 , 6 个 , 7 个 或 9 个 , 等 等 . 正 是 由 于 在 这 些 结 
构 中 存在 序 关 系 <, 从 而 它们 的 理论 就 是 不 稳定 的 . 

1988 年 E.Hrushovski 巧妙 地 构造 了 一 个 模型 ， 它 的 理论 是 稳定 的 , 但 不 是 w- 
稳定 的 理论 . 但 这 个 理论 的 所 有 可 数 模型 都 是 同 构 的 , 也 就 是 说 在 同 构 意义 上 , 它 
只 有 一 个 可 数 模型 . Hrushovski 用 这 个 理论 否定 了 下 述 Lachlan 猜想 : 

T 是 No- 范畴 的 和 稳定 的 , 则 它 是 w- 稳定 的 . 

综 上 所 述 , 人 们 仍然 不 知道 是 否 存在 着 一 个 稳定 的 理论 , 它 有 多 于 一 的 有 穷 多 
个 可 数 模型 . 

本 人 猜想 很 可 能 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 . 
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Cherlin-Zilber 猜想 


Cherlin-Zilber Conjecture 


这 是 一 个 由 G.Cherlin!! 和 Boris Zilber” F 30 年 前 提出 的 有 关 无 限 单 群 分 类 
的 一 个 猜想 . 这 个 猜想 是 模型 论 研究 与 代数 群 研究 结合 部 的 一 个 非常 重要 的 问题 . 
Cherlin-Zilber 猜想 断言 : 一 个 Morley 秩 为 有 限 的 w- 稳定 单 群 一 定 是 某 个 代数 封 
闭 域 上 的 一 个 代数 群 . 

30 年 来 , 围绕 这 一 猜想 所 展开 的 关于 v- 稳定 群 的 研究 工作 取得 了 非常 突出 的 
进展 . 这 种 研究 不 仅 应 用 模型 论 的 许多 新 的 思想 和 方法 ,而且 也 用 到 来 自 有 限 群 理 
论 研 究 领 域 , 特别 是 有 关 有 限 单 群 分 类 工作 中 的 许多 想法 . 有 关 这 一 猜想 研究 进展 
的 一 个 非常 好 的 综合 报告 便 是 Borovik 和 Nesin 合 著 的 专著 外 . 有 兴趣 的 读者 一 定 
会 从 这 本 书 中 找到 有 用 的 材料 . 尽管 这 一 猜想 目前 依然 没有 被 解决 , 与 此 相似 的 关 
于 o- 极 小 结构 的 Cherlin 猜想 则 被 Peterzil, Pillay 和 Starchenko!!! 三 人 所 证 明 . 
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带 指数 函数 的 实数 理论 的 可 判定 性 问题 


Decidability of The Theory of Reals with Exponentiation 


Tarski 在 文献 [2] 中 证 明了 实数 域 理论 是 可 判定 的 (也 就 是 说 有 一 个 计算 方法 
来 有 效 地 判定 实数 域 理论 中 的 任何 一 个 命题 是 否 为 一 个 定理 ), 从 而 证 明了 初等 平 
面 几何 理论 是 可 以 判定 的 (当然 , Tarski 的 算法 是 一 个 计算 复杂 性 很 高 的 通用 算法 ， 
不 具有 很 大 的 实用 性 . 应 当 看 到 , 吴 文俊 提出 的 关于 某 一 部 分 几何 命题 进行 有 效 的 
计算 机 机 械 证 明 的 判定 方法 是 与 Tarski 这 一 可 判定 性 工作 紧密 相关 的 .), Tarski A 
于 这 一 可 判定 性 定理 的 模型 论证 明 依赖 于 对 实数 封闭 域 实 施 量词 消去 方法 . Tarski 
问 他 的 这 一 个 结果 能 否 被 扩展 到 包括 指数 函数 . 也 就 是 说 , 将 原来 实数 域 上 的 语言 
L= (550,1) 扩展 到 一 个 新 的 语言 Coxp = {+,-,0, 1,exp}. Tarski 的 定理 是 关于 
在 语言 C 下 实数 域 一 阶 理论 的 可 判定 性 . 他 问 实数 在 新 的 语言 Lap 下 一 阶 理论 是 
否 也 可 判定 . Xe Mb, 这 一 问题 仍然 没有 答案 . 

朝 着 解决 这 一 问题 的 目标 , 在 这 一 领域 中 工作 的 数学 家 们 取得 了 一 系列 显赫 
的 进展 . Wilkie 于 1991 完成 了 第 一 个 突破 性 工作 : 在 文献 [4] F, 他 证 明了 , 尽管 
它 不 具备 量词 消去 条 件 , 实数 的 这 一 理论 Th( 了 Rs) 是 模型 完全 的 (一 种 比 具备 量 
词 消去 条 件 稍 弱 的 性 质 )， 由 这 一 结果 加 上 Khovanski 的 一 个 定理 , 就 能 够 导出 这 
一 新 的 结构 Rap RA o 极 小 特性 . 此 后 , MacIntyre 和 Wilkie?! 合作 证 明了 如 
果 Shanuel 猜想 成 立 , 那么 实数 结构 Rop 的 一 阶 理论 是 可 判定 的 . 他 们 还 给 出 了 
实数 理论 Th(Rexp) 的 公理 描述 ,只 不 过 他 们 的 公理 描述 过 于 复杂 .实际 上 , 因为 
Th(Rexp) 是 模型 完全 的 , 这 一 理论 应 当 有 一 个 表达 式 量 词 结构 形 如 V) 的 公理 
描述 . 但 是 , 迄今 为 此 , 没有 人 知道 这 样 形式 的 公理 描述 是 个 什么 样子 . 欲 知 详情 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [1]. 
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Shelah 唯一 性 猜想 


Shelah Categoricity Conjecture 


Shelah 猜想 是 关于 可 数 语 言 在 一 种 特殊 逻辑 下 结构 唯一 存在 性 的 一 个 断言 . 它 
源 于 早先 Morley 证 明 的 可 数 语 言 在 一 阶 逻 辑 下 所 具有 的 结构 存在 唯一 性 定理 : 对 
于 一 个 给 定 的 一 阶 逻 辑 可 数 语言 C 和 次 语言 下 的 一 个 理论 T, WR T 的 模型 类 相 
对 于 某 个 不 可 数 基数 入 来 说 具有 唯一 性 (BIT 的 任何 两 个 基数 为 和 的 模型 一 定 同 
KJ), 那么 , T 的 模型 类 相对 于 每 一 个 不 可 数 基 数 k 来 说 具有 唯一 性 . 

Shelah 猜想 断言 : 

对 于 一 个 给 定 的 可 数 语言 C 以 及 在 Cw, 。( 即 在 逻辑 表达 式 中 , 只 容许 有 限 个 
量词 , 但 容许 可 数 多 个 不 含量 词 的 简单 表达 式 的 布尔 逻辑 运算 组 合 ) 逻辑 中 的 一 个 
理论 T, WRT 的 模型 类 相对 于 某 个 严格 大 于 IL, 的 基数 入 来 说 具有 唯一 性 ( 即 
的 任何 两 个 基数 为 和 的 模型 一 定 同 构 ), 那么 , T 的 模型 类 相对 于 任何 一 个 大 于 
等 于 了， 的 基数 « 来 说 具有 唯一 性 . 

在 文献 [1] 的 公开 悬而未决 问题 列表 中 , Shelah 猜想 被 表述 为 关于 抽象 实质 类 
的 一 个 断言 : UK 为 一 个 抽象 实质 类 . 如 果 关于 某 个 严格 大 于 这 个 类 的 Hanf 
数 Hanf(K) 的 基数 入 具有 唯一 性 , 那么 KC 关于 每 一 个 严格 大 于 这 个 类 的 Hanf XX 
Hanf(K) 的 基数 u 具有 唯一 性 . 

有 关 这 一 猜想 的 详情 , 请 见 文 献 [2]. 
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微分 封闭 域 上 的 平凡 强 极 小 集 -27> 


微分 封闭 域 上 的 平凡 强 极 小 集 


Trivial Strongly Minimal Sets in Differentially Closed Fields 


已 知 特征 为 零 的 微分 封闭 域 理 论 (DCFo) 是 w- 稳定 的 . 但 是 要 想 完全 真正 
弄 懂 任何 一 个 v- 稳定 理论 , 关键 还 在 于 懂得 这 个 理论 的 模型 的 强 极 小 集 . 依据 所 
附带 的 准 几 何 结构 , 强 极 小 集 被 分 为 三 类 : 平凡 的 , 局 部 模 的 和 非 局 部 模 的 . 对 于 
DCF 而 言 , 一 个 非 局 部 模 强 极 小 集 是 和 常数 域 (一 个 代数 封闭 域 ) 非 正 交 的 . 这 
个 结论 是 由 Hrushovski 和 Sokoloic 所 证 明 的 (但 并 未 公开 发 表 , 欲 知 详情 , 请 参见 
文献 [2]). 他 们 还 证 明了 对 于 DCF ME, 每 一 个 非 平凡 局 部 模 强 极 小 集 是 和 一 个 
单 阿 贝尔 族 的 Manin 核 非 正 交 的 , 仅 此 而 已 , 对 于 平凡 强 极 小 集 则 所 知 甚 少 ， 在 
DCFg 中 和 弄 懂 平凡 强 极 小 集 依 旧 是 一 个 很 困难 的 悬而未决 的 问题 . 

给 定 一 个 强 极 小 集 X, 如 果 在 任何 一 个 模型 中 , 此 模型 在 强 极 小 集 X 中 的 元 
素 的 维 数 都 是 无 穷 的 , 那么 我 们 就 称 此 强 极 小 集 X 是 No- 不 变 的 . 一 个 更 具体 一 
点 的 悬而未决 的 问题 是 : 是 否 一 个 特征 为 零 的 微分 封闭 域 的 每 一 个 平凡 强 极 小 集 
都 是 No- 不 变 的 ? 关于 这 个 问题 , 限定 在 DCF 中 的 超越 度 为 一 的 强 极 小 集 范围 
之 内 , Hrushovski 给 出 了 一 个 肯定 的 答案 . 欲 知 详情 , 请 见 文献 [1] 和 文献 [3]. 
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3-Calabi-Yau 代数 的 分 类 


Classifications of 3-Calabi-Yau Algebras 


Wk ER, d 是 整数 , A 是 态 射 空间 有 限 维 的 三 角 &- 范畴 . EOS EXE X,Y € A, 
均 存 在 k- 同 构 HomA(X, Y) — HomA(Y, X[d])*, 其 中 * 是 k- OB, [d] 是 d 次 平 
移 函 子 , 且 这 些 同 构 对 X 和 了 均 是 自然 的 , 则 称 4 是 4-CY EE. 

这 个 概念 最 早出 现在 Kontsevich 1998 年 在 巴黎 高 师 的 讲义 中 四，Costello， 
Keller, Ginzburg 分 别 将 其 引入 共 形 场 论 、 表 示 论 和 非 交换 几何 的 研究 中 2~461. 它 
原来 是 一 个 很 自然 的 概念 . 例如 , 设 4-mod 是 有 限 维 k- 代数 A 的 有 限 维 模 范畴 . 
E A 是 对 称 代数 , 则 稳定 三 角 范 畴 4-mod 是 d-CY WS ARMS Q = Id mod: 
而 当 H 是 有 限 维 对 称 非 半 单 Hopf 代数 时 , 万 -mod 是 d-CY 范畴 当 且 仅 当 平凡 模 
k 是 周期 为 d+1 Wyo- REST. 特别 地 ,如 果 ok 的 特征 整除 有 限 群 G 的 阶 , 则 
kG-mod 是 d-CY 范畴 当 且 仅 当 单位 表示 是 周期 为 d --1 的 9- 周期 模 , 这 里 9 是 
由 第 一 次 合 冲 (syzygy) 诱导 的 稳定 范畴 的 函 子 . 

k- 代数 A 称 为 导出 d-CY 代数 , 若 有 界 导 出 范畴 D*(A-mod) 是 d-CY 范畴 . 
考虑 4 的 包 络 代数 A := AGAT. A TK d-CY 代数 , E A 是 同调 光滑 的 (BD 
A 有 有 限 长 的 有 限 生 成 投射 A- 模 分 解 ), 且 存 在 Ac- 模 同 构 








0, id, 


HH'(A, A$) & | He 


其 中 HH'(A, Ac) S Ext4. (A, A*) 是 Hochschild 上 同调 群 

Keller’! 证 明了 : Æ 4 是 dCY 代数 , 则 A 是 导出 d-CY 代数 . 对 任 一 正 整数 
d, 均 存 在 d-CY 代数 . 例如 , 多 项 式 代数 k[zx1,… ,zal 是 d-CY 代数 . 若 A 是 ACY 
代数 , 则 对 任意 X,Y € A-mod 有 Ext, (X, Y) 兰 Extd (Y, X). 由 此 可 以 看 出 : E 
A 是 d-CY RRA d 关 0, WA 必定 是 无 限 维 的 . 

A 是 0-CY 代数 当 且 仅 当 A 半 单 , A 是 1-CY 代数 当 且 仅 当 A 是 一 元 多 项 
式 代 数 的 直 积 . Bocklandt!!] 证 明了 : Zr A 是 由 带 关系 的 有 限 连 通 第 图 给 出 的 导出 
2-CY 代数 , 则 A 是 非 Dynkin 图 的 预 投射 代数 . 这 为 2-CY 代数 的 分 类 提供 了 信 
息 . 而 3-CY 代数 更 有 趣 , 这 也 源 于 它 在 数学 物理 和 代数 几何 中 的 背景 . 例如 , EE 
摔 理 论 中 B-Model 的 边界 条 件 是 用 n 4E Calabi-Yau 流 形 X 的 凝聚 层 的 有 界 导 出 
范畴 Di(Cop(X)) 描述 的 : D'(Coh(X)) 是 3-CY 范畴 , 但 是 它 太 大 , 因此 人 们 希望 
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用 3-CY 代数 的 有 限 维 模范 畴 的 有 界 导 出 范畴 来 建 模 . 

对 自由 结合 代数 A = k(x1,:… £n), Kontseviceh"] 引入 偏 导数 9/6zi; : A/[A, 
A] 一 A; 给 定 一 个 元 9 € A/[A, A], 可 定义 代数 U(A, ©) = A/(00/0zi,1& i & n). 
这 样 的 构造 也 可 定义 在 任意 光滑 代数 A E. Ginzburg?! 用 这 种 方法 构造 了 3-CY 
代数 , Bocklandtt 将 这 种 方法 在 有 限 箭 图 上 加 以 改进 构造 了 分 次 导出 3-CY 代数 
Ginzburg?) 提出 猜想 : 

对 于 任 一 同调 光滑 、 有 限 表 出 的 凝聚 3-CY 代数 FF， 都 存在 光滑 代数 A 和 
® c A/[A, A], 使 得 F S U(A, 9). 

几乎 与 此 同时 , Bocklandt 的 工作 也 表明 : 这 个 猜想 对 分 次 导出 3-CY 代数 是 
对 的 . 然而 , 这 些 结 果 与 3-CY 代数 的 完全 分 类 还 有 相当 的 距离 , 正如 Ginzburg 指 
出 的 那样 , 这 些 研 究 还 刚刚 开始 . 
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FEF (braid) 群 及 其 推广 的 研究 源 于 数学 的 许多 其 他 分 支 . 近 十 年 来 , 该 领域 
的 研究 十 分 热门 , 其 中 包括 辫子 群 的 表示 和 算法 等 问题 . 

由 于 任何 一 个 代数 是 某 个 自由 代数 的 同 态 像 , 我 们 可 以 用 生成 元 和 关系 来 表示 
一 个 代数 . 例如 , 我 们 用 符号 G = gp(X|R) 表示 由 生成 元 X 和 关系 RR 确定 的 群 ， 
CEH X 生成 的 自由 群 F 与 RERS F 的 正规 子 群 所 得 的 商 群 ， 在 组 合群 论 
中 ,一 个 经 典 的 问题 是 决定 群 G 中 元 素 的 正规 形式 (normal form), F (word) 问题 
和 共 斩 (conjugacy) 问题 . 正规 形式 是 指 G 中 元 素 的 一 种 唯一 的 表达 方式 , 字 问 题 
(FER) 是 指 是 否 存 在 一 个 算法 , 使 之 可 以 判定 群 G 中 任意 给 出 的 两 个 元 素 是 
否 相等 (EBH). 称 G 中 元 素 a, b AICHE, 如 果 存 在 ge G 使 a = gthg. 

许多 数学 家 尝试 用 各 种 方法 和 技巧 解决 一 般 代数 的 正规 形式 和 字 问 题 JEP 
题 ). 俄罗斯 数学 家 A.I. Shirshov 于 1962 年 首次 发 明了 Gróbner-Shirshov 基 理 论 , 利 
用 此 理论 他 证 明了 只 有 一 个 关系 的 李 代 数 的 字 问 题 是 可 解 的 . 事实 证 明 Gróbner- 
Shirshov 基 理 论 是 处 理 一 般 代 数 的 正规 形式 和 字 问 题 GES) 的 强 有 力 的 工 
AR. 

作为 预备 知识 , 我 们 先 给 出 自由 结合 代数 的 Gróbner-Shirshov 基 理 论 . 

W R(X) ER k 上 由 X 生成 的 自由 结合 代数 , X 是 由 X ERMA HAS 
群 , 其 么 元 为 空 字 . 对 X* 中 的 任意 一 个 字 v, 定义 |w| AF w 的 长 度 . 设 X* 是 
一 个 良 序 (well ordered) 集 , f = of + oiu € k(X), 其 中 ay oj €k, f, ui € X*, 
ui < f. RINK f 为 f 的 首 项 . WR fF 的 系数 为 1, WE f 是 首 1 的 . WS Ag 
是 k(X) PRPS 1 的 多 项 式 , we X*, 我 们 定义 f g 的 两 种 合成 : (i) 如 果 存 
在 a,b e X* 使 得 w= fb — ag H |F| - ial > lwl, 则 称 多 项 式 (f,g)w = fb — ag 是 
f 和 g 相对 于 w 的 相交 合成 . (ii) 如 果 存 在 a,b € X* 使 得 w = f = agb, 则 称 多 项 
式 (f g)u = f — agb 是 f FI g 相对 于 ww 的 包含 合成 

设 5Sck(X) H S 中 每 个 多 项 式 是 首 1 的 . WREE ai € k, a, b; € X*, s; € S 
使 得 (f,g), = YLaxaisid; H. aisibi < w, WER (f,g),, R S 是 平凡 的 . 如果 5 中 
的 多 项 式 相对 于 良 序 < 的 合成 都 是 模 S 平凡 的 , 则 称 集合 S 是 k(X) 中 的 一 个 
Gróbner-Shirshov 基 . 

X* ER RA > 称 为 项 序 ， 如 果 它 关于 字 的 乘法 是 相 容 的 : Vuvv (u >v > 
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Vwi Vw. (wiuws > wivw2)). 设 X 是 一 个 良 序 集 , X* 上 的 项 序 的 一 个 典型 例子 是 
次 数字 典 序 , 即 先 比较 两 个 字 的 长 度 , 再 按 字 典 顺序 比较 它们 的 大 小 . 

下 面 的 引 理 是 Gróbner-Shirshov 基 理 论 的 基石 . 

Composition-Diamond 5|38/.^19 yz k 是 一 个 域 , Id(S) 是 k(X) FH S 生 
成 的 理想 , A = k(X|S) = k(X)/Id(S), < Æ X* ENG, 则 下 面 的 叙述 等 价 : 

(i) S Æ k(X) 中 的 一 个 Gróbner-Shirshov 基 ; 

(ii) 如 果 f c Id(S), WHE se S, a,b c X*, 使 得 f = asb; 

(iii) Irr(S) = {u € X*|u 4 asb,s € S,a,b E X*) 是 代数 4= k(X|S) 的 一 个 线 
性 基底 . | 

如 果 k(X) 的 子 集 5 不 是 Gróbner-Shirshov 基 , 则 我 们 把 所 有 不 平凡 的 多 项 
式 合成 添加 到 S 中 并 不 断 重复 此 过 程 , 最 终 得 到 kX) 的 一 个 包含 S 的 Gróbner- 
Shirshov 基 S°. 我 们 称 这 个 过 程 为 Shirshov 算法 . 

设 4 = sgp(X|S) 是 一 个 半 群 , 则 S 是 k(X) 的 一 个 子 集 . 我 们 用 Shirshov 算 
法 可 以 找到 k(X) 中 的 一 个 Gróbner-Shirshov Æ S^. 而 Irr(Sc) 是 A 的 一 个 正规 
形式 . Sc 也 叫做 半 群 A 的 一 个 Gróbner-Shirshov 基 . 

Artin 在 1926 年 发 现 了 由 n 一 1 个 生成 元 生成 的 辫子 群 : B4 = gp(o1,…， 
On—1| 010; = 050; (i 一 1 > j), Cig 1010141 = 0i0i+10i) 并 解决 了 它 的 字 问 题 . Markov 
和 Artin AF 1945 年 和 1947 年 用 Artin-Burau 生成 元 sy si (1 <i<j< 
n),o,(1<i<n—-1) 找到 了 B, 的 正规 形式 , 其 中 sij = oj;_1…… 0it1020701 2 ee 
Artin 在 1947 年 还 给 出 了 另 一 种 解决 其 字 问 题 的 算法 . Garside! 用 Artin-Garside 
生成 元 A, A-lo(l] < i € n— LA = 010301:::04 2…olon 10l) 找到 
了 B8。 的 正规 形式 并 利用 此 正规 形式 证 明了 其 共 斩 问 题 是 可 解 的 Birman-Ko- 
Lee 在 1998 年 发 现 了 B, 的 新 表示 Bn = gp(ats (1 € s < t € n)|R), 其 中 
Qts = (0k 17:0841)0s(0544 77:054), 1 & 8 <t <n, R= {AtsQrq = argats, (t — 
r)(t—q)(s-—r)(s—4q) »0, aas, = atrats = Qsratr, lS r<s<t<nh}. 由 此 表示 ， 
他 们 找到 了 B 的 正规 形式 , 在 此 基础 上 , 分 别 得 到 了 解决 Ba Fle ASEH a 
的 另 一 种 算法 . 

Bokut-Chainikov-Shum (arXiv:0806.1124) 用 Artin-Burau 生成 元 给 出 B, 的 一 
个 Gróbner-Shirshov 基 并 由 此 得 到 Markov-Artin 正规 形式 . Bokut-Fong-Ke-Shiao 
(arxiv:0806.1118v1) 用 Artin-Garside 生成 元 找到 了 辫子 半 群 B+ = sgplo >, 
On-1\010; = ojo; (i— 1 > j), ooioitl = 0i0i410i) 的 Gróbner-Shirshov A. 
运用 此 结论 ，Bokut (arxiv:0806.1125v1) 给 出 了 B, 在 Artin-Garside 生成 元 下 的 
Gróbner-Shirshov Æ, 由 此 得 到 B, 的 Garside 正规 形式 及 对 应 的 算法 . Bokut 
(arXiv:0806.1123v1) 用 另 一 组 生成 元 (Birman-Ko-Lee 生成 元 ) 找到 了 Bn 的 Grób- 
ner-Shirshov 基 并 由 此 得 到 其 对 应 的 正规 形式 和 算法 . 
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正如 辫子 群 B, 是 由 对 称 群 S, 推广 而 来 一 样 , Tits! 于 1966 年 将 Coxeter 群 
推广 到 Artin 群 . 一 个 Coxeter 图 了 对 应 一 个 Artin 群 AT) 和 一 个 Coxeter 群 C(T). 
每 一 个 Coxeter 图 都 唯一 对 应 一 个 对 称 和 矩阵 M = (mi;), Bl Coxeter 和 矩阵， 其 中 
mj —1,2« mi € Zt Moo, i Z j. V M = (mij) 是 一 个 n Wt Coxeter FR, 则 其 
对 应 的 Coxeter 群 和 Artin 群 分 别 为 : C(M) = gp(z1,:… ,En| 22 = 1, ma(zi £j) = 
mij(zj,2; 1 Si £ j & n), A(M) = gpizi, ,Tn| Mij (£i, £j) = mag(zj zi), 1 < 
LEJ <n). 其 中 mun m e quede. 其 长 度 为 mij. Coxeter 图 An, Bn, Da (BẸ 
球形 ) 即 是 Dynkin 图 An, Bn, Dn. Briskorn 和 Saito”! 解决 了 球形 Artin 群 的 字 问 
题 和 共 斩 问 题 . 球形 Artin 群 的 正规 形式 则 是 由 Charney 和 Dehornoy-Paris 分 别 于 
1995 年 和 1999 年 得 到 的 , Tits 于 1969 年 找到 了 解决 Coxeter 群 字 问题 的 一 个 算 
iX. 而 Bokut-Shiao?! 得 到 了 Coxeter # C(An), C(Bn), C(Dn) 的 Gróbner-Shirshov 
基 并 提出 关于 一 般 Coxeter 群 的 Gróbner-Shirshov 基 的 一 个 猜想 . | 

设 V 是 一 个 维 数 为 > 的 复线 性 空间 , GLV) 是 V. 上 的 一 般 线 性 群 . GL(V) 中 
一 个 非 平凡 元 素 s 称 为 伪 反 射 , WR s 作用 于 一 个 超 平面 ( 称 为 s 的 反射 超 平面 ) 
是 平凡 的 . 由 伪 反 射 生成 的 GZ(V) 的 有 限 子 群 W 称 为 复 反 射 群 . 对 任意 一 个 复 
反射 群 W, 定义 W 作用 于 V 上 的 正则 轨道 的 基本 群 , 即 是 辫子 群 B(W). 普通 的 
辫子 群 B, 与 对 称 群 S 相对 应 . Brieskorn-Saito?! 和 Deligne") 解决 了 与 实 反 射 群 
对 应 的 辫子 群 B(W) 的 字 问 题 和 共 斩 问题 . Broue-Malle-Rouquierl6l 给 出 了 B(W) 
的 无 限 序 列 的 表示 . Bannail 和 Bessis-Michell2] 给 出 除 四 个 例外 辫子 群 外 的 其 他 
PETERE BOW) 的 表示 . 

Baez 和 Birman 分 别 于 1992 和 1993 年 发 现 了 奇异 辫子 么 半 群 SB, = sgp(oi, 
c;,,zi,l&iscn-1| Ri), 其 中 R = {0i410i0i41 = Oi0i410i, Tit10i0i41 = 
Cj0j41Ti;, C1410; Zin. = Ti0ij10i, 7i0; | = 0; ar = l, O10; = Oji, LX; = 
IjTi, Vi; = jti, |i — j| > 1}. 关于 SB,, Corran 在 2000 年 找到 它 的 正规 形 
式 并 给 出 了 一 个 解决 其 字 问 题 的 算法 ，V.V. Vershinin (arxiv:math.GR/0309339v1) 
给 出 了 另 一 种 算法 并 找到 了 Birman-Ko-Lee 的 类 似 表示 . V.V. Chaynikov F 2007 
年 用 Birman-Ko-Lee 生成 元 找到 了 其 正规 形式 及 其 对 应 的 算法 . 

HEPAT HH VB, 是 由 Kauffman 于 1999 年 发 现 的 , 其 定义 如 下 : V Bn = gploi, £i, 
1I«ixzn-l Hj, HP Re = (x2 = 1, vii ziti = iii Zi, TH 10ii41 = 
| 
1). Fenn-Rimanyi-Rourke 于 1997 年 发 现 了 Welded PET 8t W Bn, CS VB, 的 
区 别 在 于 它 比 VB 多 了 一 个 新 的 关系 oiloizil = xisacal&idxnmn-2,Hl 
WB, -—gp(ci Ti, 1 Si < n-— 1| Ro, oTitl = Vioir0i, 1 < i < n — 2) 
(ci zi; 1 < i < n 一 1 这 组 生成 元 被 称 为 标准 生成 元 ). WB, A VB, 都 是 由 纽 结 
(knot) 和 链 环 (link) 理论 得 来 的 . 显然 , WB, 是 V B, 的 一 个 商 群 。 Bardakov 在 


阿 廷 (Artin) SER] Gróbner-Shirshov 基 .33. 


2008 FRB T HEAT BE AY IER XX. 
Easdown-Lavers| RI T MMF ALH IB, 


n—1| R3), 其 中 Rs = {eg = z? = zo? = oz, OD = £01 LO) = 0120127, Ci 1010441 = 


—1 : 
sgp(2, ci, 0; x! < 1 < 


Gi0i410i, O10) = 0; 0; —l, ro; = viz (i> 1), oi0; = 050; (i - 3| > 1)). 它 是 由 
逆 半 群发 展 而 来 的 . Vershinin (arxiv:0704.3002v1) 找到 了 1B, 的 Markov-Artin IE 
规 形 式 和 Garside 正规 形式 (分 别 由 Markov-Artin 生成 元 和 Garside 生成 元 决定 
的 )，Bokut、 陈 裕 群 、 赵 显贵 (arXiv.org/abs/0804.0959) 在 Polyakova-Schein 2005 
年 的 文章 的 基础 上 给 出 了 上 自由 逆 半 和 群 的 Grobner-Shirshov X. 

在 以 上 成 果 的 基础 上 , 我 们 提出 以 下 问题 : 

(1) 给 出 一 般 Coxeter 群 的 Gr5bner-Shirshov 基 (参见 Bokut-Shiao 在 [3] 中 提 
出 的 猜想 ); 

(2) 给 出 有 限 型 Artin # By, Dy, Go, F4, Eg, Ez, Es 在 Artin-Burau 生成 元 下 
的 Gróbner-Shirshov JE; 

(3) 给 出 有 限 型 Artin 群 在 Artin-Garside 生成 元 下 的 Gróbner-Shirshov X; 

(4) 给 出 有 限 型 Artin 群 在 Birman-Ko-Lee 生成 元 下 的 Gróbner-Shirshov 基 ; 

(5) 将 上 述 (1)-(3) 三 个 问题 推广 到 任意 Artin 群 ; 

(6) 给 出 奇异 辫子 么 半 群 SB, 分别 在 Artin-Garside 生成 元 和 Birman-Ko-Lee 
生成 元 下 的 Gróbner-Shirshov XE; 

(7) RETE VB,,, welded 关子 群 WB,, WHT ZEE IB, MATH 
B(W) 在 标准 生成 元 下 的 Gróbner-Shirshov 基 . 
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布 如 意 (Broué) 交换 亏 群 猜想 


Broué's Abelian Defect Group Conjecture 


Broué 交换 亏 群 猜想 是 目前 国际 模 表 示 论 发 展 中 的 前 沿 焦 点 问题 之 一 . 众 所 周 
知 , 群 论 是 当代 数学 的 理论 和 应 用 中 基本 而 重要 的 大 领域 之 一 , 有 限 群 则 是 其 历史 
最 久远 的 基础 部 分 . 有 限 群 的 常 表示 理论 是 由 群 论 学 家 G. Frobenius, W. Burnside 
All I. Schur 等 于 1896 年 至 1910 年 间 建 立 起 来 的 , 而 模 表 示 论 则 是 群 论 大 师 Brauer 
A 1935 年 起 经 40 余年 的 艰苦 卓绝 的 努力 创立 起 来 的 . 随后 , 由 于 Green 的 不 可 
分 解 模 理论 的 发 展 , Alperin, Broué 和 Puig 等 人 建立 了 局 部 表示 论 , 使 模 表 示 论 得 
到 了 充分 且 迅 速 的 发 展 , 从 而 全 面 有 力 地 推动 了 群 论 以 至 整个 代数 学 向 前 发 展 , 而 
且 日 益 深 刻 地 应 用 到 数学 的 其 他 分 支 如 微分 几何 、 代 数 数论 等 和 其 他 科学 领域 中 . 
20 世纪 80 年 代 以 来 , 由 于 Broué 把 导 范 畴 理论 方法 、Rickard 把 代数 几何 方法 等 
应 用 到 模 表 示 论 的 研究 中 , 发 展 更 深刻 , 应 用 更 加 广泛 , 成 为 更 多 科学 理论 的 研究 
工具 和 研究 进展 的 推动 力 . 

假定 R 是 p-adic 整数 域 Qp 的 一 个 充分 大 的 有 限 扩张 L 的 代数 整数 环 , 其 
RRRA F. 对 有 限 群 G, 设 B 是 RG 的 一 个 块 代数 , 其 亏 数 群 是 D,b' 是 B 的 
Brauer 对 应 , 则 导 范 畴 D^(mod-B) HRA D?(mod-b’). 

Broué 交换 亏 群 猜想 : 对 有 限 群 G, 设 B 是 RG 的 一 个 块 代数 , 其 亏 数 群 D 是 
交换 的 , b' 是 B 的 Brauer 对 应 , 则 导 范 畴 Dt(mod-B) E Dh(mod-b/) 作为 三 角 范 
畴 是 等 价 的 . 

WR Broué 交换 亏 群 猜想 成 立 , 则 模 表示 论 中 许多 重要 问题 都 可 以 获得 解决 ， 
如 : 相应 的 块 代数 B 和 b 含有 相同 个 数 的 不 可 约 常 指标 、 模 指标 , 具有 同 构 的 中 
心 、 相 同 的 Hochschild 同调 代数 和 同样 的 代数 K- 理论 等 等 . 

Broué 交换 亏 群 猜想 把 有 限 群 模 表 示 论 、 代数 群 表示 论 和 代数 表示 论 更 加 密切 
地 联系 在 一 起 , 相互 影响 , 相互 促进 . 有 限 群 、 代 数 群 、 量 子 群 、 代 数 的 表示 理论 之 
间 的 相互 作用 导致 近年 的 许多 重要 理论 突破 . Broué 交换 亏 群 猜想 研究 已 经 有 了 很 
大 进展 , 特别 是 对 一 些 有 限 单 群 已 经 得 到 验证 . 但 Broué 交换 亏 群 猜想 的 完全 解决 
还 是 一 件 遥 远 而 困难 的 事情 . 
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W BH (Brown) 问题 


Brown's Question 


Hopf 代数 (ECT RE) 是 非常 重要 的 代数 结构 , 它 架 起 了 连接 代数 学 与 其 他 数学 
分 支 以 及 数学 物理 的 桥梁 . 自从 20 世纪 40 年 代 H. Hopf 在 研究 Lie 群 的 (E) A 
调 群 时 引入 Hopf 代数 概念 以 来 , Hopf 代数 的 理论 经 历 了 近 30 年 的 缓慢 发 展 . 1969 
年 Sweedler MVE 出 版 后 , 引发 了 20 世纪 70 年 代 有 限 维 Hopf 代数 理论 的 研 
究 热潮 . 但 Hopf 代数 的 巨大 研究 动力 来 自 20 世纪 80 年 代 中 期 量子 群 的 发 现 23. 
量子 群 是 一 类 非 交 换 、 非 余 交 换 的 Hopf 代数 . 许多 新 的 Hopf 代数 的 例子 是 无 限 
维 诺 特 代数 , 且 常 常 满足 多 项 式 恒等式 (简称 PI 代数 ). 众所周知 , 有 限 维 Hopf 代 
HF Frobenius 代数 , 从 而 它 的 内 射 维 数 是 零 . Brown 和 Goodearl 在 验证 了 许多 
Hopf 代数 (量子 群 ) 的 具体 例子 的 基础 上 外, 提出 问题 Question Al, 是 否 每 个 诺 特 
PI Hopf 代数 H 作为 自身 上 的 模 都 有 有 限 的 内 射 维 数 (或 者 说 是 Gorenstein 的 ). 
2002 年 吴 和 张 给 出 了 这 个 问题 的 肯定 回答 (6, Teoerem0 .在 过 去 的 几 年 里 , 由 于 新 
的 发 展 , 这 个 问题 的 表述 有 了 一 些 变化 . 下 面 是 文献 [7, Question E] 中 的 一 种 提 法 . 

Brown 问题 : 是 否 每 个 诺 特 Hopf 代数 都 是 Artin-Schelter Gorenstein 的 ? 

诺 特 Hopf 代数 H 称 为 Artin-Schelter Gorenstein, 278 H WK 内 射 维 数 d 有 限 
且 Ext5; (k, H) S 6; 4k, 这 里 6;4 Æ Kronecker 符号 , k 是 基 域 、 通过 余 单位 看 成 H- 
E. 

如 果 Brown 问题 的 答案 是 肯定 的 , 则 有 许多 重要 的 结果 . 例如 , 每 个 诺 特 Hopf 

代数 都 有 刚性 对 偶 复 形 |) 和 左 、 右 同调 积分 91. 同调 积分 是 定义 一 些 不 变量 的 关 
键 , 例如 , 可 应 用 于 Gelfand-Kirillov 维 数 较 低 的 素 Hopf 代数 的 分 类 . 如 果 Brown 
问题 的 答案 是 肯定 的 , 那么 Radford 的 St 公式 就 能 推广 到 诺 特 Hopf 代数 上 面 (81. 

目前 , 对 于 下 面 几 类 诺 特 Hopf 代数 , Brown 问题 有 肯定 的 答案 : 

(1) 有 限 多 循环 群 (polycyclic-by-finite group) 的 群 代 数 ; 

(2) 有 限 维 Lie 代数 g 的 泛 包 络 代数 U(g); 

(3) 量子 坐标 环 O,(G), 其 中 G 是 半 单 代数 群 ; 

(4) 量子 包 络 代数 U,(g); 

(5) 交换 的 Hopf 代数 和 PI Hopf 代数 ; 

(6) 一 些 有 良好 过 滤 的 Hopf 代数 . 

在 一 般 情形 , 这 个 问题 还 没有 解决 . 
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JL% (Cayley) 图 和 相关 的 问题 


Cayley Graphs and Related Problems 


Cayley 图 是 由 Arthur Cayley 在 1878 年 引入 的 , 为 抽象 群 提供 了 一 种 图 表示 . 
Cayley 图 构成 了 一 类 非常 重要 的 图 类 , 在 研究 群 和 极 值 图 中 有 着 重要 的 应 用 , 为 通 
讯 网 络 提 供 很 好 的 模型 , 参看 文献 [1]，Cayley 图 的 形式 定义 如 下 . 给 定 一 个 群 G 
和 它 的 一 子 集 5 使 得 如 果 z 在 S 中 , 则 其 逆 也 在 , 那么 G 的 相对 于 S 的 Cayley 图 
Cay(G, S) 定义 为 这 样 一 个 图 : RARA G, 两 点 z, y THECA BC y 属于 Sr. 容 
JAH, 群 G 在 它 自己 上 的 右 正 则 表示 在 图 Cay(G, S) 的 点 集 上 是 正则 的 . 因此 ， 
Cayley 图 是 点 对 称 的 . 进一步 , 如 果 A 是 图 Cay(G, S) 的 自 同 构 群 , 则 A = GH, 这 
E OH 是 点 稳定 子 群 ; 也 就 是 说 , 4 可 因子 分 解 且 G 是 一 个 因子 . 所 以 , 研究 Cayley 
图 和 研究 可 因子 分 解 的 群 是 密切 相关 的 , 参看 文献 [5] [7]. 

问题 1 ”研究 可 因子 分 解 的 有 限 群 G = XY 使 得 (D X, Y 无 核 ; ROX 属 
于 某 特殊 群 类 , Y 无 核 . 

对 于 此 问题 的 进展 , 参考 文献 [5]~[7]. 一 个 图 称 为 s- WEA, 如 果 它 的 所 有 
KA s 的 弧 都 等 价 . 研究 s- 弧 传 递 图 是 代数 图 论 和 几何 群 论 的 一 个 重要 问题 . 由 
著名 的 Tutte-Weiss 定理 , s 至 多 为 7. 研究 各 种 特殊 群 类 的 s- IE Cayley 图 是 
当今 代数 图 论 中 一 个 非常 活跃 的 问题 . 它 与 问题 1 密切 相关 . 

问题 2 ”刻画 s- 弧 传递 Cayley Él. 特别 地 , 考虑 s > 1 和 特殊 群 类 的 Cayley 
图 . 

解决 此 问题 需要 对 单 群 的 某 些 特殊 子 群 及 生成 关系 有 很 好 的 理解 , 对 其 进展 ， 
参见 文献 [5h 7. 最 后 , 令 G 是 阶 为 2p 的 二 面体 群 , 其 中 p= n? +n+1 ER 
数 . 假定 n > 8, S 是 由 G 中 ni 个 共 罗 对 合 组 成 的 集合 , > Cay(p)=Cay(G, S), 
那么 Cay(p) 的 直径 至 多 为 3, 并 且 直 径 为 3 的 图 Cay(p) 的 存在 性 等 价 于 n Br 
dE -Desarguesian 旗 传递 射影 平面 的 存在 性 , 参见 文献 2]~ [图 . 后 者 是 几何 学 中 的 
一 个 重要 问题 , 其 不 存在 性 是 几何 学 中 一 个 著名 的 猜想 . 因此 , 我 们 提出 

问题 3 ”证 明 对 于 所 有 的 素数 p= n? +n+1 使 得 n > 8, 图 Cay(p) 的 直径 等 
"m | 
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福克斯 (Foulkes) 猜想 


Foulkes Conjecture 


20 世纪 40 年 代 中 期 , Littlewood 在 文献 [3] 中 给 出 了 Schur 函数 的 新 乘法 , 该 
E 法 被 称 为 “plethysm”, 这 种 乘法 根源 于 一 般 线 性 群 多 项 式 表 示 的 合成 ， 一 般 用 
o” 表 示 这 种 新 乘法 . Ve A, u 为 两 个 分 化 , s、, sj, 为 这 两 个 分 化 所 对 应 的 Schur PER 
k, FPR s = $a. 其 中 ze 为 单项 式 , 则 sy 05, = su(z* ,zr ,---). RFYR 

i21 
KH rie: 

定理 X fg 分 别 为 Schur 函数 的 N REHAS, 则 fog 也 为 Schur 函数 的 
V 线性 组 合 . 

设 p,q 为 正 整数 ， 我 们 也 用 pq 分 别 表 示 p,q 的 分 化 (p,0,:…), (gq,0,…). 
oulkes 在 文献 中 计算 出 当 p,q 较 小 时 s, o sy 关于 Schur 函数 的 分 解 , FRE 
n PAAR: 

Foulkes 2838 — 74 p» q Hj, sp o sq 分 解 中 出 现 的 Schur 函数 也 在 5,05, 中 
HER. 

由 于 对 称 群 在 有 理 数 域 上 类 函数 空间 与 对 称 函 数 环 之 间 有 Frobenius 特征 映 
村， 该 映射 保持 类 函数 空间 及 对 称 函 数 环 上 的 内 积 且 把 分 化 入 所 对 应 的 不 可 约 表 
R 映 到 Schur 函数 sy. 通过 Frobenius 特征 映射 ,上述 猜想 也 可 以 有 如 下 的 等 价 表 
A: 

Foulkes 猜想 ”在 有 理 数 域 上 , 当 p > q 时， Lee fae 127 ^s, 的 一 个 子 模 . 

当然 该 猜想 在 一 般 线性 群 多 项 式 表示 理论 、 有 理 同 伦 论 、 顶点 算 子 代数 表示 理 
人 中 也 有 相应 的 等 价 表述 (参见 文献 [5]. [8], 这 里 就 不 一 一 列 党 了 . 


注 ”该 猜想 有 如 下 的 表示 论 背 景 . dd Yp = Sp XX Sp, Yg = Sq x x Sq. 
RAR S,15,,9,185 分 别 为 Young TEF Yp, Y, Æ Spa 中 的 正规 化 子 . 由 Littlewood- 
ichard 律 可 得 a 11^ 关于 不 可 约 表示 的 完全 分 解 , 由 此 可 知 不 可 约 模 在 i 
出 现 的 重 数 不 超过 在 dj 中 出 现 的 重 数 , 这 意味 着 1 同 构 于 p 的 一 个 子 
.由 此 启示 我 们 证 明 该 铺 想 可 以 先 研究 Se, 的 不 可 约 家 示 的 分 解 ,其 而 更 一 般 
也 研究 Young 子 群 正规 化 子 的 平凡 模 的 诱导 模 的 不 可 约 表 示 的 分 解 . 尽管 Young 
F 群 的 平凡 模 的 诱导 模 的 不 可 约 表示 的 分 解 在 20 世纪 中 期 已 完成 , 但 至 今 文献 中 
没有 关于 该 问题 的 结论 . 
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对 于 如 上 的 Foulkes 猜想 , 一 些 人 试图 推广 到 更 一 般 的 形式 (参见 文献 [4]、[6]、 


[7]). 目前 来 看 下 面 的 推广 比较 成 功 . 


广义 Foulkes 2538 l| W n= wpg,g <p, € c,d 为 正 整 数 日 cd — n, c, d 2 b, 


ij. 同 构 于 18,5. 的 一 个 子 模 


对 于 如 上 的 Foulkes 猜想 已 在 如 下 情况 得 到 了 证 明 : 


(1) (Thrall, 1942) b = 2,0 > 2; 

(2) (Littlewood, 1944) b = 3,a < 6,b=4,a <5 Ha=6,b< 
(3) (M. Brion, 1993) a 足够 大 于 b Hj; 

(4) (S. Dent, J. Siemons, 2000) b = 3,a 2 3; 

(5) (T. Mckay, 2008) b = 4, a > 4. 
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戌 伦 斯 坦 (Gorenstein) 对 称 猜 想 . 43 . 


KEHE (Gorenstein) 对 称 猜想 


Gorenstein Symmetric Conjecture 


设 k ABH Artin H, 4 为 k- 代数 . 称 4 为 Artin 代数 , 若 作为 k- 模 , A 是 
有 限 生成 的 . 考虑 有 限 生成 A- 模 . 对 于 左 A- 模 AM, 其 投射 维 数 和 内 射 维 数 分 别 
记 为 proj.dim AM 和 inj.dim AM. 类 似 地 , 对 于 右 A- ES Na, 有 记号 proj.dim NA 
和 inj.dim N4. 由 A 的 乘法 运算 , 我 们 有 自然 的 左 模 AA 以 及 右 模 Aa, 均 称 为 正 
则 模 . 

Gorenstein 对 称 猜想 ” 设 A JJ Artin 代数 . F inj.dim 44 有 限 , 则 inj.dim A, 
亦 有 限 . | 

这 个 猜想 的 命名 来 源 于 : Artin 代数 A MA Gorenstein 代数 , 如 果 inj.dim 4A 
和 inj.dim A4 WAR. 此 时 有 inj.dim 44 = inj.dim A4, 参见 文献 [1]. 19]. 专著 [2] 
将 这 一 猜想 列 为 第 13 个 猜想 . 由 于 Gorenstein 代数 在 代数 和 几何 中 , 尤其 在 奇 点 
理论 中 的 意义 , 近年 来 这 一 猜想 得 到 更 多 的 关注 . 

Gorenstein 对 称 猜 想 与 代数 表示 论 中 许多 重要 的 理论 和 猜想 有 密切 联系 . du 
4-mod 为 有 限 生成 左 A- R, P<%(4) 为 4-mod 的 具有 有 限 投射 维 数 的 模 的 
全 子 范畴 . 代数 4 的 有 限 维 数 fin.dim (A) 定义 为 P(A) 中 模 的 投射 维 数 的 上 
确 界 . 著名 的 有 限 维 数 猜 想 断 言 : 对 Artin 代数 A 总 有 fn.dim (A) < ofl, RF 
范畴 PC (A) 是 反 变 有 限 的 , 若 对 于 任意 4- X, 存在 态 射 fx: M — X 使 得 
M e P**(4) 且 任 何 P<%(4) PRES X 的 态 射 均 可 经 由 fx 分 解 . 满足 上 述 条 件 
的 态 射 fx RA X BAG P*9(A)- 逼近 . Auslander 和 Reiten 在 文献 [1] 指出 : 对 于 
满足 injdim 4A < oo 的 Artin 代数 A, A 为 Gorenstein 代数 当 且 仅 当 fin.dim (A) 
AR, ERNA P(A) 是 反 变 有 限 的 . 从 而 , 有 限 维 数 猜 想 列 闻 Gorenstein 对 称 
猜想 . 注意 到 , 存在 Artin 代数 4 使 得 子 范畴 P< (A) 不 为 反 变 有 限 的 , 参见 文献 
[10]. 另外 , 文献 [1] 指出 了 Gorenstein 对 称 猜 想 与 Gorenstein 投射 模 联系 紧密 , 而 
后 者 是 Gorenstein 同调 代数 中 最 重要 的 概念 之 一 |8. 

Gorenstein 对 称 猜 想 目 前 只 在 部 分 情形 下 得 到 验证 : 正如 文献 [9] 所 指出 , 利用 
经 典 部 分 (R) 倾斜 模 的 Bongartz 补 的 存在 性 外, 可 证 明 若 代数 A 满足 inj.dim 4A 
<1, RA inj.dim A4 < 1; Beligiannis 和 Reiten 引入 了 virtually Gorenstein 代数 的 
概念 , 这 类 代数 包含 Gorenstein 代数 , 以 及 Cohen-Macaulay- 有 限 的 代数 ( 即 该 代 
数 仅 有 有 限 多 个 互 不 同 构 的 不 可 分 解 Cohen-Macaulay fe. 文献 中 经 常 将 Cohen- 
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Macaulay 模 称 为 有 限 生 成 Gorenstein 投射 模 ), 并 在 导出 等 价 以 及 Morita 型 稳定 等 
价 下 封闭 g&6l. Beligiannis!4] 指出 : 任意 virtually Gorenstein 代数 均 满足 Gorenstein 
对 称 猜 想 . 注意 存在 非 virtually Gorenstein 代数 , 参见 文献 [5]. 现在 看 来 解决 这 一 
猜想 需要 新 的 工具 , 对 它 的 进一步 研究 将 会 推动 代数 表示 论 和 导出 范畴 的 发 展 . 


|4] 


[5] 
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卡 普 兰 斯 基 (Kaplansky) 第 六 猜想 . 45 . 


卡 普 兰 斯 基 (Kaplansky) 第 六 猜想 


Kaplansky's 6th Conjecture 


Kaplansky 第 六 猜想 是 Kaplansky 在 1975 年 提出 的 关于 Hopf 代数 的 十 个 猜 
想 之 一 中, 也 是 目前 Hopf 代数 乃至 代数 学 领域 研究 的 前 沿 问题 之 一 . Hopf 代数 起 
源 于 20 世纪 40 FR, 主要 是 由 Hopf 对 Lie 群 的 拓扑 性 质 的 公理 性 研究 而 建立 的 
一 种 代数 系统 . 20 世纪 60 年 代 , Hochschild-Mostow 在 研究 Lie 群 的 应 用 及 后 续 研 
究 中 , REMEE T Hopf 的 这 一 代数 系统 的 理论 , XXE T Hopf 代数 理论 的 基本 框 
架 . 20 世纪 80 年 代 , 随 着 Drinfeld 和 Jimbo 等 数学 家 建立 的 量子 群 理论 的 兴起 ， 
人 们 发 现 量子 群 是 一 类 特殊 的 Hopf 代数 . 量子 群 理论 与 众多 其 他 数学 领域 , 如 低 
维 拓扑 、 表 示 论 以 及 非 交 换 几 何以 及 统计 力学 精确 可 解 模 型 理论 、 二 维 共 形 场 论 、 
角 动 量 量子 理论 等 有 着 紧密 的 联系 . 量子 群 理论 的 兴起 也 促进 了 Hopf 代数 理论 的 
迅猛 发 展 , 围绕 Kaplansky 的 十 个 猜想 取得 了 许多 精彩 的 研究 成 果 , 导致 其 中 若干 
猜想 的 解决 或 部 分 解决 . 

Wok 是 特征 为 0 的 代数 闭 域 , G BARRE. H Frobenius 的 经 典 结果 知 : RE 
代数 kG 上 任 一 不 可 约 表 示 的 维 数 整 除 G 的 阶 . 群 代数 和 Lie 代数 的 包 络 代数 是 
Hopf 代数 的 典型 例子 . 1975 年 , Kaplansky 在 讲义 《Bialgebras》 四 中 总 结 了 Hopf 
代数 的 研究 成 果 , 并 提出 了 十 个 猜想 , 其 中 第 六 猜想 就 是 基于 Frobenius 关于 群 表 
示 的 上 述 经 典 结 果 而 提出 的 . 这 一 猜想 可 等 价 地 表述 如 下 . | 

Kaplansky 第 六 猜想 Xx H ERR EUER Hopf 代数 , 则 H 
的 任 一 不 可 约 表示 的 维 数 整 除 H 的 维 数 . 

这 一 猜想 与 有 限 维 半 单 Hopf 代数 的 分 类 紧密 相关 , 吸引 了 众多 代数 学 家 的 兴 
BR. 设 H 是 代数 闭 域 k 上 的 有 限 维 Hopf 代数 . Zhu 在 1993 年 利用 特征 标 理论 研 
AT Kaplansky 第 六 和 第 八 猜想 91, 得 到 了 部 分 结果 . 他 证 明了 : # char(k) = 0, H 
半 单 且 R(H) 在 五 的 对 偶 代 数 五 * 的 中 心中 , 其 中 RH) 为 H 的 不 可 约 特征 标 所 
张 成 的 H* 的 子 代 数 , 则 Kaplansky 第 六 猜想 成 立 , Nichols 和 Richmond 在 1996 
年 通过 分 析 H 的 Grothendieck 群 的 环 结构 证 明 向 : 若 H 是 余 半 单 的 且 有 一 个 2- 
维 单 余 模 , 则 五 是 偶数 维 的 . 1998 年 , Etingof 和 Gelaki 在 研究 拟 三 角 半 单 余 半 单 
Hopf 代数 的 结构 和 提升 问题 时 证 明 U: 若 A 是 半 单 余 半 单 Hopf 代数 , D(H) Æ H 
的 Drinfeld double, M) D(H) 的 不 可 约 表 示 的 维 数 整除 A 的 维 数 . 由 此 他 们 证 明 : 
WR H 是 拟 三 角 的 半 单 余 半 单 Hopf 代数 , 则 五 的 不 可 约 表示 的 维 数 整除 H W 
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维 数 . 1999 年 ,他 们 又 证 明 2: 如 果 H 是 余 三 角 的 半 单 Hopf 代数 且 char(k) = 0, 
WW H 的 不 可 约 表 示 的 维 数 整 除 H 的 维 数 . 这 是 Kaplansky 猜想 到 目前 为 止 的 进 
展 情况 , 离 完 全 解决 还 有 很 长 的 距离 , 或 许 这 一 猜想 的 完全 解决 将 依赖 于 或 导致 有 
限 维 半 单 Hopf 代数 分 类 问题 的 解决 . 
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中 山 (Nakayama) 猜想 和 广义 中 山 (Nakayama) 猜想 


Nakayama Conjecture and Generalized Nakayama Conjecture 


Nakayama 猜想 是 同调 代数 和 代数 表示 论 中 一 个 重要 的 猜想 , 由 T.Nakayama 
于 1958 年 提出 . Nakayama 猜想 等 同调 猜想 一 直 以 独特 的 魅力 吸引 着 代数 学 家 . 
1995 4E, M. Auslander, I. Reiten 和 S. Smalg 在 其 代数 表示 论 专著 四 中 收入 了 
Nakayama 猜想 、 广 义 Nakayama 猜想 和 另外 4 个 相关 的 猜想 . 

同调 代数 创立 于 20 世纪 四 、 五 十 年 代 , 它 在 当今 许多 数学 领域 和 数学 物理 中 
起 着 重要 的 作用 . 同调 代数 理论 为 代数 表示 论 研究 不 断 提供 灵感 、 动 力 和 方法 , 极 
大 地 推动 了 其 发 展 , 而 代数 表示 论 的 发 展 不 仅 丰 富 了 同调 代数 理论 , 也 为 其 应 用 开 
如 了 更 为 广 阅 的 天 地 .代数 表示 论 研究 使 得 人 们 进一步 深化 了 对 许多 同调 对 和 象 的 
认识 ， Auslander-Reiten 理论 、 倾 斜 理论 、 预 投射 代数 、 霍 尔 代数 等 通过 其 对 代数 
的 表示 范畴 、 导 出 范畴 等 的 深刻 刻画 , 在 李 代 数 与 量子 群 、 代 数 几 何 、 群 表示 理论 、 
代数 组 合 等 数学 领域 研究 中 得 到 了 深刻 的 应 用 , 对 这 些 数 学 领域 的 发 展 产 生 了 重要 
影响 . 

Nakayama #978] 设 A 是 Artin RHA OSG A —5 Jlo—5 fh D AA 
的 极 小 内 射 分 解 . 如 果 对 所 有 7 > 0, I; 都 是 投射 模 , WA 是 自 内 射 代数 . 

Nakayama 证 明了 该 猜想 对 广义 单列 代数 成 立 . 20 世纪 六 、 七 十 年 代 , B.Miiller 
和 H.Tachikawa 分 别 给 出 了 Nakayama 猜想 的 等 价 形式 ， 由 有 限 维 数 猜 想 可 推出 
Nakayama 猜想 [9]. 

Nakayama 猜想 的 研究 导致 一 系列 猜想 的 提出 , 极 大 地 推动 了 代数 表示 论 的 发 
E. 其 中 最 有 影响 的 是 1975 年 M. Auslander 和 I. Reiten 提出 的 广义 Nakayama 猜 

广义 Nakayama 3978") 设 人 是 Artin 代数 , 则 每 一 不 可 分 解 内 射 A- BUD 
是 A 的 极 小 内 射 分 解 中 某 一 项 的 直 和 项 . 

Nakayama 猜想 可 由 广义 Nakayama 猜想 推出 . 20 世纪 八 、 九 十 年 代 , 随 着 代 
数 表 示 论 的 发 展 , 对 广义 Nakayama 猜想 的 研究 也 取得 了 一 系列 进展 . R. R. Colby 
和 K. R. Fuller 提出 了 强 Nakayama 猜想 , M. Auslander 和 I.Reiten 提出 了 关于 
k-Gorenstein 的 Auslander-Reiten 猜想 . 这 些 猜 想 都 能 推出 广义 Nakayama 猜想 , 而 
有 限 维 数 猜想 又 推出 这 些 猜 想 成 立 ( 见 文献 [9]). G. V. Wilson") 与 K. R. Fuller 
和 B. Zimmermann-Huisgen 分 别 证 明了 广义 Nakayama 猜想 对 分 次 代数 成 立 ; P. 
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Draxler 和 D. Happel! 证 明 : 如 果 有 限 维 代数 A 满足 JIH = 0 H A/ ROA 
限 , 则 广义 Nakayama 猜想 对 A 成 立 , 这 里 J 是 A 的 Jacobson 根 . 近年 对 若干 代 
数 类 证 明了 有 限 维 数 猜想 是 成 立 的 [8 外 , 从 而 , 广义 Nakayama 猜想 和 Nakayama 猜 
想 对 于 那些 代数 类 也 成 立 ， 人们 难以 预测 Nakayama 猜想 和 广义 Nakayama 猜想 
什么 时 候 能 够 得 到 解决 , 但 可 以 期 待 其 研究 将 继续 为 相关 数学 领域 的 发 展 不 断 提 供 
新 的 思想 和 推动 力 . 
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拉 姆 拉 斯 (Ramras) 问题 


Ramras' Question 


1974 年 Ramras!!! 提出 如 下 问题 : 诺 特 正 则 scalar 局 部 环 是 否 都 是 整 环 ? 这 里 
环 A 称 为 正则 环 是 指 它 的 整体 维 数 有 限 ; 4 称 为 scalar 局 部 环 是 指 它 模 去 Jacob- 
son 根 是 除 环 . 当 A 是 交换 环 时 , 由 著名 的 Auslander-Buchsbaum-Nagata-Seree jE 
XB 2p.143 可 知 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 . 当 A 的 整体 维 数 不 超 过 2 时 , Ramras 
本 人 证 明 答 案 是 肯定 的 . 当 4 的 整体 维 数 为 3 时 , Snider 证 明 答 案 是 肯定 的 Bl. X 
高 维 情 形 , 这 个 问题 在 适当 的 条 件 下 也 有 肯定 的 答案 P321. Stafford 和 Zhang"! 
及 Teol8] 分 别 就 PIAA FBN 环 的 情形 给 出 了 肯定 答案 , 并 且 证 明 整 体 维 数 有 限 
的 局 部 (连通 分 次 ) VERE PI (FBN) 环 是 Auslander 正则 、Cohen-Macaulay 整 环 . 

一 个 诺 特 环 A 称 为 Auslander 正则 环 , 是 指 它 的 整体 维 数 有 限 ， 且 对 任意 有 
限 生成 左 或 右 A- 模 M, 任意 i > 0 及 Ext2(M,A) 的 任意 非 零 子 模 N, AA 
j(N) := inf{j|Ext?(N,A) Z 0} > i. A 称 为 Cohen-Macaulay 环 , 是 指 A 的 
Gelfand-Kirillov 维 数 GKdim A < oo, 且 对 任意 非 零 有 限 生 成 A- 模 M, GKdim M + 
j(M) =GKdim A. 

在 一 般 情形 ;， Ramras 问题 仍然 没有 解决 . 近年 , 由 于 非 交 换代 数 几 何 的 发 展 ， 
人 们 关注 连通 分 次 情形 的 Ramras 问题 : 连通 分 次 诺 特 正则 环 是 否 都 是 整 环 ? 对 整 
体 维 数 为 4 的 Artin-Schelter 正则 代数 , Artin, Tate 和 Van den Bergh 给 出 了 肯定 答 
案 7. 对 整体 维 数 大 于 4 的 情形 还 没有 解决 . 人 们 进一步 可 问 : 是 否 Artin-Schelter 
正则 代数 都 是 强 话 特 、Auslander 正则 、Cohen-Macaulay HJ? 这 个 问题 的 解决 将 对 
人 们 进一步 理解 量子 (GEXH) 射影 空间 起 到 非常 重要 的 作用 . 
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Smashing 子 范 畴 上 的 公开 问题 


An Open Problem on Smashing Subcategories 


ET 是 一 个 对 上 积 封 闭 的 三 角 范 畴 ,SS 是 其 三 角子 范畴 . SOT PER 
封闭 , 则 称 S 为 局 部 化 子 范畴 . 徊 对 局 部 化 子 范畴 S, RART ST RAF 
Bi, 则 称 S 为 严格 的 局 部 化 子 范畴 (也 称 为 Bousfield FR). 进一步 ， 若 该 右 
伴随 保持 上 积 , 则 称 S 为 smashing TR. T PHZ X 称 为 紧 对 象 , WRAT 
Homz(X,—):7 — Z-Mod 保持 上 积 ; T 称 为 紧 生 成 的 , 如 果 存 在 紧 对 象 的 一 个 集 
f I 使 得 T 的 包含 了 且 对 上 积 封闭 的 最 小 的 三 角子 范畴 恰好 就 是 T. 

wT PREM =A, 则 T 中 所 有 由 紧 对 象 生成 的 子 范畴 都 是 smashing 
子 范畴 . 人 们 曾经 猜想 这 一 结论 的 逆 命 题 也 是 正确 的 , BU. 紧 生 成 三 角 范 畴 T 上 所 
有 的 smashing 子 范畴 都 是 由 一 些 紧 对 象 生 成 的 站 . 对 三 角 范 畴 T,X: T 上 所 有 的 
smashing 子 范畴 都 是 紧 生 成 的 , MER T 满足 smashing 猜想 . 这 一 问题 的 最 初 形 式 
由 Ravenel’) 和 Bousfield?) 在 稳定 同 伦 范畴 中 提出 . 

Neemanl9] 给 出 了 一 类 满足 该 性 质 的 三 角 范 畴 —— 交换 noetherian 环 上 的 导 
出 范畴 D(R)， 他 对 DP"(R) 中 的 thick 子 范畴 和 D(R) 中 的 局 部 化 子 范畴 以 及 
smashing 子 范畴 进行 分 类 , 从 而 推导 出 DUR) 上 所 有 的 smashing 子 范 畴 都 是 紧 生 
成 的 . 然而 不 久 , Keller! 就 找到 了 一 个 非 noetherian 的 交换 环 , 其 上 的 导出 范畴 中 
存在 不 包含 紧 对 象 的 smashing 子 范畴 . | 

虽然 Keller 的 反例 表明 D(R) 无 法 满足 smashing 猜想 , 但 是 在 人 们 熟知 的 
另 几 类 紧 生 成 三 角 范 畴 中 , 这 依然 是 公开 问题 . 在 稳定 同 伦 范畴 中 , Mahowald 和 
Miller!) 证 明了 该 猜想 在 特殊 情形 下 的 正确 性 .另外 ,对 男 一 类 紧 生成 的 三 角 范 
We 一 一 自 入 射 环 的 模范 畴 的 稳定 范畴 Mod(A), Benson, Iyengar 和 Krause 已 证 明 
该 猜想 当 A ARRAN IEA. 

这 些 结论 自然 导出 公开 问题 : 对 已 知 的 紧 生 成 三 角 范 畴 ,哪些 满足 smashing 
猜想 ? 

Krause 和 Solberg!) 对 于 自 入 射 Artin 代数 A 给 出 了 Mod(A) 满足 smashing 
猜想 的 等 价 描述 : 设 (C,F) 为 Mod(A) 中 的 cotorsion XJ. # C 和 F 都 对 filtered 
上 极限 封闭 , W C = colim(C N mod(A)). 

设 了 为 紧 生 成 的 三 角 苑 畴 , TAT 中 一 些 态 射 做 成 的 类 . 称 局 部 化 子 范畴 S 
由 工 生成 , 者 S 是 使 得 TT 中 每 一 态 射 都 经 由 S 中 对 象 分 解 的 最 小 的 局 部 化 子 范 
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We. 则 T 满足 smashing 猜想 可 等 价 叙述 为 : T 中 每 一 个 smashing 子 范畴 都 是 由 
紧 对 象 上 的 恒 等 态 射 组 成 的 集合 生成 . Krausel5l 证 明了 与 这 一 猜想 类 似 的 结果 : YE 
T 为 紧 生 成 的 三 角 范 畴 , 则 上 所 有 的 smashing 子 范畴 都 是 由 一 些 紧 对 象 之 间 的 
态 射 组 成 的 集合 生成 的 . 若 把 范畴 看 成 是 环 的 推广 , 则 该 猜想 与 经 典 环 论 中 寻找 戎 
等 理想 的 贤 等 生成 元 的 问题 密切 相关 . 近年 来 , 对 于 这 一 公开 问题 的 研究 已 极 大 地 
推动 了 三 角 范 畴 的 发 展 . 


[3] 


[4] 
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巴 斯 - 281€ (Bass-Quillen) 猜想 


Bass-Quillen Conjecture 


巴 斯 - 奎 伦 猜 想 源 于 著名 的 塞 尔 猜 想 . 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ，R[z1, zz，. 
r4] 表示 R 上 的 元 多 项 式 环 . 1955 F, 法 国 数学 家 塞 尔 (J. P. Serre) 提出 了 
这 样 一 个 问题 : 如 果 K 是 域 , K[zi, x2,… ,zn] 上 的 有 限 生成 投射 模 是 否 一 定 是 自 
由 模 ? 

初 看 起 来 , 此 问题 似乎 不 难 . 因为 n = 1 Bf, Ki) 是 主 理想 整 环 , 所 以 Kle] 上 
的 投射 模 都 是 自由 模 . 对 于 ”> 1 的 情形 , 尽管 经 过 许多 数学 家 的 努力 , 直到 1976 
年 此 问题 才 由 美国 数学 家 奎 伦 (D. Quillen)” 与 前 苏联 数学 家 苏 斯 林 (A. Suslin)l8 
几乎 同时 解决 . 他 们 用 不 同 的 方法 独立 地 证 明了 : Klr, 7x2,… ,za] 上 的 有 限 生 成 
投射 模 都 是 自由 模 . 

在 解决 塞 尔 猜想 的 过 程 中 , “扩张 ”的 概念 起 了 关键 性 的 作用 . X M 是 一 个 
R|z1, £2, ,z4]- 模 , 如 果 存 在 一 个 R- BE Mo 使 得 M & R[zi,z2,--- , £n] BR Mo, 
MEK M 可 由 R- 模 扩张 得 到 . 利用 扩张 的 语言 , 塞 尔 猜 想 等 价 于 : K [zx1, 22,04] 
上 的 有 限 生成 投射 模 均 可 由 K- 空间 扩张 得 到 . 

巴 斯 - 牵 伦 猜想 wR R 是 诺 特 (Noether) 正则 环 , M) R[zi, z2,… , 24] 上 的 
有 限 生成 投射 模 可 由 R- 模 扩张 得 到 (其 中 正则 环 是 指 每 个 有 限 生 成 模 的 投射 维 数 
都 有 限 的 环 ). 

巴 斯 - 奎 伦 猜 想 也 等 价 于 : WR R 是 诺 特 正则 局 部 环 , M Ric] 上 的 有 限 生成 
投射 模 都 是 自由 模 (其 中 局 部 环 是 指 有 唯一 极 大 理想 的 环 ). 

巴 斯 - 奎 伦 猜 想 是 塞 尔 猜 想 的 自然 延伸 ， 自 从 1976 年 塞 尔 猜 想 解决 之 后 , E 
斯 - 奎 伦 猜 想 成 了 同调 代数 、 代 数 K- 理论 以 及 环 论 等 方向 共同 关注 的 一 个 热点 问 
EL. 正 像 塞 尔 猜想 推动 了 代数 K- 理论 的 发 展 一 样 , 巴 斯 - 奎 伦 猜想 无 疑 会 对 代数 学 
及 相关 学 科 产 生 重 要 影响 . 该 猜想 至 今 仍 未 解决 , 主要 进展 可 参阅 文献 [3]. 例如 ， 
i R = K|[z1, z2, za] ÆR K 上 4 个 未 定 元 的 形式 罕 级 数 环 (其 中 d HES 
数 ), W RIz] 上 的 有 限 生成 投射 模 都 是 自由 模 . 这 是 有 关 巴 斯 - 奎 伦 猜 想 的 第 一 个 
重要 结果 . 又 如 , 巴 斯 - 奎 伦 猜 想 在 Dedekind 环 上 成 立 (其 中 的 Dedekind 环 是 指 每 
个 理想 都 是 投射 模 的 整 环 ), 该 结果 由 奎 伦 和 苏 斯 林 独 立 证 明 ; 车 诺 特 正则 局 部 环 R 
的 Krull 维 数 < 2, 或 者 R 的 Krull 维 数 等 于 3 但 R 的 特征 不 是 2 或 3, WEE 
伦 猜 想 成 立 , 另外 , 非 正 则 或 非 诺 特 情形 下 的 巴 斯 - 奎 伦 猜 想 受 到 很 多 学 者 的 重视 . 
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例如 , 巴 斯 - 奎 伦 猜想 在 Prüfer 环 上 也 成 立 (这 里 的 Prüfer 环 是 指 每 个 有 限 生成 理 
想 都 是 投射 模 的 整 环 ). 
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非 半 单 Brauer 代数 的 表示 理论 


The Representation Theory for Non-semisimple Brauer Algebras 


20 世纪 初 , I. Schur 在 文献 [7] 中 研究 了 一 般 线 性 群 GLn(C) 的 多 项 式 表示 . 38 
过 建立 Schur-Weyl XHB, Schur 把 GZn(C) 的 7+ 次 齐 次 多 项 式 表 示范 畴 和 对 称 群 
6, 的 表示 范畴 联系 起 来 . | 

1937 年 , R. Brauer 在 文献 [1] 中 , 利用 生成 元 和 关系 式 , 定义 了 一 类 有 限 维 结 
合 代数 B.(0), 以 替换 Schur 工作 中 的 对 称 群 . 这 类 结合 代数 被 称 为 Brauer 代数 或 
Brauer 中 心 化 代数 , 它们 在 辛 群 Spa, (C) 和 正 交 群 O4(C) 的 表示 理论 中 起 着 关键 
作用 . 

研究 复数 域 上 的 Brauer 代数 的 结构 与 表示 理论 已 有 很 长 历史 . 由 于 Brauer 代 
数 不 是 对 称 代数 , 它 的 结构 与 表示 理论 十 分 复杂 . 在 文献 [9] F, H. Weyl 研究 了 参 
数 是 正 整数 的 Brauer 代数 . Weyl 证 明了 B,(6) 是 半 单 代数 , 如 果 参 数 5 >r. 此 
时 , B.(6) 的 结构 不 依赖 于 参数 5. 当 1 < 5 < 7 一 1 时 , B8) 是 一 个 非 半 单 代数 . 
此 时 , 研究 B.(0) 的 半 单 商 是 一 个 十 分 困难 的 问题 . 

在 20 世纪 80 年 代 , P. Hanlon 和 D. Wales 猜测 : 参数 不 是 整数 的 复数 域 上 的 
Brauer 代数 一 定 是 半 单 代数 . 这 个 猜测 被 H. Wenzl UER SI. 2004 年 , HALE! 给 
出 了 一 般 域 上 的 Brauer 代数 是 半 单 代数 的 充 要 条 件 , 从 而 对 完全 可 约 的 B.(6)- 模 
范畴 有 了 一 个 清晰 地 认识 . 

当 B,(6) 非 半 单 时 , J. Graham 和 G. Lehrer 给 出 了 一 般 域 上 的 B, (6) 的 不 可 
ARRIR. 尚未 解决 的 关键 问题 是 研究 B.(6) 的 半 单 商 . 这 个 问题 等 价 于 给 出 
Brauer 代数 的 不 可 约 表 示 的 维 数 公 式 . 相关 的 问题 有 模 分 歧 法 则 、 不 可 约 表 示 在 
胞 腔 表 示 中 的 重 数 等 ， 当 域 的 特征 整除 n! 时 , 由 于 B.(0) 的 表示 理论 包含 对 称 群 
的 表示 理论 , 这 使 得 B. (0) 的 结构 与 表示 的 性 质 更 难 被 理解 . 

近年 来 , 在 Brauer 代数 的 块 理论 等 方面 取得 了 进展 24, 这 有 助 于 理解 Brauer 
代数 的 结构 与 表示 . 另 一 方面 , Dipper, Doty AIRE 在 正 特征 域 上 的 Brauer fX 
数 的 Schur-Weyl 对 偶 方 面 取 得 了 进展 . 目前 , 我 们 离 完全 理解 非 半 单 的 Brauer fX 
数 的 结构 与 表示 还 十 分 遥远 , 仍然 需要 做 大 量 而 困难 的 研究 工作 . 
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非 交 换 曲 面 的 分 类 


Artin's Program on The Classification of Noncommutative Surfaces 


Artin 意义 下 的 非 交 换 射影 几何 的 出 发 点 是 基于 交换 代数 几何 中 的 Serre 定理 : 
OX 是 射影 概 形 , 则 X 上 的 凝聚 模 层 全 体 构成 的 范畴 coh X 等 价 于 商 范畴 qgrB, 
这 里 B = Pryl (X, L) 是 一 个 交换 分 次 代数 , C 是 X 上 的 一 个 丰富 线 从 , qgrB 
是 有 限 生 成 分 次 B- 模范 畴 模 去 找 子 模 全 体 所 得 的 商 范畴 . 在 非 交 换 的 情形 , 我 们 
事先 没有 (恰当 的 ) 空间 X 的 概念 , 当然 也 就 没有 coh X. 然而 , 给 定 一 个 非 交 换 
分 次 代数 A, 我 们 仍 有 商 范 畴 qgr4. 男 一 方面 , 给 定 一 个 k- 线性 Abel 范畴 C. — 
个 对 象 Occ 及 C 的 一 个 自 等 价 o, 存在 一 个 相应 的 , 如 Serre 定理 中 的 非 交换 版 
本 的 齐 次 坐标 环 B. 在 适当 的 条 件 下 , 利用 这 个 构造 , 从 范畴 qgr4 出 发 可 以 找 回 
A( 可 能 在 有 限 个 分 次 部 分 有 差别 ) 出 . 这 样 我 们 就 有 一 个 代数 现象 和 几何 现象 之 间 
双向 解释 的 手段 . qgr4 被 称 为 非 交 换 射 影 概 形 , 常 记 为 proj 4. 而 A HEA proj 
A HABER, 3 A 是 正则 代数 时 (Artin-Schelter 意义 下 ), proj A 被 理解 为 量子 
( 非 交 换 ) 射影 空间 . 

粗略 地 说 , 非 交 换 射 影 曲 线 或 曲面 对 应 的 坐标 环 是 具有 二 次 或 三 次 增长 的 连 
通 分 次 代数 . 可 以 说 非 交 换 射 影 曲 线 (或 具有 二 次 增长 的 连通 分 次 代数 ) 的 分 类 已 
经 完成 由. 非 交 换 曲 面 的 分 类 是 非常 自然 且 重 要 的 问题 . 在 20 世纪 八 、 九 十 年 代 ， 
Artin, Schelter, Tate 和 Van den Bergh ^?! 完成 了 对 量子 ( 非 交 换 )P? 的 研究 . 之 后 ， 
Artin 率先 开始 研究 一 般 的 非 交 换 曲 面 , 并 计划 对 非 交 换 曲 面 proj A 完全 分 类 , 这 
里 4 是 满足 一 些 同调 假设 的 Gelfand-Kirillov 维 数 为 3 的 连通 分 次 诺 特 整 环 . 2001 
年 Stafford 与 Van den Bergh 发 表 了 一 篇 关于 非 交 换 曲 线 和 曲面 的 综述 文章 ;5, 作 
了 系统 的 总 结 . 其 中 对 非 交 换 曲 面 的 极 小 模型 作 了 详细 描述 , 也 包括 Van den Bergh 
的 非 交 换 Blowing-up 与 Blowing-down!"， 如 同 在 交换 曲面 的 分 类 中 一 样 , 这 些 也 
将 是 非 交 换 曲 面 分 类 中 非常 有 用 的 工具 . Artin 猜想 从 非 交 换 曲 面 产生 的 超越 次 数 
为 2 的 可 除 代数 必 是 PI( 满 足 多 项 式 恒等式 ) 的 、ruled( 直 纹 ) 的 以 及 Sklyanin 的 这 
三 者 之 一 , 即 与 已 经 知道 的 非 交 换 曲 面 双 有 理 等 价 . 近年 , Chan, Ingalls 和 Kulkarni 
对 PI 的 情况 做 了 很 多 工作 >11; Artin 和 de Jong 也 有 重要 工作 (手稿 ) 对 非 PI 
的 情况 , Keeler, Rogalski 和 Stafford? 研究 了 一 些 与 交换 情形 有 本 质 不 同 的 非 
交换 曲面 . 非 交 换 曲 面 分 类 工作 的 深入 开展 有 力 地 促进 了 非 交 换代 数 和 非 交 换 几 
何 的 发 展 . 关于 非 交 换 曲 面 的 分 类 , 虽然 已 有 很 多 的 研究 , 但 距离 完全 解决 还 有 很 
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长 的 一 段 路 . 


[1] 


[2] 


[3] 


[4] 
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关于 码 交 换 等 价 于 前 缀 码 的 猜测 


On The Conjecture for Every Code to Be Commutatively 
Equivalent to A Prefix Code 


编码 与 信息 理论 的 研究 可 以 追溯 到 C.E.Shannon 在 1948 年 的 创新 性 工作 , 后 
来 这 一 研究 被 开发 到 两 个 独立 的 方向 , 其 一 就 是 M.P.Schutzenberger 于 1955 年 开 
创 的 “ 变 长 度 (代数 ) 码 理论 ”的 研究 ( 见 文 献 [1]), CPR FRE. (FR) F 
的 组 合 ” 以 及 “理论 计算 机 科学 ”. 我 们 要 介绍 的 关于 变 长 度 码 的 这 一 猜测 ( 即 下 面 
的 猜测 1, 1977 年 提出 ) (多 文献 [2]), 在 正则 的 情形 , 是 J.Brzozowski 于 1979 年 所 
提出 的 关于 正则 语言 的 六 大 著名 的 公开 问题 之 一 ( 见 文献 [3]). 

4 X 是 一 有 限 集 , X* 是 由 X ERB AACR. 称 X* 的 元 素 (FR) AX 
上 的 GERE) F (语言 ); 称 自由 么 半 群 X* 的 么 元 1 为 x 上 的 空 字 ; 称 x 上 一 非 
空 语言 C 为 关上 一 (代数 ) 码 , 如 果 


Voi Tos Em Vi Vo Yn € C, 


T1T2'''Em = Y1Y2' Un oT —mn, Ti = Vi, 1—1,2,---,m; 
BX 上 一 含 于 X+ = X*\{1} 的 非 空 语言 PAX 上 一 前 缓 码 , 如 果 
人 


显然 , 前 级 码 是 一 类 特殊 的 码 . 关于 X 上 任 一 字 zx 和 XX 的 任 一 元 素 a, 用 z/a 表 
示 a TE z 中 出 现 的 次 数 . 称 X 上 两 个 字 z,y 是 交换 等 价 的 , WA ce y, 如 果 


Vac X, rz/a = y/a; 
称 x 上 两 个 语言 4, B 是 交换 等 价 的 , 记 为 Az B, 如 果 存 在 双 射 o: A 一 B 使 得 
Ver EA, ro(7). 


猜测 1 AREA)? ACR ST ATES. 

事实 1 由 ”上 述 猜 测 是 错 的 . 

该 事实 所 用 的 反例 不 但 是 正则 的 , 而 且 是 有 限 的 , 因此 , 在 参考 文献 [3] 中 提 到 
的 该 猜测 于 正则 的 情形 也 被 推翻 . 
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许多 学 者 , 在 事实 1 获得 之 前 , 或 者 在 获知 事实 1 之 前 , 得 到 了 一 系列 阶段 性 
RR, 其 中 , 除了 关于 猜测 1 在 若干 特殊 情形 的 正面 回答 , 还 有 我 们 关于 猜测 1 的 
两 个 等 价 的 陈述 . 

事实 25 下列 诸 款 等 价 : 

(i) 码 交 换 等 价 于 前 缀 码 ; 

(ii) 单 码 交 换 等 价 于 前 缀 码 ; 

(iii) n 元 集合 X 上 的 单 码 C 的 特征 序列 K31(C),--- , Kn(C) 满足 下 列 不 等 式 : 


Y^ Ki(C)(n — i)! € n, 
i=1 


HF, K (C 表示 COX 含 元 素 的 个 数 . 所 谓 单 码 , 是 指 满足 下 列 条 件 的 码 C: 
VvrceC,Vac X, m/ak |l. 


有 限 极 大 意义 上 的 各 种 码 是 最 具 应 用 价值 的 , 基于 事实 1, 文献 [6] 又 陈述 了 下 

猜测 2 (有 限 极 大 意义 上 的 交换 等 价 猜测 )l6 ”有限 极 大 码 交 换 等 价 于 有 限 极 
大 前 缀 码 . 

鉴于 事实 2, 我 们 有 

问题 ”关于 猜测 2, 能 否 建立 类 似 于 事实 2 的 等 价 陈述 ? 
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关于 半 群 上 一 类 重要 同 余 的 一 个 系列 推广 模式 


A Model of Systematic Generalizations for An Important 


Kind of Congruences on Semigroups 


由 理想 确定 的 Rees 同 余 和 由 子 集 确定 的 主 同 余 是 半 群 上 的 两 类 重要 同 余 . 我 
们 这 里 涉及 的 是 后 者 的 一 个 系列 推广 模式 . 我 们 从 H.Prodinger 于 1980 年 就 “有 
限 生成 目 由 么 半 群 ”提出 的 关于 半 群 上 主 右 同 余 的 一 个 推广 思路 开始 . 

4 S 是 一 半 群 , T C S. 则 S 上 下 述 二 元 关系 P(T)(R(T)) 是 S 上 一 同 余 (A 
同 余 ), KAS bp T 确定 的 主 同 余 ( 主 右 同 余 ): 关于 任意 nyc, 


zP(T)y o Fr(z,y) = S! x S! (zR(T)y o Gr(z, y) = S^), 


其 中 ， 
Fr(z, y) = {(u,v) E€ S x Stluzv ET o uyv € Th 
(Gr(z,y) = {u € S!|ru € T ^ yu € T}). 


称 了 是 正则 的 , WR R(T) 在 S 上 指数 有 限 . 称 51 的 子 集 族 工 为 S 上 一 左 除 性 
RF ( 左 除 性 半 滤 子 ), 如 果 它 们 满足 下 面 的 左 四 条 ( 右 三 条 ): 


(i), S! €L, (i), S! cL, 

(i), A, BeL—5 AABEL, (i), A,BeL— A«BcL, 
(i), ACL,ACBOBEL, (ii), AEL, ze $1 GO D,A€L. 
(iv) AeL,zeS! — D,A EL. 


其 中 , D,A = {ze S zr A}, Ax B 是 A5 B 的 对 称 差 的 补 , 即 
AxB=[(AN B°)U(ASN B). 


TA, 左 除 性 滤 子 是 左 除 性 半 滤 子 . 
定义 10 令 5 是 一 半 群 , TC S,L 是 S 上 一 左 除 性 半 滤 子 . 定义 R(T,L) 
是 S 上 下 述 二 元 关系 : 关于 任意 x,y € S, 


zR(T,L)y eo Gr(z,y) EL. 


我 们 有 下 面 的 几 个 显然 的 事实 ; 
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(1) R(T,L) 是 S 上 一 右 同 余 ; 

(2) (S!) 是 一 左 除 性 滤 子 , R(T) = R(T, {51}). 因此 , 关于 任意 左 除 性 半 滤 子 
L, R(T,L) 是 R(T) 的 加 粗 ，; 

(3) Co = {4 C SHA 有 限 } 是 S! 上 一 个 滤 子 , 称 为 “ 余 有 限 ” 滤 子 . 一 般 情 
况 下 , Cs = {A € SHA 有限 } 不 一 定 是 一 左 除 性 滤 子 . 例如 , 当 S 是 一 含 零 元 0 
的 无 限 半 群 时 , A = SHO 是 “ 余 有 限 ” 的 , fH DoA = {x € S!|0z € A) ETR, 当 
AA “RAR”. 

记号 1 $ 5 是 一 半 群 . 记 S! 上 的 左 除 性 滤 子 (FWT) 的 全 体 为 LDF: 
(LDSF 51), XT4£X L € LDSFa:;, id Ri = {T C SHR(T, L) 的 指数 有 限 }. 

问题 1] S X 是 一 有 限 集 , X* 是 X 生成 的 自由 么 半 群 ( 称 X* 的 子 集 为 
X 上 的 语言 ), W Cx. € LDFx-. A Rix. = Rop? (等 号 左边 是 正则 语言 类 ). 

下 面 的 事实 1 从 正面 回答 了 问题 1, 它 的 证 明 使 用 的 是 由 自由 群 ( 见 文 献 [2]) 
里 移植 过 来 的 所 谓 Schreier 方法 . 

事实 18 ^ Ru. = Roy.. 

事实 1 实际 上 是 用 “ 余 有 限 ” 左 除 性 半 滤 子 Cx. 给 出 了 正则 语言 类 的 一 个 新 
刻画 . 于 是 下 面 的 问题 是 自然 的 . 

问题 2 寻找 另外 的 Le LDFx. (LDSFx-), 使 得 Rix} = Ri. 

更 一 般 的 , 我 们 有 

问题 3” 令 Li,L2 € LDFx-(LDSFx-). 给 出 Ru = R: 的 一 个 充分 必要 条 
件 . 

问题 4 ”在 一 般 半 群 S 中 开展 问题 1, 2, 3 的 研究 . 

现在 , 我 们 把 注意 力 由 主 右 同 余 转移 到 主 同 余 . 考虑 SxS) 上 的 除 性 滤 子 ( 半 
BF), 它 是 满足 条 件 i, i, iii, ivi, ive [i’, ii’, ivi, ive] 的 S1 x S! 的 子 集 族 , 其 中 


(ivi) AeL,zeS! 2D,Ae€L, (ive) AEL, z€ S14, DAEL, 


其 中 , ,DA = {(z,v) € S! x S}|\(xz,v) € A}, D,A={(u,z) € S! x S}|(u, zz) € A}. 
记号 2 HDF[DSF| 表示 S! x S! 上 所 有 除 性 滤 子 ( 除 性 半 滤 子 ) 的 集合 . X 
于 任意 Le DF(DSF), 记 Rr = {T C S! | P(T,L) 的 指数 有 限 }, 其 中 , 关于 任意 


z,ye S}, 


zP(T,L)y = Frp(z,y) EL. 


问题 5 ”就 如 上 定义 的 除 性 滤 子 (FWT) 在 自由 半 群 和 一 般 半 群 中 分 别 开 展 
问题 1, 2, 3 的 研究 . 


[1] 


[2] 
[3] 


[4] 
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关于 有 限 码 具 有 有 限 完备 化 的 判定 问题 


The Decision Problem for A Finite Code Having 
A Finite Completion 


在 M.P.Schutzenberger 于 1955 开创 的 “ 变 长 度 码 理论 ” PU 除了 “和 码 交换 等 
价 于 前 缀 码 ” 的 猜测 及 其 局 限于 “有 限 极 大 ”情形 的 猜测 外 ( 见 文献 [2]、[3], 也 可 
参看 我 们 平行 于 这 里 的 一 个 有 关 的 专门 介绍 ), 另 一 个 主要 的 公开 问题 就 是 “有限 
码 具 有 有 限 完备 化 的 判定 问题 ”. 这 一 问题 的 背景 是 , 许多 有 关 “ 编 码 过 程 优 化 ”的 
问题 都 涉及 码 的 一 些 极端 性 质 , 诸如 “ 极 大 性 ”,“ 完 备 性 ”等 ; 另外 , 这 一 问题 与 “有 
限 极 大 码 交 换 等 价 于 有 限 极 大 前 缀 码 ” 的 猜测 站 也 有 密切 的 联系 . 

S X 是 一 有 限 集 ，X* 是 由 X ERIN BASH. 称 X* 的 元 素 (FR) 为 
X 上 的 ( 半 群 ) 字 (语言 ); 称 自 由 么 半 群 X 的 么 元 1 为 和 上 的 空 字 ; 称 X 上 一 非 
空 语 言 C 为 X 上 一 (代数 ) 码 , 如 果 


VZ1;Z2 mW Yn € C, 
2122-::Zm 三 Wan MmM=n, Ti=Y, 1=1,2,.……m; 
BX 上 一 含 于 Xt = X*\{1} 的 非 空 语言 PAX 上 一 前 级 码 , 如 果 
Vau EP, Vex", y=rz>z=l. 


BABE gU Rp ANUS, 显然 , 前 、 后 缀 码 都 是 特殊 的 码 . 关于 X 上 任 一 字 zx 
M x 的 任 一 元 素 a, 用 z/a 表示 a XE z 中 出 现 的 次 数 . 称 X 上 两 个 字 zx,v 是 交换 


等 价 的 , WA ray, WR 
Vac X, Zz/a=y/a. 


称 X 上 两 个 语言 4, B 是 交换 等 价 的 , WA AB, 如 果 存 在 双 射 o : Ao B 使 得 
VrcA, mrmo(). 
BX 上 一 人 码 C 是 完备 的 , WR 
Vw € X*, X*wX*NC* z 9. 
称 X 上 一 有 限 码 C 具有 有 限 完备 化 , 如 果 它 能 被 嵌入 一 有 限 完 备 码 . 称 X* 上 一 
语言 也 是 正则 的 , WR X* 上 下 述 等 价 关 系 ~z 的 指数 有 限 : 关于 任意 z,y E X*, 


retry € Vu,v EX’, urve Le uy € L. 


关于 有 限 码 具有 有 限 完备 化 的 判定 问题 . 65 - 


显然 , 有 限 码 是 正则 码 . 

下 面 的 事实 指出 , 在 一 定 条 件 下 , 码 的 极 大 性 和 完备 性 是 一 致 的 . 

事实 EN (特别 地 , 有 限 码 ) 是 完备 的 当 且 仅 当 它 是 极 大 的 ， 

例 B.4 

(1) 任何 有 限 前 级 (GA) 码 都 具有 有 限 前 级 Un 28) 完备 化 ; 

(2) {a,b} 上 的 有 限 码 (aa, ba) 具有 有 限 完 备 化 ; 

(3) {a,b} 上 的 有 限 码 {aaaaa, aab, ba, b) 不 具有 有 限 完 备 化 . 

推翻 “ 码 交 换 等 价 于 前 级 码 ” 猜 测 的 那个 韭 极 大 有 限 码 的 反例 是 {a,b} 上 的 有 
BRAS (9.5 


C = b{1,a,a", a’, al^ U (a?, a9) b(1, a”, a*, a$) Ua" b(1,a, a7}. 


问题 19 ”上 面 的 有 限 码 C 具有 有 限 完备 化 ( 据 事 实 1, 即 有 限 极 大 化 ) n3? 

这 一 问题 与 “有 限 极 大 码 交 换 等 价 于 有 限 极 大 前 缀 码 ” 的 猜测 的 联系 在 于 , 如 
果 问 题 1 的 回答 是 正面 的 , 那么 “有 限 极 大 码 交 换 等 价 于 有 限 极 大 前 级 码 ” 的 猜测 
就 是 错 的 . 

问题 2 中 ”有限 码 具有 有 限 完备 化 是 可 判定 的 吗 ? 
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关于 正则 半 群 的 两 个 其 入 问题 


Two Embedding Problems for Regular Semigroups 


正则 半 群 是 半 群 代数 理论 的 主流 研究 领域 , 从 若干 “( 某 种 意义 上 ) 更 靠近 群 ” 
的 正则 半 群 EWER, 完全 正则 半 群 等 ) 的 研究 入 手 开发 正则 半 群 的 研究 是 当 
然 的 趋势 . 下 面 的 两 个 问题 是 遵循 这 一 趋势 于 2002 年 被 提出 来 的 . 

4 S 是 一 半 群 , a e S. Sx S 是 一 么 半 群 , WR S 含 恒 等 元 ; 称 a 是 5 的 一 个 
正则 元 , WR S 的 子 集 V(a) EF, 其 中 , V(a) = (x € 5Slaza = a, zaz = z}, V (a) 
中 的 元 素 称 为 a BÉ C; 称 S 是 一 正则 (35) 半 群 , 如 果 关 于 任意 a € 5S,V(a) EF 
(V(a) 是 一 单元 集 ). S 的 所 有 笑 等 元 形成 的 子 集 用 E(S) 表示 . 称 E(S) 是 一 带 , 如 
果 E(S) 是 S 的 一 个 子 半 群 ; 称 5 是 一 纯正 半 群 , 如 果 ES) 是 一 带 ; 称 带 E(S) 是 
一 半 格 (RRS). EM. 正规 带 、 半 正规 带 , 如 果 它 们 分 别 满足 


Ve,f € E(S), ef = fe; 

Ve, f,g € E(S), efege=efge; 
Ve,f,g € E(S), efge- egfe; 

Ve € E(S), eE(S)e 是 正则 带 . 


众所周知 , WEAR E(S) 为 半 格 的 半 群 , 因此 逆 半 群 是 纯正 的 ; 称 5 BUSES: 
等 元 f 是 本 原 的 , 如 果 关 于 任意 非 零 宽 等 元 e, ef = fece e f. 
一 正则 半 群 称 为 完全 单 的 , 如 果 它 不 仿真 理想 , MAA AEC; 称 半 群 
S 是 局 部 逆 的 , 如 果 关于 任意 寡 等 元 e, eSe RMT ER, 称 正则 半 群 5 是 弱 E- P8 
的 , 如 果 
Vec E($), Vae S, exa-acEY(S). 


其 中 ,“<” 是 正则 半 群 S$ 上 的 自然 偏 序 , 定义 如 下 : 关于 任意 abe S, 
axbedefcE(S, a=eb= bf. 


称 一 正则 半 群 S 是 局 部 ~ 纯正 的 , 如 果 关 于 任意 ee E(S), eSe 是 以 E(eSe) XE 
则 带 的 纯正 (A) 半 群 . 称 半 群 S IFR T HEIS o 是 帘 等 元 分 离 的 , WR 


ve,f E E(S), d(e)=d(f) Ge- f. 


关于 正则 半 群 的 两 个 拒 入 问题 - 67 - 


事实 113 每 一 弱 E- 西 局 部 道 半 群 可 嵌入 一 “正规 带 经 由 完全 单 半 群 ” 的 
半 直 积 . 

问题 17 是否 每 一 弱 E- 酉 局 部 +- 纯正 半 群 可 骨 入 一 “ 半 正 规 带 经 由 完全 
单 半 群 ”的 半 直 积 ? 

事实 22~5 ”每 一 首 半 群 可 嵌入 一 “ 半 格 经 由 群 ” 的 半 直 积 的 寡 等 元 分 离 同 态 
&. 

问题 22] ”推广 事实 2 到 正则 半 群 的 一 个 尽量 大 的 子 类 中 . 
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广义 倾斜 模 中 的 两 个 猜想 


Two Conjectures in Generalized Tilting Modules 


倾斜 理论 可 追溯 到 Bernstein-Gelfand-Ponomarev, 经 过 Auslander-Platzeck- 
Reiten, Brenner-Butler, Happel-Ringel 等 数学 家 的 工作 , 它 在 代数 表示 、 群 表示 、 
导出 范畴 、 代数 群 、 量 子 群 、 从 (cluster) 代数 等 领域 得 到 广泛 应 用 . 特别 地 , Happel 
证 明 Artin 代数 与 其 倾斜 模 的 自 同 态 代数 导出 等 价 ; Rickard 引入 倾斜 复 形 并 给 出 
导出 范畴 的 Morita 理论 . 相关 经 典 结 果 、 最 新 进展 和 文献 , 可 参看 文献 [8]. 

设 4 为 域 上 的 有 限 维 代数 . 有 限 维 4- 模 了 称 为 广义 倾斜 模 (generalized tilting 
module)’, 如 果 (i) proj.dim4T = r,r < oo; (ii) Ext4(T, T) = 0, Vi > 0; (iii) 存在 
正 合 列 0 一 44 To — T1 >- + Tm 0, f£ T; € add(T), 其 中 add(T) 表示 
T 的 有 限 直 和 的 所 有 直 和 项 . 现在 通常 将 广义 倾斜 模 简称 为 倾斜 模 . 若 模 M 仅 满 
足 条 件 人 和 (ii), 则 称 M 为 部 分 倾斜 模 (partial tilting module). 车 在 上 述 定 义 中 
r=m=1, 则 称 了 为 经 典 倾斜 模 、M 为 经 典 部 分 倾斜 模 . 倾斜 理论 是 从 经 典 情形 
发 展 出 来 的 后 . 

用 6(M) 表示 有 限 维 A- ES M 的 互 不 同 构 的 不 可 分 解 直 和 项 的 个 数 . 记 n = 
(A), n 也 是 互 不 同 构 的 有 限 维 单 A- 模 的 个 数 . 熟知 , 对 倾斜 模 了 总 有 6(T) = m; 
而 对 部 分 倾斜 模 M 总 有 O(M) < n. 称 满足 等 式 6(M) = n 一 1 的 部 分 倾斜 模 M 
为 几乎 完备 倾斜 模 (almost complete tilting module). 对 于 部 分 倾斜 模 M, 者 存在 
满足 add(X) Nadd(M) = 0 的 A- $ X, 使 得 M a X 为 倾斜 模 , MZ X XMK 
倾斜 补 . 以 下 是 倾斜 模 理论 中 的 两 个 主要 猜想 . 

倾斜 模 猜 想 1 ”如 果 部 分 倾斜 模 M 满足 5(M) = n, W M 是 倾斜 模 . 

倾斜 模 猜想 2 ”几乎 完备 倾斜 模 在 同 构 的 意义 下 最 多 只 有 有 限 多 个 不 可 分 解 
倾斜 补 . 

如 果 部 分 倾斜 模 均 有 倾斜 补 ， 则 猜想 1 自然 成 立 ， 经 典 部 分 倾斜 模 都 有 倾斜 
Ap P1: 对 于 有 限 表示 型 代数 , 部 分 倾斜 模 必 定 有 倾斜 补 20. 然而 , 对 任意 有 限 维 代 
数 , 部 分 倾斜 模 未 必 总 有 倾斜 补 n9. 当然 这 并 不 意味 猜想 1 不 成 立 , 但 说 明 试 图 通 
过 寻找 倾斜 补 来 证 明 猜 想 1 并 非 总 行 得 通 . 文献 [1] 指出 : 者 部 分 倾斜 模 M. 的 垂 
直 范 畴 M+ 是 反 变 有 限 的 , 则 M 有 倾斜 补 ; 文献 [6] 指出 这 一 结果 的 逆 命题 不 成 
立 ; PEF M 是 几乎 完备 倾斜 模 , 则 M 的 倾斜 补 存在 当 且 仅 当 M+ 反 变 有 限 . 

另 一 方面 , 文献 [5] 证 明了 : 经 典 的 几乎 完备 倾斜 模 M 的 倾斜 补 的 个 数 在 同 


广义 倾斜 模 中 的 两 个 猜想 - 69 . 


构 意 义 下 最 多 为 2; 而 M 的 倾斜 补 唯一 当 且 仅 当 M 不 为 忠实 模 . 这 一 结果 也 促成 
了 猜想 2 的 提出 . 文献 [3] 证 明了 : 当 全 子 范畴 C = (X € modA | Exta(X,M) = 
0 Vi > 0, proj.dimAX < oc] 反 变 有 限时 , 猜想 2 成 立 ; 同时 也 证 明了 : 考 有 限 维 数 
猜想 (Finitistic dimension conjecture) 成 立 , 则 猜想 2 成 立 . 而 文献 [7] 指出 , 若 猜 
想 2 成 立 则 广义 Nakayama 猜想 (Generalized Nakayama Conjecture) 成 立 : 即 每 个 
不 可 分 解 内 射 A- 模 必 为 代数 4 的 极 小 内 射 分 解 中 某 一 项 的 直 和 项 . 


综 上 所 述 , 这 两 个 猜想 非常 有 趣 且 具 挑 战 性 , 同时 也 与 表示 论 和 同调 代数 中 其 


他 问题 密切 相关 . 目前 处 理 它们 的 主要 工具 是 反 变 有 限 子 范畴 , 如 何 发 展 新 的 工具 
来 解决 它们 以 及 深入 探讨 它们 与 其 他 同调 猜想 的 之 间 的 联系 , 是 代数 学 家 关注 的 一 
个 课题 . 
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考 克 斯 特 群 的 胞 腔 


Cells in Coxeter Groups 


1979 ££, Kazhdan 和 Lusztig 在 考 克 斯 特 群 W 的 元 素 集合 上 定义 了 三 种 等 价 
类 : 左 胞 腔 、 右 胞 腔 和 双边 胞 腔 铅 . 当 Ww 是 Weyl 群 时 , 由 群 W 的 胞 腔 所 提供 的 
表示 (简称 胞 腔 表示 ) 对 于 刻画 半 单 李 代数 的 Verma 模 关 于 不 可 约 模 的 分 解 模式 
非常 有 用 ( 即 已 被 证 实 了 的 Kazhdan-Lusztig 猜想 ); 而 当 W 是 仿 射 Weyl BERT, f 
W 的 胞 腔 表 示 对 于 刻画 简约 代数 群 在 素 特 征 域 上 Weyl 模 关 于 不 可 约 模 的 分 解 模 
式 也 猜测 是 有 用 的 ( 即 尚 未 被 证 实 的 著名 的 Lusztig 猜想 ). TE, 对 于 每 个 考 克 斯 
特 群 W, 明显 地 刻画 其 左 、 右 和 双边 胞 腔 , 揭示 这 些 胞 腔 及 胞 腔 表 示 的 结构 性 质 就 

当 W 是 经 典型 (BU A. B. C. D 型 ) Weyl 群 时 , Barbasch, Vogan, Garfinkle 等 
人 [2,3 用 组 合 工具 刻画 了 W 的 胞 腔 . Joseph 将 Weyl HW 的 元 素 对 应 于 相应 半 单 
复 李 代数 的 普遍 包 络 代数 的 某 不 可 约 最 高 权 模 的 零 化 子 理想 . Barbasch 和 Vogan"?! 
引入 了 W 的 特殊 表示 概念 . 这 些 概念 被 用 来 等 价 地 定义 和 刻画 W 的 左 胞 腔 和 双 
边 胞 腔 . 可 构 表示 是 一 种 可 由 低 秩 子 群 的 表示 通过 诱导 算 子 递归 得 到 的 表示 , AR 
好 的 结构 性 质 . Lusztig 证 明了 : Weyl 群 的 每 个 左 胞 腔 都 提供 可 构 表 示 . 

最 具 挑 战 性 的 是 刻画 仿 射 Weyl FEW. (一 族 无 限 阶 考 克 斯 特 群 ) 的 胞 腔 . 时 俭 
益 用 组 合 方法 建立 了 仿 射 Weyl BE Wa (An-1) 的 左 胞 腔 集合 与 秩 n 的 tabloid 集合 
之 间 的 双 射 加; 他 又 和 Lusztig 一 起 建立 了 从 Walin) 的 双边 胞 腔 集合 到 数 ”的 
MARA ZAM), 一 个 自然 的 问题 是 : 其 他 经 典型 (BY B. C. D 型 ) iat 
Weyl 群 的 胞 腔 是 否 也 有 组 合 刻画 ? 这 是 迄今 未 解决 的 大 难题 . 

Lusztig 证 明了 : PAA Weyl FW. 的 双边 胞 腔 集 合 与 相应 简约 代数 群 
G 的 医 么 共 辆 类 集合 之 间 存 在 双 射 VI .我 们 对 于 代数 群 G BRE SEHR DATO 
得 很 多 , 这 告诉 我 们 关于 Wa 的 双边 胞 腔 的 许多 信息 (如 Wi 里 双边 胞 腔 的 个 数 、c- 
函数 值 、 偏 序 关 系 、 有 限 与 否 , 等 等 ). 所 以 胞 腔 理 论 里 接着 要 重点 研究 的 是 左 胞 腔 
QÈ: 左 、 右 胞 腔 的 信息 互相 等 价 ). | 

Lusztig 证 明了 : 每 个 仿 射 Weyl # W, BARAA. 他 猜测 了 关于 Wa 
里 落 在 给 定 双边 胞 腔 9 内 的 左 胞 腔 个 数 n(Q) 的 一 个 公式 , BA SURE AES 
V) 相关 的 交 上 同调 空间 维 数 的 交错 和 表示 是 .这 个 公式 至 今 仍 是 猜测 , 即使 被 
证 实 了 , 在 一 般 情形 下 也 仪 有 理论 上 的 意义 , 很 难 用 作 具 体 计算 . 但 是 在 某 些 特殊 
情形 下 , n(Q) 可 用 相应 Weyl 群 及 其 抛物 子 群 的 阶 数 的 商 来 表示 , 极 易 计算 . 
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Lusztig 证 明了 : 仿 射 Weyl # W 的 每 个 左 胞 腔 D 含有 唯一 的 独 异 对 合 元 ( 记 
作 d(D))9. 独 异 对 合 元 在 群 W, 及 其 黑 克 代数 的 表示 理论 里 扮演 重要 角色 , 具体 
地 找 出 这 些 元 素 十 分 有 意义 , 但 常 涉及 很 复杂 的 计算 . 时 俭 益 曾 提出 用 左 胞 腔 械 里 
的 最 短 元 以 简单 而 统一 的 方式 来 表示 d(T) 的 猜想 :0 , 该 猜想 在 很 多 情形 下 被 证 实 ， 
但 一 般 性 的 证 明 尚 未 找到 . 

HW, 的 元 素 集合 等 同 于 某 欧 氏 空间 里 的 室 (alcove) RA. HW. WTR K 
称 为 左 连通 , WR K 里 任何 二 个 室 都 被 K 里 一 个 室 序列 所 连接 使 得 序列 中 任何 相 
AN SISA AR. Lusztig 曾 猜 想 : 仿 射 Weyl 群 的 左 胞 腔 都 左 连通 是 . 左 连通 性 
是 左 胞 腔 的 重要 性 质 . 这 个 猜想 在 多 种 情形 下 (如 WalAn-1)) RERI, 但 在 一 般 
情形 这 仍然 仅 是 猜想 . 

对 于 不 是 有 限 型 和 仿 射 型 的 考 殉 斯 特 群 的 胞 腔 , 由 于 某 种 正 性 条 件 的 缺失 , 已 
知 结果 甚 少 . Bédard 曾 研究 过 一 个 秩 3 双 曲 型 考 克 斯 特 群 , 发 现 它 含 无 限 多 左 胞 
E. 另外 , Lusztig、 席 南华 、Bremke 等 人 还 研究 过 双 参 数 情形 下 的 广义 胞 腔 闵 .由 
于 情形 更 复杂 , 特别 是 某 种 正 性 条 件 的 缺失 , 目前 仅 有 一 些 探索 性 的 结果 . 
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满足 正规 子 群 极 小 条 件 的 可 解 群 的 
Fitting TR ENER EH? 
Is The Fitting Subgroup of A Soluble Group with Minimal 
Condition on Normal Subgroups Nilpotent? 


群 的 两 个 正规 医 零 子 群 的 乘积 一 定 是 寺 零 的 , 这 是 Fitting 证 明 的 一 个 经 典 结 
R, 由 此 导出 Fitting 子 群 的 定义 : 把 群 G 的 所 有 正规 容 零 子 群 的 乘积 称 为 G 的 
Fitting 子 群 , 记 为 FitG. FtG EAMES, 但 它 不 一 定 是 堪 零 的 . 例如 对 任意 固 
定 的 素数 p, 对 每 个 自然 数 , Tri(nA#,p) 是 p 元 域 上 主 对 角 线 元 素 全 是 1 的 n 阶 
全 体 上 三 角 和 矩阵 作成 的 乘 群 , 它 是 一 个 帘 零 类 为 n 一 1 WAR p- 群 . 把 所 有 这 些 
Trl(n,p) 的 直 积 记 为 G, 此 时 G 的 Fitting TH FitG SF G, G 25A CREE IN. 

在 有 限 群 的 场合 , Fitting TEE XEJE RE HJ, 这 是 一 个 非常 重要 的 子 群 , CE 
有 限 群 里 扮演 着 重要 的 角色 , 具有 基本 的 重要 性 , 见 文献 [1]、[2]. 对 有 限 群 G, FitG 
就 是 G 的 所 有 主因 子 的 中 心 化 子 之 交 , 于 是 FitG 在 G 的 每 个 主因 子 上 的 诱导 作 
用 都 是 平凡 的 . 循 此 Bender 对 有 限 群 引入 了 广义 Fitting TH: ARE G 的 在 每 
个 主因 子 上 诱导 出 的 自 同 构 都 是 内 自 同 构 的 元 的 集合 形成 一 个 群 , 称 为 G 的 广义 
Fitting THE. 这 个 子 群 在 有 限 单 群 分 类 里 起 了 非常 重要 的 作用 , 见 文献 [3]. 把 有 限 
群 研究 的 有 效 思 路 继承 下 来 , 加 以 发 展 , 拓 广 到 满足 某 些 有 限 性 条 件 的 可 解 群 , 这 
是 无 限 群 研究 的 基本 思路 . | 

长 期 以 来 ,人们 一 直 猜 想 满 足 子 群 极 小 条 件 的 群 一 定 是 Cernikov 群 ， 所 谓 
Cernikov 群 就 是 满足 子 群 极 小 条 件 的 Abel 和 群 被 有 限 扩张 , 它 是 最 接近 有 限 群 的 
无 限 群 类 . Olsanskii 在 文献 [4| 里 天 才 地 构造 出 Tarski AE: 每 个 真子 群 都 是 素 
数 阶 群 的 无 限 单 群 . 这 个 群 例 深刻 地 揭示 出 无 限 群 论 的 丰富 性 和 复杂 性 , 是 群 论 发 
展 的 一 个 里 程 碑 . 在 无 限 群 论 里 , 迄今 成 果 最 丰富 、 研 究 最 深入 的 是 对 满足 有 限 性 
条 件 的 无 限 可 解 群 的 研究 , 见 文献 [5]. | 

满足 子 群 极 小 条 件 的 可 解 群 就 是 可 解 的 Cernikov 群 , 这 是 一 类 最 简单 的 非 交 
换 的 无 限 可 解 群 , 具有 相对 简单 的 结构 , 它 的 Fitting SRRRSN. 如果 条 件 稍 
微 减弱 些 , 考虑 满足 正规 子 群 极 小 条 件 的 可 解 群 , 情况 就 困难 得 多 . 群 论 大 家 Baer 
在 文献 [6] 里 证 明了 满足 正规 子 群 极 小 条 件 的 可 解 群 是 局 部 有 限 的 , 这 是 一 个 重要 
的 定理 . 由 此 可 以 证 明 满 足 正规 子 群 极 小 条 件 的 亚 贤 零 群 的 Fitting FREES 
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的 . 虽然 对 满足 正规 子 群 极 小 条 件 的 可 解 群 做 了 不 少 研究 , 发 展 了 不 少 技巧 , 但 是 
对 这 类 貌似 简单 的 群 仍然 知之 其 少 , 甚至 不 知道 这 类 群 的 Fitting TEE ROSE 
的 . 对 满足 正规 子 群 极 小 条 件 的 可 解 群 , 这 是 一 个 有 待 解决 的 基本 问题 . 


[1] 
[2] 
[3] 


[4] 


[5] 


[6] 
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模 代 数 smash 积 的 半 素 性 


Primeness of Smash Product of Module Algebras 


Hopf 代数 是 20 世纪 40 年 代 由 Hopf 在 研究 拓扑 群 时 引入 的 . Hopf 代数 除了 
具有 通常 的 代数 结构 之 外 , 还 有 与 其 代数 结构 相 容 的 代数 对 偶 结 构 ( 称 为 余 代数 ). 
典型 的 Hopf 代数 的 例子 是 域 上 的 群 代数 、 有 限 群 代数 的 对 偶 代 数 和 李 代 数 的 包 络 
代数 . Hopf 代数 在 代数 上 的 作用 是 群 作用 的 扩展 , 在 上 述 典 型 例子 上 分 别 体现 为 
通常 的 群 作用 、 群 分 次 结构 和 代数 的 微分 算 子 作用 . 具有 一 个 Hopf 代数 作用 的 代 
数 称 为 模 代数 . 模 代 数 与 作用 于 其 上 的 Hopf 代数 的 张 量 积 上 有 一 个 自然 的 代数 结 
KJ, PKA smash 积 . Smash 积 可 视 作 斜 群 环 的 推广 . 

1978 4E, Fisher 和 Montgomery!!! 证 明 : 当 有 限 群 G 的 阶 G) 在 其 作用 的 半 
RH RPX, 斜 群 环 RG 必 半 素 . 所 谓 半 素 , 就 是 该 环 没 有 非 平凡 的 帘 零 理想 . 
基于 这 一 结论 , Montgomery?! 于 1992 年 提出 如 下 问题 : | 

模 代数 smash 积 的 半 素 性 问题 w H 是 域 上 有 限 维 半 单 Hopf RA, A 是 一 
个 半 素 H- 模 代 数 . 问 smash R AZH 是 否 仍旧 半 素 ? 

这 一 问题 至 今 仍 未 得 到 全 部 解决 . 现 有 结论 的 答案 全 部 都 是 肯定 的 . 取得 结论 
的 途径 有 三 种 : © 对 H 加 条 件 , 如 Montgomery 和 Schneider? W: # H WE 
半 可 解 的 (semisolvable), 结论 成 立 ; © 对 A 和 H 加 条 件 , Lomp! WEAR: ?4 A AE 
RH H 为 余 半 单 时 , 结论 成 立 ; @ 对 AE A 上 的 作用 加 条 件 , 如 Chin?! WER: 若 
H 的 作用 为 内 作用 时 , AERA. 
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球 极 函数 的 提升 Pieri 型 公式 
Pieri-type Raising Operator Formula for Zonal 


Symmetric Functions 


20 世纪 50 年 代 初 , 华罗庚 在 研究 多 复 变量 函数 论 时 , 首次 引入 了 一 类 特殊 的 
FRIR RAZ (zonal spherical function). $ V ARKH ENS MAR f(A) 组 成 
的 空间 , 一 般 线性 群 GL, 通过 共 斩 转 置 变换 作用 V. 上: f(A) © f(g" Ag), 该 映射 
满足 关系 : 0(992) = $(91)° 8(g2), 即 给 出 了 GL, 的 一 个 表示 . 如 果 局 限 到 某 固定 
究 次 的 所 有 齐 次 多 项 式 函 数 的 子 空间 , 就 得 到 了 一 般 线性 群 的 一 个 有 限 维 表示 . 李 
群 表示 理论 告诉 我 们 : 所 有 的 有 限 维 GL, 表示 , 一 定 是 不 可 约 表 示 的 直 和 . 由 此 得 
到 , V = S 'V(20), 其 中 V(2p) 是 由 分 拆 (jn +t u = m) 所 确定 的 不 可 约 表 


m. 华罗庚 证 明了 每 个 子 空间 Vu) LER U, 只 有 一 维 不 变 子 空间 , 其 生成 元 是 
A 的 特征 值 的 一 个 对 称 多 项 式 , 叫做 (zonal spherical polynomial) Z, (t1, -- - ,tn). 

后 来 , A. T. James 用 对 称 群 5?。 和 超 八 面体 群 {+1} - Sn 的 球 极 函 数 , 给 出 
了 Z, 的 代数 定义 . Jack 进一步 推广 球 极 函数 为 Jack 多 项 式 lti- tna) = 
tO ooo toe (参见 文献 [1]), 并 被 证 明 是 满足 下 面 关 系 正 交 多 项 式 ; 


Ja = Ja UA AN t S edad 77 Ju (1) 
[mA 

这 里 的 内 积 由 (pm, Pn) = mabmn 确定 . 对 于 a=1 的 特殊 情况 下 , A (1) 的 展开 
系数 由 Vandermonde 行列 式 I] (zi 一 zj) 确定 (参见 文献 [2]). 目前 尚 不 知道 一 般 情 
况 下 这 些 系数 如 何 表示 .如 果 把 对 称 函数 空间 的 内 积 换 为 (pm;pn) = mmn 
相应 的 正 交 对 称 多 项 式 , RE Macdonald 多 项 式 Py\(q,t). Macdonald 多 项 式 是 群 
上 调和 分 析 、 李 理论 、 代 数组 合 等 领域 的 重要 研究 对 象 . 由 于 是 通过 内 积 迁 回 定 义 
HJ, Macdonald 多 项 式 的 显 性 表达 式 一 直 是 重要 的 研究 对 象 , 文献 [3] 最 近 给 出 一 
类 组 合 公 式 . 但 是 线性 变换 公式 (1) 的 展开 系数 的 研究 仍然 一 筹 莫 展 . 对 于 两 个 部 
分 的 分 拆 , P(g,t) 的 展开 系数 的 生成 函数 是 103 型 超 几 何 级 数 (参见 文献 [4]). 猜 
测 多 个 部 分 的 分 拆 所 对 应 的 系数 也 将 是 超 几 何 级 数 的 乘积 , 此 类 型 公式 被 称 为 提升 
ALTA. 当 g = 0 时 , 提升 算 子 公 式 由 一 类 顶点 算 子 的 乘积 给 出 (参见 文献 [5]). 

因此 本 问题 也 被 称 为 Macdonald 多 项 式 Py(q,t) 的 项 点 算 子 实现 . 


[1] 


i2] 


i3] 


[4] 
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稳定 等 价 猜想 


Stable Equivalence Conjecture 


阿 廷 代数 的 表示 理论 旨 在 对 这 种 代数 的 模范 畴 进行 研究 . 其 理论 支柱 之 一 是 
Auslander-Reiten 发 现 的 几乎 可 裂 序列 ， 这 种 序列 可 以 将 范畴 中 模 的 同 构 类 和 不 可 
约 映射 画 成 一 种 图 形 , 称 之 为 AR- 箭 图 . 几乎 可 裂 序列 的 构造 依赖 于 模范 畴 的 某 
些 商 范畴 之 间 的 函 子 , 最 常见 的 商 范 畴 是 用 原来 的 模范 畴 模 去 由 投射 模 构成 的 满 子 
范畴 得 到 的 . 如 果 将 我 们 的 阿 廷 代数 记 作 A, modA 是 它 的 有 限 生成 模范 畴 , 则 上 
述 商 范 畴 记 做 mod A. 

对 阿 廷 代数 A 和 A’, 如 果 modA 与 modA' 等 价 , 则 称 A 和 A’ 稳定 等 价 . 人 们 
非常 自然 地 想到 , 稳定 等 价 的 阿 廷 代数 的 模范 畴 会 有 哪些 不 变量 呢 ? 事实 上 , 两 个 稳 
定 等 价 的 代数 可 以 有 非常 不 同 的 特性 , 比如 代数 A = k[z]/(z?) 与 A! = 
是 稳定 等 价 的 , 其 中 为 一 个 域 , 则 前 者 是 局 部 代数 , 而 后 者 不 是 . 但 稳定 等 价 的 
代数 仍然 有 很 多 基本 的 共性 . 

Auslander-Reitenil 猜想 : 两 个 稳定 等 价 的 阿 廷 代数 上 的 非 投 射 单 模 的 同 构 类 
的 个 数 相同 . 后 来 他 们 又 将 这 一 陈述 列 为 1995 年 出 版 的 专著 [1] 中 的 第 5 个 猜想 ， 
这 就 是 通常 所 说 的 稳定 等 价 猜 想 . 

在 群 的 模 表 示 理 论 中 , J.Green 指出 , 限制 函 子 有 时 诱导 出 一 个 群 及 其 子 群 之 
间 的 稳定 等 价 . 这 也 是 稳定 等 价 猜想 提出 的 一 个 重要 背景 . Auslander 和 Reiten? 
证 明了 : 如 果 两 个 代数 稳定 等 价 , 而 且 都 没有 非 零 的 既 投射 又 内 射 的 模 , 那么 在 它 
们 的 非 投射 单 模 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 , 从 而 此 时 稳定 等 价 猜 想 成 立 . 他 们 还 证 明 
T: 对 于 稳定 等 价 于 一 个 遗传 代数 ( 即 投射 模 的 子 模 仍 是 投射 模 ) 的 代数 , 稳定 等 
价 猜想 成 立 . 如 果 一 个 代数 A 满足 rad? (A) = 0, 那么 A 稳定 等 价 于 一 个 遗传 代数 ， 
从 而 此 时 稳定 等 价 猜想 成 立 . 

1977 年 , Reitenl3l 给 出 了 计算 正 特征 代数 闭 域 上 由 Brauer 树 给 出 的 有 限 维 代 
数 的 几乎 可 裂 序 列 的 方法 . 作为 一 个 应 用 , 证 明了 对 于 这 种 代数 , 稳定 等 价 猜 想 成 
XL. 1978 年 Reiten 又 证 明了 对 于 稳定 等 价 于 一 个 Nakayama 代数 的 代数 , 稳定 
等 价 猜想 成 立 . 

Bretscher, Láser 和 Riedtmann!®! 证 明了 : 对 于 稳定 等 价 于 有 限 表 示 型 自 入 射 
代数 的 代数 , 稳定 等 价 猜想 成 立 . 
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在 关于 稳定 等 价 猜想 的 研究 中 , Martinez-Villa 做 了 较 多 的 工作 . 文献 [6] 证 明 
了 : 对 于 稳定 等 价 于 L- 遗传 代数 , 或 稳定 等 价 于 有 限 表示 型 遗传 代数 的 商 代数 的 代 
数 , 稳定 等 价 猜想 成 立 ; 文献 [7] 证 明了 : 对 于 有 限 表示 型 代数 , 稳定 等 价 猜想 成 立 ; 
文献 [8] 指出 : 稳定 等 价 猜想 成 立 当 且 仪 当 它 对 于 自 入 射 代数 成 立 . 

Tang?! 在 前 人 工作 的 基础 上 考虑 了 表示 无 限 的 自 入 射 代数 . 她 证 明了 , 如 果 
连通 基 人 代数 稳 定 等 价 于 一 个 根 三 方 为 零 的 基 连 通 的 目 入 射 代数 , 并 且 在 后 者 的 分 离 
AR- 箭 图 中 至 少 有 两 个 连通 分 文 , 则 稳定 等 价 猜 想 成 立 . 

Broue 推广 了 Morita 等 价 的 概念 , 定义 了 Morita 稳定 等 价 . 两 个 代数 A 和 
BRA Morita 稳定 等 价 的 , 如 果 存 在 A-B- 双 模 M 和 B-A- WHEN, 以 及 投射 的 
A-A- 双 模 已 和 投射 的 B-B- 双 模 Q, 使 得 作为 A-A- 双 模 , M 8g N ~ AG P, fF 
为 B-B- 双 模 , N84 M ~ BOQ. Selvakumaran!!®) 进一步 证 明了 对 于 任意 域 上 两 
个 可 离 的 自 入 射 代数 , 如 果 它 们 的 根 3 方 为 零 且 Morita BES, 则 稳定 等 价 猜 
想 成 立 . 

关于 稳定 等 价 猜 想 , 已 经 得 到 一 些 很 好 的 结果 . 如 果 能 够 对 表示 无 限 的 自 入 射 
代数 进行 证 明 , 那么 稳定 等 价 猜想 将 得 到 完整 的 解决 . 
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一 些 代 数 的 Gróbner-Shirshov 基 


Grobner-Shirshov Bases for Some Algebras 


Gróbner-Shirshov 基 理 论 是 处 理 一 般 代 数 的 线性 基底 和 字 问 题 的 强 有 力 的 工 
R. 

量子 群 的 研究 是 自 Drinfeld 于 1985 年 在 伯 殉 利 国际 数学 会 议 上 的 演讲 后 开始 
盛行 的 . Jimbo 在 1985 年 也 提出 了 这 个 概念 . 量子 群 是 一 类 特殊 的 Hopf 代数 , 是 
半 单 李 代 数 的 包 络 Hopf 代数 的 非 平 凡 变形 , 也 可 看 成 是 相应 代数 群 上 正则 函数 的 
代数 . 量子 群 与 数学 和 物理 的 许多 领域 有 密切 联系 . 

设 9 ÆR k 上 有 限 维 半 单 李 代数 , 则 9 可 由 一 个 Cartan 和 矩阵 A = (a,,) ME 
一 确定 , 其 中 , aag = 2(o,8)/(o, 0), a,8 € II, (7, —) Æ g 的 Kiling Œ, I Æ g 4H 
应 于 Cartan 子 代数 的 根系 的 基 . 则 9 有 表示 g = Lie(za, yo, ha, o € DIR), 其 中 
R = {lha, ha] = 0, [zo; ug] = dagha, [ha, Ze] = aegra, [ha va] = —aapyg (o.8 € 
II; (ad£a) 226 xg = 0, (adys)!-?»^yg — 0 (a Z 8, a,b € I), R RA Serre 关系 
( 见 文 献 [3]). 

半 单 李 代数 9 的 量子 化 包 络 代数 U,(g)( 即 量子 群 ) 是 域 上 上 的 结合 代数 , 其 
定义 类 似 于 g 的 Serre 表示 ,其 中 9 € k Ba, = a #1, da = 07 e (23) 
Drinfeld-Jimbo 给 出 了 U,(g) 的 一 个 表示 : U,(g) = k(Ea, Fa, Ka, Kil,a € I| R1), 

= {Ka K3! = K;'!Ka=1, K,Kg = pe KEgK;} = gq Ep, KaFe Kz! = 


1— —GQog 
q ?e8 F5, Ea Fg = FgEs — i = =e Do 1)” (l Pul El 9e8-" 
q 


aQ 





l—aap 
Ec a —Qag8-—V 
EE = 0, Y] co ) Flee- PoF? = 0, 0,8 € I), 其 中 , dag 
LU 
q 


v=0 
人 


是 Kronecker 符号 , 对 任意 整数 m > n > 0 和 任意 参数 q, ( H ) € Zig, q 1] 的 
定义 如 下 : 
m-—i-l g ret 


n le bed 
dn di —q 
T wg 0, 当 n=0 或 m=n. 


M. Rosso fil I. Yamane 于 1989 年 分 别 找到 了 U,(A,) 的 PBW 基 , 其 中 A, 为 
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相应 于 Cartan 和 矩阵 A, 的 李 代数 ( 见 文 献 [3]). WY BERR, X 是 它 的 一 组 全 
序 线性 基底 , 则 v^ 的 泛 包 络 代数 ULZ) 的 Poincaré-Birkhoft-Witt(f&j 54) PBW) 
基 是 指 由 以 下 元 素 titine tin, ty € X, i Si: S < in 组 成 的 线性 基底 . 
G. Lusztig”! 和 M. Kashiwarail 证 明了 对 于 任意 的 半 单 李 代 数 g, U,(g) 有 一 组 
Poincaré-Birkhoff-Witt 型 线性 基底 ， 他 们 的 方法 不 仅仅 适用 于 有 限 维 李 代数 的 量 
子 化 包 络 代数 , 还 适用 于 可 对 称 化 Cartan 矩阵 相应 的 量子 化 包 络 代数 . 利用 Hopf 
代数 的 相关 性 质 , V. K. Kharchenko 于 1999 年 找到 了 U,(g) 的 一 个 线性 基底 , 但 此 
方法 具有 一 定 的 局 限 性 . 1996 年 , Bokut-Malcolmson 找到 了 U,(An) 的 Gróbner- 
Shirshov 基 , 最 近 , 陈 裕 群 , 邵 红 姗 , A-3€ TF (arXiv.org/abs/0804.0954) 对 这 个 结果 
给 出 了 直接 证 明 . 

问题 1 给 出 量子 群 Vu(g) 的 Grobner-Shirshov 基 , 其 中 9 是 相应 于 Cartan 
矩阵 Bn, Dn, Go, Fa, Eo, Er, Es ( 见 文献 [3]) 的 李 代数 

受 数学 物理 中 Yang-Baxter 方程 的 局 A, Sklyanin!!° 引入 了 一 族 后 来 称 为 椭圆 
代数 的 结合 代数 ( 见 文 献 [8]). 最 简单 的 椭圆 代数 是 复数 域 C 上 的 结合 代数 F = 
C(zo,z1,22 | Ro), HP Ro = {zozl — qxizo = pz3, £1£2 一 4Z27Z1 = pz, £2£0 一 
groz2 = pa2), pq € C. 利用 F- 模 上 的 特殊 方法 , 可 以 证 明 FF 有 一 组 由 单项 
A z2zmzs 组 成 的 线性 基底 , 其 中 nm, 为 任意 非 负 整数 ,迄今 为 止 , 没有 利用 
Gróbner-Shirshov 基 给 出 初等 的 证 明 方法 . 

椭圆 代数 主要 的 例子 是 C 上 的 结合 代数 Qum n), 其 中 n > 3 是 生成 元 的 
个 数 , m 是 与 n 互 素 的 正 整 数 , 1 < m <n. $ X = {zi;i€ Zn}, W Qnm(En) = 
cx | E qum sy sz, = 0, ij € Zn), 其 中 为 本 加 曲线 ,< 
£,0(z) 为 0- 函数 ( 见 文献 [6]), Zn 是 整数 关于 模 ”的 剩余 类 环 . Qu (8,0) 有 与 交 
换代 数 CX] 相同 的 线性 基底 , 而 此 结论 也 没有 初等 证 明 . 

问题 2 分 别 找 出 椭圆 代数 F A Qn mlE, n) 的 Gróbner-Shirshov X. 

Wk 是 一 个 域 , 入 € k. Rota-Baxter 代数 R Æ k 上 的 带 有 一 个 满足 如 下 
Rota-Baxter 关系 的 线性 映射 P: RR 一 RR 的 结合 代数 : P(z)P(y) = P(P(z)y) + 
P(xzP(y))-- AP(xzy), z,y € R. 在 20 世纪 80 年 代 , Belavin, Drinfeld 和 Semenov- 
Tian-Shansky 分 别 引 入 了 Rota-Baxter 李 代 数 的 概念 . Rota-Baxter 代数 在 组 合 
学 、 数 学 物理 、operad 等 方面 有 广泛 的 应 用 . 

Rota?! 和 Cartier 给 出 了 自由 交换 Rota-Baxter 代数 的 具体 构造 , 而 自由 非 交 
换 情 形 由 Ebrahimi-Fard-Guol!! 给 出 . Rota-Baxter 代数 可 看 作 是 一 个 结合 0- fX 
数 , 0- 代数 是 指 一 个 具有 多 重 线性 映射 集 O 的 结合 代数 . Drensky-Holtkamp 给 
了 非 结合 Q- 代数 的 Gróbner-Shirshov 基 理 论 , 结合 的 情形 最 近 由 Bokut、 陈 裕 群 、 
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BE £& (arXiv.org/abs/0805.0640) 给 出 . B] Rota-Baxter 关系 实际 上 是 自由 结合 Q- 
代数 的 一 组 Gróbner-Shirshov 基 , 由 此 我 们 可 以 得 到 目 由 Rota-Baxter 代数 的 一 
个 构造 . 

Dendriform dialgebra 是 一 个 具有 两 个 二 元 运算 < 和 > B k- 线性 空间 D, W 
Æ: 对 于 任意 的 x,y,z E€ D, (1x y) xz=rx(yxz+y >z), (@>y)<z=2> 
(y < z), (Tr <xy+r>y)>z=zxr> (y> 2). 

Dendriform trialgebra 是 一 个 具有 三 个 二 元 运算 <,> 和 . HB k- 线性 空间 T, 
满足 : 对 于 任意 的 z,y,z ET, (xy) Xz =2 x (yxz), (@> y) <z=2> (yx 
z), (zxy) >z =z > (y > z), (z >y) z =z > (yz), (£ < y) z= zx (y> z), (xy) < 
z=a-(y<z), (x-y)-z=a2-(y-z) 其 中 rxy=rxy+r>y+rr-y. 

Dendriform dialgebras 和 trialgebras 的 概念 是 Loday 给 出 的 , 它们 与 数学 和 
物理 的 很 多 领域 都 有 联系 . Dendriform 代数 可 看 作 是 非 结合 O- 代数 . 对 任意 的 
dendriform dialgebra 和 trialgebra, 都 存在 其 泛 包 络 Rota-Baxter 代数 ，Ebrahimi- 
Fard-GuoP! 证 明了 它们 的 PBW 定理 . 

问题 3 分别 找 出 自由 dendriform dialgebra 和 trialgebra 的 Gróbner-Shirshov 
A. 

问题 4 ”建立 Rota-Baxter 代数 上 的 Gróbner-Shirshov 基 理 论 , 进而 给 出 den- 
driform 代数 的 泛 包 络 Rota-Baxter 代数 的 PBW 定理 的 另 一 种 证 明 方法 . 


参考 X B 


[1] Ebrahimi-Fard K, Guo L. Free Rota-Baxter algebras and rooted trees. arXiv: math. 
/0510266v4 

[2] Ebrahimi-Fard K, Guo L. Rota-Baxter algebras and dendriform algebras. arXiv: math. 
/0503647v3 

[3] Humphreys J E. Introduction to Lie Algebras and Representation Theory. New York: 
Springer-Verlag, 1980 

[4] Kassel C. Quantum Groups. Berlin: Springer-Verlag. 2000 

[5] Kashiwara M. Crystalizing the q-analogue of universal enveloping algebras. Commun 
Math Phys, 1990, 133: 249-260. 

[6] Koblitz N. Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms. 2nd edition. Berlin: 
Springer-Verlag, 1993 

[7] Lusztig G. Canonical bases arising from quantized enveloping algebra. J Amer Math 
Soc, 1990, 3: 447-498 

[8} Odesskii A V. Elliptic algebras. Russ Math Surv, 2002, 57: 1127-1162 

[9] Rota G. Baxter algebras and combinatorial identities I. Bull Amer Math Soc, 1969, 5: 
325-329 


. 84. 10000 个 科学 难题 。 数学 卷 


[10] Sklyanin E K. Some algebraic structures connected with the Yang-Baxter equation. 


Funktsional Anal i Prilozhen, 1982, 16: 27-34; English trans! in Funct Anal Appl, 1983, 
16: 263-270 


BRAA: L. Bokut 陈 裕 群 
华南 师范 大 学 


由 导出 范畴 建立 量子 群 和 上 典范 基 .85 . 


由 导出 范畴 建立 量子 群 和 典范 基 


Quantum Groups and Their Canonical Bases 


Arising from Derived Categories 


利用 quiver 表示 的 Hall 代数 方法 (参见 文献 [8]), G. Lusztig] 得 到 了 量子 群 
的 典范 基 , 其 实现 方式 是 几何 与 代数 方式 的 结合 . M. Kashiwaral 也 独立 地 给 出 了 
量子 群 晶体 基 的 实现 , 其 方法 是 代数 与 组 合 方法 的 结合 . 但 是 这 两 种 实现 方式 都 局 
限 在 量子 群 的 正 FES) 部 分 . 为 了 寻找 更 加 整体 的 实现 方式 人 们 已 经 从 导出 范 
WẸ (derived category) 和 三 角 范 畴 (triangulated category) 出 发 构造 了 无 限 维 李 代数 
和 导出 Hall 代数 9%10 ,并 期 待 导 出 范畴 的 内 区 几何 结构 会 在 Hall 代数 框架 下 提 
供 量子 群 典范 基 的 实现 . 

对 于 任意 给 定 的 可 对 称 化 的 广义 Cartan 矩阵 C = (cij)i jer, 有 相应 的 Kac- 
Moody 李 代 数 g(C). 可 以 在 R( 数 域 或 者 交换 整 环 ) 上 定义 一 个 结合 代数 U.,(g(C))， 
它 由 生成 元 (E,F;:iel) M{K,: we ZU]) 按 以 下 定义 关系 给 出 : 


Ko = 1, K, Ky = Kyu, HVE Z|1]; 


K,E; = v^? EK, K,F =v FK, tel, we Zl]; 


Ki- K_i 、 E 
Eit} m Fy Ey = Üij i E 对 任意 ije I, 这 里 vi = p 9/2. 


Ui — Vi 





Ley E 
cu J EÍE, " =0; 


FPF tg. 


€i 





$C | Pi 


可 以 证 明 这 是 一 个 Hopf 代数 , 称 之 为 量子 包 络 代数 或 者 量子 群 ( 它 并 不 是 数学 意 
义 下 的 群 结构 ). 参见 文献 [1] 和 [3]. 

在 引入 量子 群 之 后 ， Lusztig!® 的 典范 基 理 论 和 Kashiwaral? 的 晶体 基 理 论 是 
Xr 20 余年 核心 数学 方面 的 重要 进展 之 一 . Lusztig 的 典范 基 理 论 建立 在 quiver X 
示 的 Hall 代数 加 基础 之 上 . 在 此 之 后 , Nakajimal8 的 quiver variety 理论 是 几何 表 
示 论 方面 的 重大 进展 . 但 是 , 无 论 是 量子 群 的 典范 基 还 是 晶体 基 都 只 是 定义 在 量子 
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群 的 正 部 分 Ut 或 负 部 分 U- E, 进而 可 以 应 用 到 最 高 权 不 可 约 表示 上 . 现在 的 问 
题 是 : 如 何在 量子 群 U = TV-g@rog@r+ 上 整体 地 (不 依赖 三 角 分 解 ) 和 内 蕴 地 UL 
何 构造 ) 实现 典范 基 . 解决 问题 的 第 一 步 是 如 何 整 体 地 实现 无 限 维 李 代 数 和 量子 群 
的 结构 . 这 方面 的 进展 可 以 见 文献 [7], [9] 和 [10] 等 . 

三 角 范 畴 和 导出 范畴 由 Grothendieck 和 Verdier 引入 和 建立 后 现 已 成 为 核心 
数学 研究 的 一 个 重要 工具 ， 三角 范畴 是 满足 四 个 公理 的 加 法 范畴 (包括 复杂 的 八 
面体 公理 )， 目 前 得 到 较 多 研究 的 是 有 限 维 代数 表示 范畴 的 导出 范畴 (通过 倾斜 理 
ie 外) 和 雍 聚 层 范畴 的 导出 范畴 . 二 者 之 间 有 非常 紧密 的 联系 , 例如 Beilinson 对 
应 和 同调 镜像 对 称 猜想 . 如 果 我 们 考虑 quiver 表示 的 导出 范畴 , 不 可 分 解 模 在 其 
Grothendieck 群 中 的 像 元 所 给 出 的 维 数 癌 量 恰好 对 应 于 Kac-Moody 李 代数 的 根系 
(不 仅仅 是 正 根系 ). 所 以 一 个 比较 能 被 接受 的 想法 是 , 由 导出 范畴 和 三 角 范 畴 出 发 
实现 李 代数 和 量子 群 是 更 直接 更 具 内 列 的 方式 . 在 此 基础 上 , 如 何 构造 典范 基 应 该 
和 导出 范畴 和 三 角 范 畴 内 区 的 丰富 几何 结构 紧密 相关 . 
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有 限 维 数 猜想 


Finitistic Dimension Conjecture 


Ej 20 世纪 50 FRE, 经 过 Cartan-Eilenberg, Nakayama, Auslander, Buchs- 
baum 和 Serre 等 数学 家 的 工作 ， 同调 代数 成 为 代数 学 的 一 个 充满 活力 的 研究 分 支 ， 
并 广泛 应 用 于 数学 (特别 是 代数 学 ) 的 其 他 许多 分 支 中 . 如 : Auslander, Buchsbaum 
和 Serre 于 1955/56 年 证 明了 如 下 著名 的 定理 : FOOD ERST DIS TRO V 
是 光滑 的 当 且 仅 当 它 的 坐标 环 的 整体 维 数 是 有 限 的 . 由 此 可 以 推出 , 如 果 V 是 
光滑 的 , 则 R 的 整体 维 数 等 于 V 的 维 数 , BR 关于 任意 素 理想 的 局 部 化 是 唯一 分 
解 整 环 . 这 样 , 几何 学 中 的 光滑 性 问题 与 环 的 同调 维 数 之 间 建 立 了 密切 的 联系 . 但 
存在 许多 代数 簇 , 其 坐标 环 的 整体 维 数 是 无 限 的 . 另 一 方面 , 在 许多 情形 下 , 环 或 代 
数 的 整体 维 数 确实 能 反映 相应 模范 畴 的 复杂 度 , 但 存在 整体 维 数 无 限 而 模范 畴 结构 
很 简单 的 环 . 为 此 需要 引进 一 个 更 能 反映 模范 畴 的 复杂 度 的 同调 维 数 , 称 之 为 有 限 
维 数 (finitistic dimension). 

设 A 是 域 5 上 一 个 有 限 维 代数 . 对 有 限 生成 左 A- 模 M, W pd M 为 M 的 
投射 维 数 . 定义 A 的 有 限 维 数 fin.dimA = sup(pdA M | M 是 有 限 生成 左 A- 模 且 
pd,M < oo}. Bass 于 1960 年 提出 如 下 的 有 限 维 数 猜想 : 对 有 限 维 代数 A, fin.dimA 
总 是 有 限 的 B. 由 于 有 限 维 数 猜想 不 仅 本 身 是 自然 且 有 趣 的 , 而 且 它 还 与 其 他 一 些 
重要 的 同调 猜想 (如 : (广义 )Nakayama 猜想 和 Gorenstein 对 称 猜想 等 ) 有 着 十 分 
密切 的 联系 , 因此 这 一 猜想 是 代数 学 中 的 一 个 非常 重要 的 猜想 50 . 

id J(A) 为 A 的 Jacobson 根 . Mochizuki 于 1965 年 证 明了 : WR J(A)? = 0, 则 
fin.dimA < oo". Small 于 1968 年 证 明了 : WR pdyopJ(A)? < oo, 则 fin.dimA < oo. 
Green 和 Zimmermann-Huisgen F 1991 年 证 明了 : 如 果 J(A)3 = 0( 这 一 假设 可 减弱 
为 pd, J(A)? < oo), 则 fin.dimA < oo!8. 1994 年 Wang 证 明了 : 如 果 J(A)2"+1 —9 
且 A/J(A)” 是 有 限 表示 型 的 ， Mi) fin.dimA < ool8l. 1991 年 Auslander 和 Reiten 证 
HT: 如果 由 具有 有 限 投射 维 数 的 有 限 生成 左 A- 模 组 成 的 子 范 畴 是 反 变 有 限 的 ， 
则 有 限 维 数 猜想 对 A BRIT), 但 Igusa, Smaló 和 Todorov 给 出 例子 说 明 , 这 一 子 
范畴 不 总 是 反 变 有 限 的 . Green, Kirkman 和 Kuzmanovich 于 1994 年 证 明了 : 有 限 
维 数 猜想 对 单 式 (monomial) 代数 是 成 立 的 回 ，Agoston, Happel, Lukács 和 Unger 
于 1994 年 证 明了 : 有 限 维 数 猜想 在 标准 析 层 (standardly stratified) 代数 上 是 成 立 
的 出 ，Igusa 和 Todorov 于 2002 年 证 明了 : 有 限 维 数 猜 想 在 表示 维 数 不 大 于 3 的 
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代数 上 是 成 立 的 . 利用 这 一 结果 , 惠 证 明了 有 限 维 数 猜想 在 稳定 遗传 代数 上 是 成 立 
的 加. Erdmann, Holm, Iyama 和 Schróer 证 明了 : WÈ A 是 有 限 表 示 型 代数 工 的 
子 代数 且 J(A) = J(T), 则 fin.dimA < oo. 由 此 可 得 出 , 有 限 维 数 猜想 在 特殊 双 列 
(special biserial) fVASURISZ (string) 代数 上 是 成 立 的 内 . 


综 上 所 述 , 关于 有 限 维 数 猜想 的 研究 虽然 取得 了 一 些 进展 , 但 离 完全 解决 还 有 


很 远 的 距离 . 


[10] 
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ABC 猜测 


ABC Conjecture 


ABC 猜测 是 丢 番 图 分 析 中 最 重要 的 未 解决 问题 (D. Goldfeld) 之 一 , 也 是 数论 
中 最 重要 的 未 解决 问题 之 一 , 它 描述 满足 a 十 b = c,ged(a, b) = 1 的 正 整 数 a,b,c 中 
的 最 大 者 c 和 abe 的 根 之 间 的 大 小 关系 . 

为 了 理解 ABC 猜测 的 内 容 , 我 们 只 需要 知道 整数 的 根 是 什么 就 可 以 了 ， 对 
非 零 整数 n, 由 算术 基本 定理 知 ”可 以 唯一 表示 素数 因子 的 乘积 , S rad(n) 表示 
n 的 分 解 中 所 有 不 同 素 因子 的 乘积 . 例如 : # n = 216, 则 rad(n) = 2; # n = 
28 x 35 x 1111 x 17, 则 rad(n) = 2 x 3x 11 x 17 = 1122. 我 们 有 

ABC 猜测 (Joseph Oesterlé 和 David Masser, 1985) 任 给 e > 0, 存在 正 的 常 
数 O(c) 使 对 满足 a+ b — c, gcd(a, b)=1 的 正 整 数 a,b,c, 我 们 有 


c < C(&)(rad(abc)) tE. 


Oesterlé 1985 年 左右 提出 这 一 猜测 主要 是 受 Szpiro(1981) 关于 椭圆 曲线 中 的 
一 个 猜测 的 影响 , 随后 不 久 , Masser 因为 考虑 多 项 式 环 Zle] 上 Mason 定理 在 整数 
RZ 上 的 类 比 得 到 了 上 述 猜 测 . 从 ABC 猜测 的 形式 上 看 , ABC 猜测 是 整数 环 Z 
的 加 法 和 乘法 运算 在 a+ b= ec 条件 下 的 a,b,c 内 在 性 质 , 也 就 是 整数 的 内 在 性 质 . 

ABC 猜测 的 重要 性 主要 在 于 以 下 几 个 方面 : 其 一 , ABC 猜测 的 解决 可 导致 数 
论 中 的 一 大 批 重要 猜测 的 解决 . 如 果 有 如 下 形式 的 ABC 猜测 弱 形 式 成 立 , 即 如 果 
a+b — c,gcd(a, b) = 1, WI max(|al, |b|, |c|) < (rad(abc))?. 那么 我 们 容易 证 明 Fermat 
方程 2* +y" = 2" WA n> 6 的 正 整数 解 , 从 而 导出 由 Wiles(1995) 证 明 的 Fermat 
大 定理 . 当然 还 可 以 得 到 数论 中 的 许多 其 他 非常 深刻 的 结论 ( 见 文献 [1]). 其 二 , 一 
些 著 名 定理 和 猜测 的 精细 化 等 价 于 ABC 猜测 或 ABC 猜测 弱 形式 , 这 其 中 包括 了 
著名 的 Roth(1955) 定理 (1958 年 Fields 奖 主要 结果 ) 和 Baker(1966) 定理 (1970 年 
Fields REBWR), 这 两 个 重要 定理 的 精细 化 等 价 于 ABC 猜测 , 更 多 的 内 容 见 文 
BA [1] 和 [2]， 从 这 个 意义 上 来 讲 , ABC 猜测 引导 我 们 思考 其 他 许多 问题 的 精细 化 
与 推广 . 其 三 , 它 反 映 了 数 域 的 内 在 性 质 , 如 Moret 和 Bailey Æ Szpiro 的 思想 上 ， 
证 明了 数 域 上 曲线 y? = a? — c 的 有 理 点 的 大 小 的 好 的 上 界 (这 里 好 的 上 界 指 仅 依 
赖 于 数 域 的 判别 式 的 上 界 ) 可 导出 ABC 猜测 . 
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XT ABC 猜测 的 研究 主要 有 两 个 方 同 : 其 一 , 从 Baker 定理 的 精细 化 开始 , 慢 
慢 接 近 ABC 猜测 , 这 一 方面 的 结果 有 C.L.Stewart 和 于 坤 瑞 (1996) 利用 Baker 定 
理 得 到 的 如 下 结果 : c < exp{C(rad(abc))!/3+e}. 最近 , K. Gyory 和 于 坤 瑞 (2007) 
得 到 了 数 域 上 S- 单位 方程 的 一 个 重要 定理 , 从 而 得 到 了 关于 ABC 猜测 的 一 个 新 
结果 . 其 二 , 对 满足 a 十 b= c ged(a,b) = 1 的 整数 a, b, c, 定义 
_ leg max(ial, |b], lel) 

log(rad(abc)) ` 


我 们 主要 研究 L 的 上 界 问题 . De Weger 给 出 的 例子 1124-3? x 56x 734 (—2?! x 23) = 0 
表明 L > 1.629912.... 

ABC 猜测 成 立 的 可 能 性 主要 基于 下 面 关 于 多 项 式 环 Z[z] 中 的 类 比 定 理 : 

PQR 定理 (Hurwitz, Stothers, Mason) $ P,Q, R 是 满足 P+Q= RR 不 全 为 
常数 的 多 项 式 . 如 果 deg(R) > deg(P), deg(Q), 则 deg(R) < deg(rad(PQR)). 

同时 我 们 也 还 没有 找到 L > 2 的 满足 a 十 b= c,gcd(a,b) — 1 的 整数 o, b, c. 

可 以 预见 , ABC 猜测 必 将 对 数论 的 研究 与 发 展 产 生 深远 的 影响 . 


L = L(a,b,c) 
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巴 斯 (Bass) 猜想 和 索 尔 (Soule) 猜想 


Bass Conjecture and Soule Conjecture 


算术 代数 几何 一 直 是 数学 的 热门 研究 领域 之 一 , 特别 是 20 世纪 90 年 代 , Wiles 
利用 椭圆 曲线 的 理论 成 功 的 解决 了 费 马 猜想 , 使 得 算术 代数 几何 空前 活跃 .自从 
Quillen 定义 了 高 阶 K- E, 这 套 理论 便 以 焦 人 的 速度 渗透 到 数学 的 多 个 分 支 , 产生 
了 重要 的 影响 , 很 多 经 典 的 不 变量 都 被 证 明 与 K- 群 有 密切 的 联系 . 设 X 是 任意 概 
型 , Quillen 给 出 了 高 阶 K- 群 K;(X) 以 及 KX), 关于 这 两 个 群 的 有 限 生 成 性 H. 
Bass 提出 了 如 下 猜想 : 

(a) WX Æ SpecZ (Z 的 素 谱 ) 上 的 任意 有 限 型 概 型 , 则 群 K(X) 是 有 限 生 成 
的 ; 

(b) B X Æ SpecZ 上 的 任意 正则 有 限 型 概 型 , ME Ki(X) 是 有 限 生成 的 . 

Quillen 证 明了 当 dim X < 1 时 , Bass 猜想 成 立 . 如 果 Bass 猜想 成 立 , 则 可 证 
Hj Beilinson-Soule 猜想 ( 设 X 是 正则 概 型 , 则 H1(X,Z(n)) 20,n 2 0,1 < 0) 成立. 

特别 地 , 设 是 定义 在 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 , spi(E) 表示 E TE p 处 具有 可 
分 乘法 约 化 的 素数 p 的 个 数 , 关于 Ko(E) 有 如 下 的 Beilinson-Bloch 猜想 : 


rank(K2(E)) = 1 + spl(E). 
WX 是 一 算术 概 型 ， Serre 定义 了 X 的 Zeta 函数 C(X,s), X 的 高 阶 K BERI 
Zeta 函数 C(X,s) 在 整 点 处 的 值 的 关系 有 如 下 的 Soule 猜想 : 


ords-4C(X, s) = >》_(-1)'t! dimg Ki(X)(n). 
iEZ 
34 n 2 d= dim(X) IN, Soule 猜想 成 立 ; 5 n = ad 一 1 并且 X 是 正则 不 可 约 
时 , Soule 猜想 可 推出 BSD 猜想 . 24 X 是 有 限 域 上 的 光滑 投射 概 型 , 则 Soule 猜想 
等 价 于 Lichtebaum 第 二 猜想 . 
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Lichtenbaum 猜想 


Lichtenbaum Conjecture 


经 典 的 解析 类 数 公式 将 代数 数 域 F 的 c- 函数 在 1 处 的 留 数 和 类 数 联 系 了 起 来 , 类 
数 是 数 域 F 理想 类 群 的 阶 数 . 由 于 理想 类 群 是 Ko 群 的 挠 部 分 , 所 以 人 们 猜测 c- 
函数 在 0, —1, -2, —3, … 等 处 的 取 值 应 该 和 更 高 阶 的 K- 群 的 阶 数 相关 . 

在 1970 4E, Birch 和 Tate 猜想 对 全 实 的 数 域 F, 其 5- 函数 在 -1 处 的 取 值 等 
F (-1)"|Ko(Or)|/wo(F), 这 里 的 wo(F) 是 上 同调 群 H9(F,Q/Z(2)) 的 阶 数 . 著名 
数学 家 Wiles 于 1990 年 证 明了 Birch-Tate 猜想 对 全 实 的 阿 贝 尔 数 域 成 立 . 对 非 阿 
幢 尔 的 情形 , Wiles 证 明了 其 奇数 部 分 成 立 ， 而 对 非 阿 贝尔 的 全 实数 域 , Birch-Tate 
猜想 的 偶数 部 分 至 今 仍 未 被 证 明 . 

1972 年 , Lichtenbaum 对 一 般 的 数 域 提 出 了 类 似 的 Lichtenbaum 猜想 : 对 任 
意 的 代数 数 域 K 和 整数 > 2, K B C 函数 在 1 一 n 处 的 取 值 除 以 

| Kos -2(O r)| 


. RB(F 
| Kon -1(O F)torsl n ( ) 


所 得 的 商 是 2 WERE. 
后 来 Lichtenbaum 又 给 出 了 更 为 精确 的 Motivic 上 同调 表述 : 
Lichtenbaum 猜想 的 Motivic 表述 : 对 任意 的 代数 数 域 K 和 整数 n > 2, K 的 
C 函数 在 1 — n 处 的 取 值 等 于 
IH (Zo) | 
Hm (F, Z(n))tors| 


目前 已 经 证 明 Lichtenbaum 猜想 对 阿 贝尔 数 域 成 立 . 而 对 于 非 阿 贝尔 的 代数 
数 域 , Lichtenbaum 猜想 的 证 明 仍 然 很 路 远 . 


RM(F), 其 中 的 RM(F) 是 Borel Regulator. 
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Bf — 所罗门 (Reed-Solomon) 码 的 译 码 问 题 


The Decoding Problem for Reed-Solomon Codes 


W Fo A q 元 有 限 域 . 取 定 F, 的 一 个 子 集合 D = {x1,… ,zn} € Fo 称 为 值 集 
E. 对 于 正 整 数 上 和 m, 1 < k<n<g, 称 on 的 如 下 子 集 : 


Cq(D,k) = (f(21), ,f(zn)) E€ Folf (x) € Falz], degf (7) < k- 1} 


AF, 上 长 度 为 n, 维 数 为 的 广义 Reed-Solomon 线性 码 . 

Cs(D,k) 中 的 元 素 称 为 码 字 . 应 用 最 为 广泛 的 情形 是 D = F MF. 这 两 种 情 
形 实际 上 是 等 价 的 , BK 0C,(F,,k) 是 标准 的 Reed-Solomon 码 , WA RS, [a, k]. 

对 于 Fe 中 任意 给 定 的 两 个 字 u= (u, un) 和 vw = (soos), 它们 的 汉 
明 (Hamming) 距离 定义 为 


d(u,v) = #{1 <i < niu; Æ vi). 
对 于 Fs 上 长 度 为 ”的 线性 码 C ARF uc F2, u 到 码 C 的 距离 定义 如 下 : 
d(u, C) = min d(u, v). 


AI d(u,C) = 0 当 且 仅 当 为 码 字 . B C 的 最 小 距离 定义 为 uA C 中 码 字 距离 
的 最 小 值 : 


d(C)= min d — mi 0, v). 
(C) Ium. (u, v) omin. d( , VU) 


很 容易 验证 广义 Reed-Solomon 码 C,(D, k) B) NE ESSET n — k--1, 达到 Singleton 
Jt. 从 而 某 种 意义 上 来 说 其 为 最 优 线性 码 . 

编码 理论 中 最 重要 的 算术 问题 是 极 大 似 然 译 码 (MLD) 问题 : 给 定 一 个 字 ue 
Fo, 寻找 一 个 码 字 ve C 使 得 d(u,v) = a(u C). 我 们 想 知 道 解决 MLD 问题 是 否 
有 多 项 式 时 间 算 法 ( 即 所 需 时 间 为 n log 9 的 多 项 式 ). 在 一 般 情 形 下 答案 是 否定 
的 , 可 见 文献 [8]. 事实 上 , 即使 对 于 广义 Reed-Solomon 码 C,(D,k), 在 极端 的 deep 
hole 情形 下 , 对 于 取 定 的 值 集合 D, 计算 纠 错 距离 d(u, C,(D, kP (EEX F MLD 
也 如 此 ) 都 是 NP- 困难 的 . 

在 实际 应 用 中 , 标准 Reed-Solomon 码 RS,|q,k] 使 用 得 最 为 广泛 , 也 是 最 为 重 
要 的 . 尤为 感 兴趣 的 是 关于 RSQ[q, k] 的 算术 和 复杂 度 问 题 的 研究 . 
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问题 1 ”对 于 标准 Reed-Solomon 码 RS,[g, k| 解决 MLD 问题 是 否 有 多 项 式 
时 间 算 法 ?如 果 没 有 多 项 式 时 间 算 法 , 其 困难 程度 如 何 ? 也 就 是 说 , 如 何 决 定 MLD 
问题 的 复杂 度 ? 

对 于 Reed-Solomon 人 码 C = RS,[q, k], 如 果 纠 错 距离 du, 0) 较 小 , 人 们 和 希望 有 
一 个 多 项 式 时 间 算 法 . 实际 上 , 当 d(u, C) < (q— k)/2 时 , 利用 Berlekamp 的 经 典 算 
法 叫 就 可 在 多 项 式 时 间 内 解决 MLD 问题 . 当 d(u, C) < gq 一 Vek FT, 利用 Sudanig 
和 Guruswami-SudanU! 的 List 译 码 算法 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 MLD 问题 . 由 
于 此 项 工作 Sudan 获得 了 2002 年 尼 几 林 那 奖 . 

自然 要 问 : 当 纠 错 距离 远 远大 于 g 一 Vak 时 , 是 否 有 多 项 式 时 间 算 法 解决 MLD 
问题 ? 也 就 是 说 , Guruswami-Sudan Jt q 一 vak 能 省 得 到 改进 ? 这 是 一 个 重要 的 公 
开 问 题 . 对 于 任意 充分 大 的 纠 错 距离 , 人 们 相信 答案 是 否定 的 . 最 近 , Cheng-Wanbs,4 
找到 了 一 个 重要 的 依据 , 他 们 证 明了 : RS4[g, k] 的 MLD 问题 的 难度 至 少 和 有 限 域 
F 中 的 离散 对 数 问题 的 难度 相当 , 其 中 h 可 达到 < gi/4. 众所周知 , 在 计算 数论 
和 许多 密码 应 用 方面 , 离散 对 数 问 题 是 著名 的 困难 问题 且 得 到 了 很 好 的 研究 . 至 今 
人 们 仍然 认为 离散 对 数 问题 没有 多 项 式 时 间 算 法 . 

是 不 是 MLD 问题 要 比 离散 对 数 问题 更 困难 呢 ? 对 于 特殊 情形 RS,[g,k], 决定 
MLD 问题 是 否 是 NP- 困难 的 仍 是 一 个 公开 问题 . 比 MLD 相对 较 弱 的 一 个 问题 是 
计算 纠 错 距 离 . 

问题 2 ” 是否 存在 多 项 式 时 间 算 法 计算 纠 错 距 离 d(u RS,g k])? 纠 错 距离 
d(u, RS,[g, k) 的 计算 复杂 度 是 多 少 ? 

在 一 般 情形 下 , 这 两 个 问题 都 是 公开 问题 . 比如 说 , 熟知 对 于 计算 d(u, RS,[g,]) 
至 今 还 没有 复杂 度 方面 的 结果 . 对 于 一 些 特殊 情形 , 可 利用 有 限 域 上 的 Riemann 假 
设 来 决定 d(u, RS,[g, k]) 的 取 值 , 可 参见 文献 [2] 和 [6]. 

Reed-Solomon 码 是 最 简单 的 代数 几何 码 , 对 应 于 仿 射 直线 上 的 代数 码 ， 自 然 
的 : 对 于 一 般 的 代数 几何 码 , 子 域 子 码 以 及 码 的 迹 码 仍然 有 上 述 类 似 的 问题 . 因此 
在 这 方面 还 存在 很 多 有 趣 而 丰富 的 数学 问题 值得 研究 . 
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沙 努 尔 (Schanuel) 猜想 


Schanuel's Conjecture 


Schanuel 猜想 是 超越 数论 中 最 基本 最 前 沿 的 问题 之 一 , 它 被 认为 是 包含 了 目前 
已 知 的 与 指数 (对 数 ) 函数 值 的 超越 性 有 关 的 所 有 结果 以 及 所 有 合理 的 猜想 . 

某 个 非 零 有 理 系 数 多 项 式 方 程 的 实数 或 复数 根 被 称 为 代数 数 , 不 是 代数 数 的 
实数 或 复数 被 称 为 超越 数 . 超越 数论 是 现代 数论 的 重要 分 支 和 组 成 部 分 , 在 数学 的 
其 他 分 支 和 领域 均 有 极其 重要 的 应 用 . 该 理论 有 着 非常 悠久 的 历史 , 最 早 的 研究 可 
追溯 到 法 国 数学 家 Liouville 在 1844 年 的 工作 . 其 早期 的 标志 性 成 果 是 Hermite 在 
1873 年 所 证 明 的 e 的 超越 性 以 及 Lindemman 在 1882 年 所 证 明 的 r 的 超越 性 , 后 
者 导致 了 著名 的 古 希 腊 化 圆 为 方 问题 的 解决 . Hilbert 的 23 个 问题 中 的 第 7 个 问 
题 就 是 关于 超越 数论 的 , 该 问题 是 : 

E a 为 异 于 0,1 的 代数 数 而 8 为 代数 无 理 数 , 那么 a? 是 否 为 超越 数 ? 

比如 说 , 2v?,er = (—1)-* 是否 为 超越 数 ? Hilbert 当时 认为 此 问题 相当 困难 , 需 
要 新 思想 和 方法 , 很 可 能 要 在 黎 曼 猜想 与 费 马 大 定理 之 后 才能 被 解决 . 历史 与 他 开 
了 一 个 玩笑 : Gelfond 和 Schneider 在 1934 年 就 对 此 问题 分 别 给 出 了 一 个 正面 回答 . 
BA Q 表示 所 有 代数 数 的 全 体 , 则 该 集合 关于 加 、 减 、 乘 、 除 封闭 , 即 构成 一 个 域 . 
EÈ Gelfond-Schneider 定理 可 表述 为 : 若 z1, zs 为 非 零 代数 数 使 得 log zi,log x2 在 
有 理 数 域 Q 上 线性 无 关 , W log zi,log zs 在 Q 上 也 线性 无 关 . Gelfond 接 下 来 问 该 
定理 是 否 可 推广 到 多 个 变量 的 情形 ，Baker 在 1966 年 解决 了 此 问题 , 不 久 以 后 他 
还 证 明了 : # zi, … ,zn 为 非 零 代数 数 使 得 log z1,… logan 在 Q 上 线性 无 关 , 则 
llogz,,--- ,log zn Æ Q 上 也 线性 无 关 . 进一步 人 们 自然 会 问 这 些 对 数 之 间 是 否 存 
在 着 更 为 深刻 的 独立 性 , 由 此 产生 了 

对 数 代 数 无 关 性 猜想 。” 若 z1,… ,zn 为 非 零 的 代数 数 使 得 logri, ,logzn 
在 Q 上 线性 无 关 , Wl log zl …… ,log zn 代数 无 关 . 

回忆 一 下 , 我 们 称 复数 yy,… ,yn 代数 无 关 , 若 对 于 任何 不 恒 为 零 的 有 理 系 数 
的 n 元 多 项 式 P, WA P(wy,:… ,yn) 40. 由 前 面 的 Baker 定理 可 知 上 述 猜 想 在 
n —1 时 成 立 , 此 时 所 得 到 就 是 著名 的 Hermite-Lindemann 定理 . 但 当 n > 2 时 ,我 
们 距离 对 数 代数 无 关 性 猜想 的 解决 还 非常 匠 远 : 我 们 甚至 不 知道 是 否 存 在 代数 数 
11,12 使 得 log z1, log za 代数 无 关 ! 
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借助 于 指数 函数 ， 上 面 所 提 到 的 Hermite-Lindemann 定理 可 以 表述 成 : 若 B 为 
非 零 复数 , 则 Be? 中 必 有 一 个 为 超越 数 . 在 Carter 的 建议 下 , Lang 于 20 世纪 
60 年 代 将 超越 数论 发 展 到 代数 群 上 .Cartier 最 初 的 想法 是 将 Hermite-Lindemann 
定理 中 的 指数 函数 换 成 数 域 上 的 交换 代数 群 所 对 应 的 指数 函数 . Lang 不 仅 解 决 了 
Cartier 的 原始 问题 , 还 得 到 了 许多 别 的 有 趣 结果 , 其 中 包括 著名 的 六 指数 定理 . 该 
定理 是 说 : CE z1,… ,za 为 Q 上 线性 无 关 的 复数 , yj,… AQ 上 线性 无 关 的 复 
数 , 则 当 dl > d+ lit, e (1 < i<d,1<j<& 10) 这 dl 个 数 中 必 有 一 个 为 超越 数 . 
该 定理 于 1966 年 分 别 被 Lang 和 Ramachandra 所 独立 证 明 . 由 对 称 性 , 我 们 可 假 
设 d > 14, 于 是 由 条 件 dl > d 十 1 可 知 d > 3,1 22. 情形 d = 3,! = 2 是 最 为 本 质 
的 . Aa JUIN BIZ, 则 一 般 情形 可 立刻 由 之 导出 . 注意 到 在 此 特殊 情形 我 们 有 di = 6, 
这 就 是 该 定理 名 称 的 由 来 . 基于 六 指数 定理 , 人 们 进一步 猜想 : 

四 指数 猜想 ”者 zj,…… ,za 为 Q 上 线性 无 关 的 复数 , yj,… ,yy AQ 上 线性 
无 关 的 复数 , 则 当 dizdc-lBje"w(icixd1«jx«l)3 di 个 数 中 必 有 一 个 为 
超越 数 . 

同 前 面 一 样 , 只 需 证 明 该 猜想 在 d = l= 2 时 成 立 就 足够 了 . 可 以 证 明 , 对 数 代 
数 无 关 性 猜想 蕴含 着 四 指数 猜想 , 尽管 二 者 表面 上 看 起 来 很 不 一 样 . 虽然 对 数 代数 
无 关 性 猜想 是 20 世纪 末 超 越 数论 中 最 主要 的 猜想 之 一 , 但 它 不 是 最 一 般 的 . 

更 一 般 的 , 我 们 有 

Schanuel 猜想 ” 若 7z1,… ,zn N Q 上 线性 无 关 的 复数 , 则 zl ,zn, e7,--- 
e7 这 2n 个 数 中 至 少 有 n 个 代数 无 关 . 

当 ri, In 均 为 代数 数 时 , Schanuel 猜想 就 是 著名 的 Lindemann-Weierstrass 
定理 . 而 当 er:,…… ,ezn 均 为 代数 数 时 所 得 到 的 就 是 我 们 前 面 已 讨论 过 的 对 数 代 数 
无 关 性 猜想 . 关于 Schanuel 猜想 , 到 现在 为 止 , 人 们 只 是 考虑 了 一 些 附加 了 条 件 的 
特殊 情形 . 由 于 缺乏 有 效 的 工具 和 方法 , 人 们 目前 还 看 不 到 解决 该 猜想 一 般 情形 的 
希望 , 还 需要 引入 新 的 思想 和 手段 . Schanuel 猜想 蕴含 着 许多 有 趣 的 结论 . 比如 说 ， 
者 在 zl = 1,22 = 2in 时 Schanuel 猜想 成 立 , 则 e,n RAER. 值得 一 提 的 是 ,e,x 
的 代数 无 关 性 问题 至 今 还 尚未 解决 . 


参考 文献 


[1] Baker A. Transcendental Number Theory. Cambridge: Cambridge University Press, 
1975 

[2] Lang S. Introduction to Transcendental Numbers. Addison-Wesley Publishing Co, 1966 

[3] Liouville J. Sur des classes trés étendues de quantités dont la valeur n'est ni rationnelle 
ni méme réductible à des irrationnelles algébriques. C R, 1844, 18: 883-885, 910-911 


. 100 - 10000 个 科学 难题 。 数 学 着 


[4] Waldschmidt M. Diophantine Approximation on Linear Algebraic Groups. 
Springer-Verlag, 2000 


Berlin: 


[5] Waldschmidt M. Un demi-siècle de transcendance. Development of mathematics, 1950- 
2000, 1121-1186, Birkhàuser, Basel, 2000 


哥 德 巴赫 (Goldbach) 猜想 . 101 . 


哥 德 巴 赫 (Goldbach) 猜想 


Goldbach Conjecture 


哥 德 巴赫 猜想 是 解析 数论 中 最 重要 的 猜想 之 一 , 它 的 历史 可 以 追溯 到 1742 年 
可 德 巴 苗 致 大 数学 家 欧 拉 的 一 封 信 . 在 信 中 哥 德 巴赫 提出 了 他 的 猜想 , 用 后 人 整理 
过 的 语言 , 可 以 这 样 表 述 : 

I. 每 一 个 不 小 于 9 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 ; 

IL. 每 一 个 不 小 于 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 

如 果 猜 想 II 成 立 , 则 一 个 奇数 减 去 3 之 后 可 写成 两 个 奇 素数 之 和 , 因而 猜想 I 
RA. 由 此 可 见 , 猜想 ID 更 为 基本 . 我 们 知道 , 任何 一 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 分 解 
为 素数 之 积 , 素数 是 乘法 运算 中 的 基本 元 素 . 在 上 面 的 猜想 中 , 将 素数 放 到 加 法 的 
环境 里 , 表现 了 正 整 数 加 法 和 乘法 之 间 的 某 种 关系 , 而 这 两 种 运算 在 数学 中 是 最 基 
本 和 常见 的 . 

哥 德 巴赫 猜想 的 表述 非常 简单 ， 人 们 通过 大 量 的 验算 也 未 找 出 反例 , 数据 结果 
反而 是 倾向 于 支持 猜想 成 立 的 . 对 于 这 样 一 个 简洁 明了 的 猜想 , 欧 拉 没 能 够 提出 解 
RAK, 其 后 一 百 多 年 间 数 学 家 们 也 都 束手无策 . 

1900 年 , 数学 大 师 希 尔 伯 特 在 展望 20 世纪 数学 发 展 前 景 的 著名 演讲 中 , 提出 
了 23 个 问题 . 他 以 全 局 性 的 观点 来 看 待 数学 的 整体 发 展 , 并 将 哥 德 巴赫 猜想 作为 
第 8 问题 的 一 部 分 , 从 此 哥 德 巴赫 猜想 不 再 是 孤立 的 数学 难题 , 而 是 近代 数学 发 展 
中 重要 的 一 环 . 后 来 的 发 展 证 明 , 希 尔 伯 特 的 眼光 是 非常 正确 的 . 

1920 年 前 后 , 英国 数学 家 Hardy 和 Littlewood 发 表 了 系列 文章 来 研究 猜想 I, 
所 用 的 工具 是 他 们 与 印度 数学 家 Ramanujan 共同 创造 的 圆 法 . 通过 围 道 积分 , 猜 
想 I 中 奇数 表 为 素数 之 和 的 表示 个 数 可 写成 关于 某 个 Fourier 级 数 的 积分 , 而 积分 
路 径 是 半径 接近 于 1 的 圆周 这 就 是 圆 法 名 称 的 由 来 . Hardy 和 Littlewood 在 一 个 
很 强 的 假设 下 证 明了 猜想 I, 这 个 假设 至 今 仍 无 法 证 明 , 因而 他 们 的 结果 是 条 件 性 
的 . 虽然 如 此 , 他 们 将 离散 的 数论 问题 转化 为 连续 的 数学 问题 , 使 得 一 些 深 刻 的 数 
学 工具 得 以 应 用 , 这 无 疑 为 进一步 的 发 展开 辟 了 一 条 正确 的 道路 , 而 圆 法 也 已 成 为 
数论 中 最 基本 的 方法 之 一 . 

1937 年 , 苏联 数学 家 Vinogradov 证 明了 充分 大 的 奇数 可 以 表示 为 三 个 奇 素数 
之 和 . 他 建立 了 一 套 处 理 以 素数 为 变量 的 Fourier 级 数 的 方法 , 运用 这 种 新 方法 可 
以 避 开 上 述 困 难 的 假设 , 从 而 证 明了 无 条 件 的 结果 . 虽然 充分 大 奇数 的 下 界 远 远 超 
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出 目前 计算 机 所 能 够 达到 的 界限 , 但 在 数学 上 可 以 认为 猜想 I 已 经 基本 上 解决 了 . 
Vinogradov 定理 又 称 为 三 素数 定理 , 它 是 解析 数论 也 是 数学 上 最 重要 的 成 果 之 一 ， 
后 人 有 进一步 的 研究 , 比如 , 对 于 三 个 素数 加 各 种 限制 条 件 , 以 及 降低 充分 大 素数 
的 下 界 等 . 

现在 我 们 来 看 猜想 TI. 将 它 与 猜想 I 比较 , 从 方程 上 看 仅 差 一 个 素数 变量 , AA 
而 在 转化 为 连续 问题 之 后 , 这 个 变量 起 到 了 关键 性 作用 , 它 使 得 相关 的 估计 得 以 进 
AT. 对 于 猜想 I 人 们 无 法 沿用 猜想 I 中 的 方法 , 只 得 寻找 另外 的 途径 . 

目前 研究 猜想 II 的 主要 工具 是 得 法, 它 可 以 奶 漳 到 公元 前 200 多 年 古 希 腊 的 
Eratosthenes 第 法 , 今天 我 们 在 作 素 数 表 时 还 会 用 到 这 种 方法 . 得 法 是 一 种 初等 的 
组 合 方法 , 要 将 它 应 用 于 猜想 I 并 得 出 有 意义 的 结果 , 则 还 需 作 进一步 的 改造 . 另 
一 方面 , 由 于 得 法 的 一 些 局 限 性 , 人 们 不 可 能 一 步 达到 猜想 IL, 而 是 采取 逐步 表 近 
的 方式 . 1920 F, 挪威 数学 家 Brun 对 第 法 作 了 重大 的 改进 , 由 此 证 明了 充分 大 的 
偶数 可 以 表 为 两 个 正 整数 之 和 , 其 中 每 个 正 整 数 的 素 因子 个 数 均 不 超过 9, 这 个 结 
果 通 常 称 为 (9+9). Brun 为 用 得 法 研究 猜想 IL 开辟 了 一 条 新 的 途径 , 随 着 得 法 技 
术 的 发 展 , 上 述 的 素 因 子 个 数 会 不 断 地 减少 . 

中 国 数学 家 陈景润 、 王 元 、 潘 承 洞 对 于 猜想 ID 做 出 了 重要 的 贡献 , 得 到 了 国 
DASH) HAS. 陈景润 以 其 灵活 的 思路 和 深入 的 计算 证 明了 (1+2), 他 的 方 
法 对 于 得 法 是 一 个 重要 的 贡献 , 陈景润 的 (1+2) 和 Vinogradov 的 三 素数 定理 可 以 
称 得 上 是 哥 德 巴赫 问题 中 的 双 壁 . 意大利 数学 家 Bombieri 证 明了 比 陈景润 弱 的 结 
R (1+3), 这 是 他 获得 菲 尔 效 奖 的 工作 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 由 此 也 可 以 看 出 国际 
数学 界 对 于 哥 德 巴 赫 猜 想 的 关注 . 

从 表面 上 看 , (1+2) 离 猜想 II 只 有 一 步 之 遥 , 但 数学 家 们 认为 , 这 一 步 可 能 比 
以 往 走 过 的 路 的 总 和 还 要 长 . 因此 , 人们 也 在 寻找 另外 接近 猜想 II 的 途径 , 例如 ， 
华罗庚 等 人 利用 Vinogradov 方法 证 明了 对 于 除去 一 个 例外 集合 的 所 有 偶数 ,猜想 
II 总 成 立 . 不 断 放松 对 于 偶数 集合 的 相应 限制 直至 取消 , 也 是 逐步 接近 猜想 II 的 
一 条 途径 . 华罗庚 更 进一步 考虑 了 素数 变量 方 究 的 情形 , 这 拓宽 了 研究 的 范围 , 为 
后 人 提供 了 丰富 的 研究 题材 . 

ES Capa AR HOT It, 也 促进 了 其 他 一 些 经 典 问题 的 研究 . 例如 , 人们 要 
问 是 否 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p 十 2 仍然 是 一 个 素数 ? 这 是 著名 的 挛 生 素数 猜 
想 . 从 方程 上 看 , 这 个 猜想 与 猜想 IL 有 相似 之 处 , 用 证 明 (1+2) 的 方法 可 以 得 到 : 
存在 着 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p 十 2 的 素 因子 个 数 不 超 过 2. 另 一 个 例子 是 问 : 是 否 
有 无 穷 多 个 正 整数 r, 使 得 zz + 1 总 是 素数 ? 这 个 问题 比 挛 生 素数 猜想 更 困难 , 这 
是 因为 在 正 整 数 中 , 形 如 r? 十 1 NE p+2 稀少 , 所 以 , x? +1 为 素数 的 概率 更 小 . 
运用 第 法 可 以 证 明 , 存在 着 无 穷 多 个 正 整 数 r, 使 得 zz +1 的 素 因 子 个 数 不 超 过 2. 

哥 德 巴赫 猜想 被 誉 为 数学 中 的 一 颗 明 珠 , 正 是 因为 它 的 悠久 历史 、 简洁 明了 的 
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表述 、 与 数学 基本 问题 的 联系 , 以 及 在 研究 过 程 中 所 产生 的 重要 数学 方法 等 , CH 
迷人 光彩 吸引 了 一 代 又 一 代 的 数学 家 . 
参考 文献 
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关于 不 同 模 堆 盖 系 的 厄 尔 多 斯 (Erd5s) 问题 


Erdós' Problem on Covering Systems with Distinct Moduli 


对 于 有 限 个 剩余 类 构成 的 系 
A = (ai(modni),--- ,ap(modnk)} (mi S- < ny), 


如 果 每 个 整数 都 属于 A 中 至 少 一 个 剩余 类 , 则 称 A 为 一 个 (FR) 覆盖 系 (或 简称 
AR). Paul Erdis 悬赏 征 解 下 述 问题 : 不 同 模 履 盖 系 的 最 小 模 能 否 任 意 大 ? 即 是 
否 对 任 给 的 c» 0 AAA IET mA {ai(mod nj), ---, ay(mod ng)} (mi < < ng) 
使 其 最 小 模 ni BDA c? Erdós 多 次 指出 这 是 他 众多 问题 中 最 喜爱 的 一 个 (“This 
is my favorite problem of all."). 

覆盖 概念 是 由 Erdós 在 20 世纪 30 年 代 引 进 的 , 被 他 视 为 一 生 最 得 意 的 发 明 . 
中 国 剩余 定理 告诉 我 们 有 限 个 剩余 类 相交 何 时 非 空 ， 其 对 偶 问 题 便 是 有 限 个 剩余 
类 的 并 是 否 为 整数 集 Z. 能 否 在 多 项 式 时 间 内 判定 给 定 的 剩余 类 系 A 是 否 构成 履 
盖 系 等 价 于 算法 理论 中 著名 世界 难题 NP 是 否 等 于 P (L. J. Stockmeyer 和 A. R. 
Meyer, 1973). 现 已 知道 , 覆盖 系 还 与 加 法 数论 、 指 数 丢 番 图 方程 、 单 位 分 数 、 特 殊 
画 数 、 格 点 几何 、 不 可 约 多 项 式 理 论 等 有 紧密 的 联系 . 

Erdós HAHAHA MA 


{0(mod 2), 0(mod 3), 1(mod 4), 3(mod 8), 7(mod 12), 23(mod 24)} 


构造 了 一 个 全 由 奇数 组 成 的 剩余 类 , 其 中 每 个 数 都 不 能 表 成 2^ + p 的 形式 , 这 里 n 
为 非 负 整 数 , p 为 素数 . 如 果 关 于 不 同 模 履 盖 系 的 上 述 Erdos 问题 有 肯定 的 解答 ， 
则 对 每 个 + = 1 2,3,… 都 有 剩余 类 使 其 中 每 个 数 都 不 能 表 成 2^ + 0. 的 形式 , 其 
中 0 表示 至 多 有 r 个 不 同 素 因 子 的 正 整数 . 关于 不 同 模 履 盖 系 的 最 小 模 , 目前 最 
好 的 纪录 是 可 取 n, = 40 (P. Nielsen, 2008). 关于 不 同 模 覆 盖 的 另 一 个 著名 难题 是 
下 述 Erdós-Selfridge 猜想 : 模 都 大 于 1 的 不 同 模 覆盖 系 必 有 偶数 模 . 

容易 证 明 A 为 覆盖 系 时 模 的 倒数 和 1/ni + 十 1/nx 至 少 为 1, HERE A 
为 不 相交 有 覆盖 时 取 值 1. Erdós 曾 猜 测 A 是 异 于 AKTARAK A 一 定 不 
是 不 相交 和 覆盖. 20 世纪 60 年 代 H. Davenport, L. Mirsky, D. Newman 与 R. Rado 
分 别 独立 地 利用 帘 级 数 来 证 明 这 个 猜想 . 
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ATH AC T8 zs 38 de ec UU] B] KA, 对 于 这 类 覆盖 Erd5s 问题 没什么 意义 , Al 
为 不 是 {0(1)} 的 不 相交 覆盖 不 可 能 不 同 模 . 但 我 们 可 问 下 述 类 似 Erdós 问题 : AE 
M >1, 每 个 模 重 复 至 多 M 次 的 不 相交 禾 盖 系 最 小 模 能 否 任意 大 ? 1986 E R. J. 
Simpson 证 明了 N. Burshtein 的 一 个 猜想 , 进而 否定 地 回答 了 这 一 问题 . 

WA AAR A {a1(mod ni), ---, ak(mod np)} (1 < ma <--- < nj), Erdós 
与 J. L. Selfridge 猜想 最 小 模 ni 趋 于 无 穷 大 时 模 的 倒数 和 1/ni 十 … 十 1/nx 趋 于 
无 穷 , 2007 Æ M. Filaseta, K. Ford, S. Konyagin, C. Pomerance 4 G. Yu FAS#YEVE 
明了 这 是 正确 的 , 2008 年 S. Kim 又 把 他 们 的 结果 推广 到 代数 数 域 整数 环 的 理想 剩 
余 类 覆盖 上 . | 

AMA (尤其 是 不 同 模 覆盖 系 ) 有 许多 应 用 . 尽管 我 们 不 知道 Fibonacci 数列 
是 否 包含 无 穷 多 个 素数 , 但 应 用 履 盖 系 R. L. Graham 在 1964 年 证 明了 有 互 素 的 正 
整数 a 与 使 得 由 


Wo = a, uw; = b, Wn+1 = Wn + Wn-1 (n = 1,2,3,---) 


给 出 的 序列 wo, wi, wa, :… 不 含 素数 ; 最 近 吴 殉 俭 与 孙 智 伟 利用 覆盖 证 明 有 80 位 
的 正 整数 a 与 M 使 得 x = a (mod M) 时 2? 一 Fy,/2 至 少 有 两 个 不 同 素 因 子 . 
Selfridge HHA HAUEI 78557 x 2? 十 1 总 为 合 数 , 人 们 猜想 78557 是 最 小 的 正 整 
数 AEE k2" 十 1 总 为 合 数 . 1975 Æ F. Cohen 与 Selfridge 利用 覆盖 系 构造 了 不 能 
XJ 29 + p^ 形式 (其 中 p 为 素数 , a 与 为 非 负 整数 ) 的 一 个 94 位 正 整数 , 2000 
年 孙 智 伟 证 明 剩 余 类 


47867742232066880047611079 (mod 66483084961588510124010691590) 


中 每 个 数 都 不 能 tpe + g^ 的 形式 (其 中 p 与 9 为 素数 , a 与 b AAEM BA; 2008 
年 T. Tao 利用 Selberg 上 界 得 法 证 明 对 每 个 整数 a > 1, 素数 集 都 有 个 正 密 率 子 集 
使 其 中 每 个 素数 表 成 a 进 制 后 无 论 改变 哪 一 位 都 变 成 了 合 数 (a = 2 时 这 一 结果 蕴 
WAT Cohen-Selfridge 与 孙 智 伟 的 工作 中 ). 

剩余 类 a(mod n) 实际 上 是 加 法 循环 群 Z 的 指标 为 ”的 子 群 nZ 的 陪 集 a--nZ, 
因此 整数 环 的 同 余 覆盖 系 概念 可 推广 成 一 般 的 群 的 左 陪 集 覆 盖 . 关于 群 覆盖 的 一 个 
基本 结果 是 下 述 Neumann-Tomkinson 定理 : 如 果 群 G 的 有 限 个 左 陪 集 a1G1, …， 
akgGk( 其 中 ai,---, an AG 的 元 素 , G1,…, Ge AG 的 子 群 ) 构成 G 的 极 小 覆盖 ( 即 
LERAAR) 则 诸 指标 n1—[G:G1], ---, nk=[G:Gx] 都 是 有 穷 的 . 1974 年 Herzog 
与 Schónheim 提出 下 述 猜 想 : MRR G WARDER aG e, akGk(k > 1) 
构成 G NAAR ACB re, 则 诸 指标 ni—-[G:C1], ---, nn=[G:Gx] 不 可 能 两 两 互 异 . M. 
A. Berger, A. Felzenbaum 与 A. S. Fraenkel 证 明 这 个 猜想 在 G 为 有 限 容 零 群 与 
超 可 解 群 时 正确 ; 孙 智 伟 证 明 Gi, ---, Gx 在 G 中 次 正规 时 猜想 正确 , 而 且 诸 指标 
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ni 二 [G:G1], --+, nx=[G:Gx] 中 每 个 至 多 重复 出 现 M 次 时 最 小 指标 的 自然 对 数 不 超 
过 
(e? /1n2)M In? M+O(M lnM InlnM), 


这 里 与 O 有 关 的 常数 是 绝对 的 . 孙 智 伟 的 下 述 猜 想 远 未 解决 : 如 果 群 G 的 有 限 个 
左 陪 集 a1G4, .…, akGx 两 两 不 相交 且 诸 指标 [G:G1], …, [G:Gx] 都 是 有 穷 的 , 则 必 
Al<i<j<k 使 得 [G:Gi] 与 [G:G;] 的 最 大 公 因 子 至 少 为 . 
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关于 倒数 和 发 散 序列 的 厄 尔 多 斯 图 兰 
(Erdós-Turán) 猜想 | 


Erdós-Turán Conjecture on Sequence with The 


Sum of Reciprocals Divergent 


1936 年 Erdós 与 Turán 提出 了 下 述 一 般 猜 想 : 如 果 al < an < aa < … 为 递增 
的 正 整数 序列 且 级 数 bp 1/ai RA, 那么 该 序列 包含 任意 长 的 非 平凡 算术 级 数 (BD 
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公差 不 为 零 的 等 差 数 列 ). 鉴于 所 有 素数 的 倒数 和 发 散 ,，Erd5s-Turin AHS aR 
数 序列 包含 任意 长 的 非 平凡 等 差 子 序列 . 

1927 年 , van der Waerden 建立 了 下 述 著名 结果 : 如 果 所 有 自然 数 被 分 成 有 限 
类 , 那么 其 中 某 一 类 必 包 含 任意 长 的 非 平凡 算 术 级 数 . van der Waerden 定理 是 组 
合 数论 中 的 基本 结果 之 一 . 受 它 的 启发 , Erdós 与 Turán 猜测 自然 数 集 的 子 集 4 具 
有 正 的 上 密 率 时 A 必 包 含 任意 长 的 非 平 凡 算 术 级 数 . > 


rk(n)2max(|A| : A 为 {1,… ,n) 的 子 集 且 A 不 包含 长 为 k 的 非 平凡 算术 级 数 }， 


上 述 猜 测 相当 于 说 当 n 趋向 于 无 穷 时 ri(n)/n 趋向 于 0， 关 于 倒数 和 发 散 序列 
的 Erdós-Turán 猜想 比 这 还 要 强 , 因为 自然 数 集 的 子 集 4 具有 正 的 上 密 率 时 级 数 
» 1/a 发 散 . 


acA 


1953 年 , Roth 得 到 了 Erdós-Turán 问题 的 第 一 个 非 平 凡 结 果 . 他 证 明了 ra(m) = 
O(n/loglogn). Roth 的 证 明 是 基于 解析 数论 中 的 Hardy-Littlewood 圆 法 .1975 
Æ, Szemerédi 完全 证 明了 Erdós-Turán 关于 具有 正 的 上 密 率 集 的 猜测 ， 此 结果 现 
在 叫 Szemerédi 定理 . Szemerédi 的 证 明 是 纯 组 合 的 , 关键 的 技巧 是 Szemerédi IE 
则 化 引 理 . Szemerédi 正则 化 引 理 现在 已 经 成 为 图 论 中 的 重要 工具 之 一 . 1970 4E, 
Furstenberg 利用 遍历 理论 的 方法 , 给 出 了 Szemerédi 定理 的 新 证 明 . HRED A 
法 已 成 为 研究 Szemerédi 型 问题 最 强 有 力 的 工具 . 另 一 方面 , 遍历 方法 虽然 能 证 明 
rk(n)/n 趋向 于 0, 但 却 不 能 给 出 关于 rj(n) 的 非 平 几 的 界 . Szemerédi 的 组 合 方法 虽 
然 能 够 给 出 rk (n) 的 界 , 但 这 个 界 的 增长 远 超 过 任何 原始 递归 函数 . 1998 F, Gowers 
推广 了 Roth 的 方法 , 并 结合 和 集 理 论 中 深刻 Freiman 定理 与 Balog-Szemerédi 定 
理 , 给 出 了 Szemerédi 的 第 三 个 证 明 以 及 re(n) 的 较 好 的 上 界 . Gowers 证 明 的 一 个 
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重要 之 处 在 于 引入 了 Gowers 范 数 这 一 概念 . Belt, Röd 等 人 与 Gowers 分 别 独立 
将 Szemerédi 正则 化 引 理 推广 到 超 图 上 ， 从 而 给 出 了 Szemerédi 定理 的 第 四 个 证 明 . 

2005 ££, Green 与 Tao 利用 Furstenberg 证 明 的 思想 , 并 结合 了 Goldston, Pintz 
与 Yildirim 的 关于 素数 分 布 的 一 个 结果 , 证 明了 素数 中 包含 了 任意 长 的 非 平 几 算 
术 级 数 . Green 与 Tao 的 证 明 中 关键 的 部 分 是 一 个 转换 原理 , 将 素数 集 转换 成 自然 
数 的 一 个 正 密 率 子 集 , 然后 运用 Szemerédi 定理 . 

Green-Tao 定理 的 证 明 中 需要 运用 到 关于 黎 曼 5 函数 的 一 些 性 质 , 所 以 他 们 
的 方法 尚 难以 直接 用 于 处 理 关 于 倒数 和 发 散 序 列 的 Erdós-Turán 猜想 . 此 猜想 的 
难点 在 于 如 何 运 用 序列 倒数 和 发 散 这 一 条 件 . 不 过 , Tao 指出 只 要 对 某 个 。> 0 有 
rk(n) = O(n/(logn)!**), 就 可 以 推出 上 述 猜 想 . BSE, Erdós 甚至 认为 rk(n) = 
O(n/(logn)4) 对 任意 的 A > 0 都 成 立 . 关于 rp(n) WHR, 目前 仅 对 rs(n) 得 到 一 些 
比较 好 的 结果 . Behrend 证 明了 ra(n) > exp(—C(log n)!/2)n, 这 里 C 是 一 个 正常 数 . 
最 近 , Bourgain 证 明了 r3(n) = O(n(loglogn)?/(logn)?/3). k > 3 时 对 rr(n) 的 上 
界 所 知 甚 少 , Green 与 Tao 宣称 他 们 可 以 证 明 r4(n) = O(n/(logn)*) 对 某 个 c> 0 
成 立 . 
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关于 奇数 阶 阿 贝 尔 (Abel) 群 的 Snevily 猜想 


Snevily's Conjecture on Abelian Groups of Odd Orde 


1999 年 H. S. Snevily 提出 下 述 猜想 : 对 于 奇数 阶 (乘法 )Abel HG 的 天 
元 子 集 A = (a.a) 与 B = {b ,bk}, DA {1,---,k} 的 置换 o 使 得 
albud)…… ,Qkbo(k) 两 两 不 同 . 

大 家 知道 群 论 中 对 有 限 Abel 群 的 结构 早已 研究 清楚 , 要 想 提出 关于 Abel 群 
的 难题 似乎 不 太 容易 了 . Snevily 的 上 述 猜想 一 经 提出 , 就 因 其 简洁 优美 与 富有 挑 
战 性 而 受到 组 合 数论 界 的 广泛 关注 ,这 个 猜想 是 关于 调 序 的 众多 组 合 难题 中 最 典 
型 的 例子 . 

1952 年 M. Hall 证 明了 G. Cramer 关于 Zn = Z/nZ 的 一 个 猜想 , 并 把 它 推广 
成 下 述 关 于 有 限 Abel 群 的 结果 : W G = {a1,… an} An BT Abel SE, bi, ,bn 
为 它 的 (可 重复 ) 元 素 , 则 存在 {1,… ,n} 的 置换 o 使 得 aboa) ,anbotn) 两 两 
不 同 (BY G = {alibo，…… ,anbo(n)}) 当 生 仅 当 b. es SF G 的 单位 元 e. Snevily 
受 此 结果 启发 提出 了 他 的 关于 奇数 阶 Abel 群 的 猜想 . 

为 何 猜 想 中 要 求 Abel 群 G 的 阶 数 为 奇数 呢 ? 首先 注意 , 奇数 阶 Abel 群 没 有 
二 阶 元 , 因而 它 的 所 有 元 素 之 积 恰 为 单位 元 (每 个 元 与 它 的 道 元 乘 在 一 起 等 于 单位 
元 ). 其 次 , BANE G 必 有 二 阶 元 g, 取 A=B={e,g} 即 知 没有 要 求 的 结论 . 

对 于 n 阶 群 G = {a1,:… ,an}, CH) Cayley 乘法 表 是 个 n MIRE M, 其 i 行 
j 列 元 为 aiaj, 显然 M EA n MATA (其 每 行 元 素 各 不 相同 , 每 列 元 素 也 各 不 相 
同 ). 一 个 n 阶 拉丁 方 包含 拉丁 横 截 指 它 的 某 ”个 位 置 上 所 填 的 元 素 互 异 , 而 且 这 
n 个 位 置 中 没有 两 个 同行 也 没有 两 个 同 列 . Snevily 猜想 等 价 于 说 奇数 阶 Abel FEE 
法 表 的 每 个 阶 子 方 阵 都 包含 拉丁 横 截 . 

2000 年 Noga Alon 使 用 域 上 多 项 式 方法 证 明了 Snevily 猜想 对 奇 素数 阶 循环 
群 成 立 ， 事 实 上 ，Alon 证 明了 下 述 更 强 的 结论 : We p ABR A = {a ,ax} 
A Zp 的 元 子 集 , bb € Zp, MA k < p, WA {1, ,k} 的 置换 o 使 得 
di 0g (i) aak F sti) 两 两 不 同 . 2001 年 Dasgupta, Karolyi, Serra  Szegedy 
用 多 项 式 方法 对 奇数 阶 循环 群 证 明了 Snevily 猜想 ; 他 们 还 把 Alon 的 结果 推广 到 
RAR OMAR SHS Abel 群 上 , 并 提出 下 述 DKSS 猜想 : G 为 有 限 Abel 群 且 
IG| > 1 时 , 对 于 G 的 上 元 子 集 A = (a1, ,ap}( 其 中 天 小 于 |G| 的 最 小 素 因 子 
p(G)) 5 G 中 (可 重复 ) 元 hh, ---, bx, WA {1, ,k} 的 置换 o E aboa) s 
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Ohba (ky 两 两 不 同 . 2003 年 孙 智 伟 注意 到 对 于 挠 子 群 循环 的 Abel Sf G BJ k 元 子 集 
A={a;, "ees ax) 5 B={b;, Hesg bk}, REB 中 元 都 是 奇数 阶 的 (不 必要 求 G ER 
数 阶 的 ) 就 有 {1,… ,k} 的 置换 o 使 得 aboa) s, @kbo (ny 两 两 不 同 . 2004 年 高 维 
东 与 王 殿 军 用 群 环 方法 证 明 Abel p- # G E DKSS 猜想 在 k? < 2p 时 成 立 , 而 且 
Abel ÆG 上 Snevily 猜想 在 k? < p(G) 时 成 立 . 2008 年 冯 涛 、 孙 智 伟 与 向 青 利用 
外 代数 与 Abel 群 的 特征 证 明 关 于 Abel 群 G 的 DKSS 猜想 在 如 下 的 三 种 情形 下 
RL: OG 为 p- 群 , @ |G| 的 第 二 小 素 因 子 大 于 kt, © A 形 如 {a,a?,…, a (其 
H aze). 

2006 年 孙 智 伟 证 明了 下 述 类 似 于 Snevily 猜想 的 结果 : Wt G ARAM 
子 群 的 Abel 群 (不 要 求 G 是 奇数 阶 的 ), A={a1, ---, ak}, B={b1, +, bk}, C= 
{c1,…, ck} 都 是 G KI k WTR, WA {1,--- ,k} 的 置换 o 与 了 使 得 aibs(1)C6c) 5 
ax botes oo 两 两 不 同 . 因此 , n 阶 循环 群 的 立方 乘法 表 的 每 个 e 阶 立方 子 块 都 包含 
拉丁 横 截 . 孙 注意 到 这 一 结果 不 能 推广 到 一 般 的 有 限 Abel 群 上 , 事实 上 对 于 Klein 
四 元 群 C。xCz 它 就 是 不 对 的 . 

Snevily 猜想 在 组 合 数论 中 有 着 基本 的 重要 性 ,目前 所 用 的 研究 方法 都 无 法 彻 
底 解决 它 , 这 使 得 Snevily 猜想 极 富 挑战 性 .预计 最 终 解决 它 的 方法 将 有 力 地 推动 
组 合 数论 的 发 展 . 

最 后 指出 , Snevily 的 另 一 个 调 序 相 加 猜想 也 未 解决 : 设 cl, cs a, 为 整数 且 
k < n, WE {1,… , k) 的 置换 o 使 得 a +o(1),… ,ak + o(k) 模 n 两 两 不 同 余 . 
2002 年 Kezdy 与 Snevily 证 明了 k < (n + 1)/2 时 此 猜想 正确 , 孙 智 伟 与 叶 永 南 对 
此 做 了 推广 . 
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关于 有 限 域 上 代数 曲线 点 数 的 Drinfeld-Vladt 界 
The Drinfeld-Vladt Bound on Numbers of Points of 


Algebraic Curves over Finite Fields 


F, RÆ q 元 有 限 域 , 其 中 9 BRT RANA. 对 于 Fey] 中 每 个 不 可 约 多 
WA f(z,y), 我 们 有 一 条 (不 可 约 ) 代数 曲线 C : f(z,y) = 0. 以 NC) 表示 曲线 
C 上 坐标 属于 F 的 点 的 个 数 (包括 曲线 C 在 F, 上 的 无 穷 远 射影 点 ). 1941 F, A. 
Weil 提出 猜想 : 4 C 是 绝对 不 可 约 的 非 奇 异 曲 线 , 则 |jNa(C) 一 (q+1)| < 29/0, & 
H g = 9(C) 是 曲线 C 的 亏 格 (genus). Weil 本 人 于 1948 年 证 明了 这 个 猜想 , 证 
明 采 用 了 他 建立 的 代数 几何 新 概念 , 这 些 概念 将 代数 几何 的 研究 推进 到 一 个 新 的 水 
SE. 事实 上 , A. Weill 对 于 有 限 域 上 高 维 代数 簇 提出 了 更 一 般 的 猜想 , 高 维 Weil 猜想 
由 P.Deligne 于 1973 年 证 明 , 并 获得 1978 年 菲 尔 效 数学 奖 . 

数论 和 代数 几何 的 上 述 结果 , 在 通信 的 代数 编码 理论 中 得 到 令 人 振奋 的 重大 应 
FA. 1970 FR, 前 苏联 数学 家 Goppa 基于 Riemann-Roch 定理 , 构 作 了 新 型 的 纠 铺 
码 , 叫做 代数 几何 码 . 1982 年 , 三 位 代数 几何 学 家 Tsfasman,Vladut 和 Zink 采用 
模 曲线 构 作 代数 几何 码 , 其 纠 错 性 能 达到 甚至 超过 了 1952 年 的 Gilbert-Varshamov 
Jt, 是 纠 错 理论 的 一 个 重大 突破 . 后 来 Garcia, Stichtenoth 和 邢 朝 平 等 人 利用 更 初 
等 的 Artin-Schreier 曲线 族 给 出 类 似 的 结果 , 使 经 典 和 量子 纠 错 码 的 渐进 界 不 断 加 

纠 错 码 所 使 用 的 代数 曲线 C, 希望 其 上 有 较 多 的 点 , 即 希望 N (C) WAAK 
AQ. 代数 几何 码 的 应 用 提出 以 下 一 个 数学 问题 : 对 于 每 个 固定 的 整数 g > 0, 以 
A(q, 9) 表示 NQ(C)/9g(C) 的 最 大 值 , 其 中 C 过 亏 格 为 9 的 F, 上 全 部 代数 曲线 . 再 
令 Alq) = lim A(q,g). 问题 : Alq) =? 

这 个 来 源 于 应 用 的 问题 引起 一 些 著 名 数学 家 的 兴趣 . 这 个 问题 是 Ihara 于 1981 
年 提出 的 , 由 上 述 的 Weil 定理 可 得 到 Alq) < 2/4. 1983 年 , Drinfeld( 菲 尔 兹 奖 获得 
者 ) 和 Vladut 改进 了 Ihara 的 思想 , 证 明了 A(g) < V4 一 1. 而 Tsfasman,Vladut 和 
Zink( 以 及 Ihara) 利用 模 曲 线 理 论 给 出 : 当 9 为 平方 数 时 (BN q = p?" 为 素数 的 偶 次 
HER), Ala) = V4 一 1. 剩 下 的 问题 是 : WR q = ps 其 中 p 为 素数 , 目前 只 知 
Gilbert-Varshamov 界 A(q) < V4 一 1, 不 知 Alq) 的 确切 值 . 在 下 界 方面 , J.-P.Serre 
于 1983 FE: Alq) > clogq, 其 中 c 是 正 实数 . 后 来 下 界 有 所 改进 , 但 是 Serre 所 
采用 的 方法 (函数 域 类 域 的 无 限 序列 ) 仍旧 是 研究 此 问题 的 一 个 重要 手段 . 


关于 有 限 域 上 代数 曲线 点 数 的 Drinfeld-Vladt 界 gie 


除了 上 述 Gilbert-Varshamov 界 的 问题 之 外 , 明显 的 构 作 一 批 Fy 上 的 曲线 C, 
使 得 点 数 N, (C) 达到 Weil WER NC) = 14+¢+4 29(C) Va (这 时 C 叫做 极 大 曲 
线 ) 也 是 信息 应 用 领域 中 感 兴趣 的 问题 . 
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BA=2% (Langlands) 纲领 


Langlands Program 


AS 历史 背景 与 中 心思 想 


Riemann(1859) 猜想 Riemann ¢ 函数 


G(s) = Y Res > 1 
在 解析 延 拓 至 全 复 平 面 后 , 所 有 非 显然 零点 的 实 部 均 为 1/2991. 文献 [45] 提出 了 
有 限 域 上 n BER Bw EA Riemann 猜想 , 并 同时 证 明了 有 限 域 上 代数 曲线 与 
K RIRI Riemann 猜想 成 立 ，Delignels| 最 终 证 明了 Weil 所 提出 的 Riemann 猜 
想 [21]. 

Weil 和 Deligne 的 证 明 有 一 大 特点 , 即 不 是 对 单一 的 一 个 < 函数 证 明 Riemann 
猜想 , 而 是 对 一 族 C 函数 来 证 明 的 . Weil 的 证 明 启 发 了 Langlands 对 Riemann 
C PRIX. Artin L- 级 数 与 Hecke L- 级 数 进行 推广 , 形成 了 关于 自 守 L 函数 理论 
的 猜想 ( 见 文献 [31]~[33]). 为 了 构造 这 些 自 守 L 函数 , Langlands 利用 了 Harish- 
Chandra(1923-1983) 关于 半 单 李 群 表示 的 理论 , Borel(1923-2003) 与 Harish-Chandra 
关于 线性 代数 群 的 算术 理论 , 及 文献 [17] 关于 Whittaker 函数 的 理论 2]. Langlands 
同时 构造 了 工 群 的 概念 , 并 发 展 了 Eisenstein 级 数理 论 (1965). 

HF L 函数 是 通过 上 自 守 群 表示 定义 的 . Langlands 猜想 这 些 自 守 L 函数 之 间 
满足 某 些 和 谐 的 关系 , 并 存在 唯一 的 因 式 分 解 . 反映 到 自 守 群 表示 上 , 这 就 是 自 守 
群 表示 之 间 的 函 子 性 , 这 种 函 子 性 猜想 可 以 完全 由 工 群 之 间 的 映射 来 确定 . 给 定 一 
个 线性 代数 群 , 它 在 基 域 上 的 自 守 群 表示 与 某 一 个 扩 域 上 的 群 表示 之 间 的 关系 称 作 
基 变 换 , 是 函 子 性 的 一 个 特例 . 

Langlands 函 子 性 猜想 第 一 个 被 验证 的 实例 是 代数 数 域 上 GL 的 自 守 表示 与 
四 元 数 代数 的 乘法 子 群 的 表示 之 间 的 函 子 性 43， 这 部 经 典 著 作 中 所 证 明 的 函 子 性 
同时 也 提出 了 Artin 猜想 的 原始 形式 与 函 子 性 猜想 的 关系 ,Artin 猜想 也 被 重新 表 
RA Galois 群 的 二 维 复 表 示 与 GL; 自 守 群 表 示 之 间 的 函 子 性 猜想 . 

Artin 猜想 站 指出 Galois 群 上 构造 的 Artin L 函数 为 全 纯 . Langlands 猜想 这 
些 Artin L 函数 实质 上 都 应 该 是 自 守 群 表示 的 工 函数 . 这 样 , 通过 文献 [10] RTA 
守 工 函数 的 理论 与 全 纯 性 的 证 明 , Artin L 函数 的 全 纯 性 就 可 由 其 函 子 性 推出 . 


BH*525 (Langlands) 纲领 I5 


X EJXQ 上 的 一 个 椭圆 曲线 , 我 们 可 以 定义 椭圆 曲线 E 的 Hasse-Weil L K 
数 L(s,E). Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜想 E(Q) 的 Mordell-Weil 秩 等 于 L(s, E) 
在 s=1 处 的 零点 的 阶 . Shimura-Taniyama-Weil 猜想 L(s,E) 等 于 某 个 自 守 工 ER 
数 (1950s). 这 个 猜想 最 终 被 Taylor-Wilesl43] 与 Breuil-Conrad-Diamond-Taylor 
证 明 . Taylor-Weil43| 的 证 明 在 Wilesl46] 对 Fermat 大 定理 的 证 明 中 起 了 关键 性 的 
作用 . 

上 述 结果 进一步 地 支持 了 Langlands 关于 L 函数 的 猜想 , 即 最 一 般 的 工 函数 
都 应 该 是 代数 数 域 上 GL, 的 自 守 工 函数 , 而 这 些 自 守 工 函数 均 可 唯一 地 分 解 为 
“标准 ”L 函数 的 乘积 . 这 里 , 标准 工 函数 指 Q 上 GL, 的 自 守 尖 点 表示 所 对 应 的 
L 函数 . 这 里 分 解 的 唯一 性 可 以 通过 和 群 表示 论 的 方法 或 分 析 方 法 来 证 明 . 

在 几何 方面 , 设 X 为 一 个 光滑 的 、 射 影 的 、 几 何 上 不 可 约 的 、 在 有 限 域 上 的 
代数 曲线 , mi (X) 为 其 6tale 基本 和 群 . Langlands 猜想 mi(X) 的 任意 n 维 不 可 约 的 
£ 进 表 示 均 可 一 一 对 应 于 函数 域 上 GL, 的 自 守 表示 . 这 个 函数 域 上 的 Langlands 
对 应 在 GL; 的 情况 下 由 Drinfela") 证 明 , 而 一 般 情况 由 Laftorguel28 证 明 . 几何 
Langlands 猜想 更 进一步 预见 ri(X) 的 n 维 不 可 约 £ 进 表示 均 对 应 于 Hecke RA 
特征 层 [29,35]. 


=. HFR 
设 下 为 一 代数 数 域 ,v 为 下 的 一 个 Archimedes 或 非 Archimedes 赋值 , F, 为 下 
在 该 赋值 下 的 完备 化 扩 域 . F 的 阿 代 尔 环 由 限制 乘积 FA = IF, 定义 . WG 为 一 
可 简约 线性 代数 群 , 则 我 们 有 GF.) 及 其 有 理 点 G(F). 记 G 的 中 心 子 群 为 Z. Bi 


MG —GL,, mz-{ ( E . 设 w 为 F ORR F 上 的 一 个 非 平 


MIE, 其 在 F* 上 平凡 , W w 又 可 被 看 作 Z(F)NZ(FA) 上 的 一 个 特征 . 

考虑 函数 空间 L?(Z(FA)G(F)NG(FA), w), 其 中 的 函数 对 有 理 点 左 不 变 : f(yg) = 
f(g),v € G(F),g € G(FA); 以 w 为 中 心 特 征 : f(zg) = w(z)f(g9),z € Z(FA),g € 
G(FA); 并 且 积 分 


n |f (s) dg < oc. 
Z(FA)G(F)NG(FA) 
记 L?(Z(Fa)G(F)\G(Fa), w) PHRA ARE OTR TEN. 满足 
/ f(ng)dn 20, 对 几乎 所 有 g € G(FA) 
N(F)\N (FA) 


的 函数 f 所 构成 的 子 空间 为 L2(Z(F,)G(F)\G(Fa),w). 例如 对 于 G = GL, 非 平 
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凡 抛 物 子 群 可 取 为 


GL, x Li K 
P= 3 UN = 


Ü ot, 0 x 
定义 群 G(FA) 在 空间 L?(Z(Fa)G(F)\G(Fa), w) 上 的 右 正 则 表示 为 
p : G(FA) > End(L*(Z(Fa)G(F)\G(Fa), w)), (o(g)f)(h) = f(h). 


p 在 子 空间 L2(Z(FA)G(F)NG(FA),w) 上 有 离散 谱 分 解 , o 在 L2 上 任意 一 个 不 可 约 
TER r 被 称 为 自 守 尖 点 表示 . p 在 LZ 之 外 的 连续 谱 分 解 可 以 用 Eisenstein 级 数 
理论 得 出 . 

自 守 尖 点 表示 n 可 以 分 解 成 局 部 表示 的 乘积 7 = Guns, 其 中 m, 为 G(F,) 的 
光滑 , 可 容许 不 可 约 表示 . m, 可 以 用 Weil 群 或 Weil-Deligne 群 的 连续 同 态 来 描 
XR. id F, AF, 的 代数 闭 域 , Fw AF, 的 最 大 非 分 歧 扩 域 , 则 Gal(Fur/Fo) 同 构 
于 ILZ, = Z. 定义 Gal(F,/F,) > Gal(Fwr/F,) AM F, 到 了。 的 限制 . 记 为 
Z = Gal(F,./F,) 由 Frobenius 元 素 F, 生成 的 无 限 循 环 子 群 , 则 Weil S£ We, A Z 
在 这 个 o PEDES, 而 Weil-Deligne EE Wi. 为 Wr 与 C 的 一 个 半 直 积 . 利用 群 G 的 
MA, 可 以 定义 群 G 的 LE LGH. LRA -ARHAR G 半 直 积 一 个 Galois 
群 : TG = "(G/F) = ^ G9 x Tr, 其 中 Tr = Gal(F/F). Ban “(GL,/F) = GL,(C) x Ts. 

局 部 Langlands 对 应 猜想 指出 G(F,) 所 有 可 容许 不 可 约 表示 可 被 分 拆 成 有 限 
非 空子 集 “L 小 包 ”, 而 这 些 L 小 包 均 可 用 从 Wr, 或 Ws 到 LG 的 连续 同 态 唯 一 
描述 . GL 的 局 部 Langlands 猜想 由 Kutzkol27] 证 明 . GL, 的 局 部 Langlands 猜想 
由 Harris-Tayloril3] 与 Henniart!!4) 独立 证 明 . 对 于 一 般 线 性 可 简约 代数 群 , 这 个 猜 
想 尚未 得 以 证 明 . 

局 部 Langlands 对 应 可 以 用 来 构造 局 部 Langlands L 因子 L(s, rs), 从 而 定义 
L 函数 : 

L(s,7) = II 有 限 卫 (s, To),A(s,T) = II 所 有 , 卫 (s, To). 
Langlandsl33] 证 明了 对 于 自 守 人 尖 点 表示 r, 定义 L(s,m) 与 A(s, m) 的 无 穷 乘 积 当 
Res 充分 大 时 收敛. 

Godement-Jacquet 0) IRE MYT L 函数 LS 5E Ac7， 其 方法 不 同 于 以 上 局 
部 Langlands 对 应 的 方法 . LS” 与 AC? 有 很 好 的 解析 性 质 与 函数 方程 ， 由 局 部 
Langlands 猜想 的 证 明 可 得 出 对 于 GZ 它们 与 L(s, 7). Als, 7) 相等 . 

Langlands 对 Artin 猜想 的 重新 表述 可 以 写作 Langlands 互 反 律 猜 想 : Ko 为 
Gal(F/F) 或 相对 Weil 群 到 1G 的 一 个 连续 同 态 . 这 样 的 o 的 等 价 类 应 该 与 群 G 
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的 自 守 表示 r 对 应 , 并 有 着 同样 的 工 函数 L(s,o) = LE (s, r). 对 于 G = GL,, 
Langlands 互 反 律 猜想 当 n = 1 时 即 为 类 域 论 . 当 n = 2 时 , 如 果 Galois 群 的 二 维 
表示 是 四 面体 群 或 八 面体 群 的 类 型 , 这 个 猜想 被 Langlandsla0 与 Tunnell 证 明 . 
而 当 这 个 二 维 表示 为 二 十 面体 类 型 , 或 当 G 不 是 GLi, GL IN, Langlands 互 反 律 
猜想 仍然 未 知 . 

利用 L 群 的 概念 , Langlands 函 子 性 猜想 可 作 如 下 描述 . KGS H AME 
上 两 个 可 简约 线性 代数 群 ，G 为 拟 分 裂 的 . Ru: ^H 5 HG 为 一 个 工 同 态 . 这 
里 一 个 连续 同 态 :^Ho 1G 被 称 为 一 个 工 同 态 , 如 果 v^mB 是 一 个 复 解 析 同 
态 : ^H? > tG. OF F 的 任意 赋值 v, 设 如 A v 限制 到 了 (H(F,)) 一 了 (G(F,)) 
的 映射 . 利用 局 部 Langlands 猜想 , ix 设 (9s). 为 从 五 (F,) 的 局 部 群 表示 到 G(F,) 的 
局 部 群 表 示 的 对 应 . 设 r = Syn, 为 H(FA) 的 一 个 自 守 表示 . Langlands 猜想 利用 
IL, € (加 )*(r) 可 以 构造 一 个 G(FA) 的 自 守 表示 I= &yIL,. 同时 有 问题 : 40 A 
自 守 人 尖 点 表示 时 , 在 什么 条 件 下 IL 亦 为 尖 点 表示 ? 

例 一 , WH A={1},G=GL,, W ^H = {1} «Ty, “G=GL,(C) x Tr. XE aH 
Dg 的 一 个 n 维 复 表示 , 0 : Tp 一 GLn(C). EM LAA V(1,y) = (o(y), y), y € Fr. 
对 于 这 个 工 AS, 函 子 性 猜想 就 是 Langlands 互 反 律 猜 想 . 

例 二 , 3x E X FBJ—^ m & Galois PIR, ix H Jg F 2H. VK G = Rgjg H, 
即 G 由 五 从 下 到 下 限制 基 域 而 得 出 , G(F) = A(E). 则 ^H — ^H? xTs, 


Lg —(F.H9 x -x H’) x Ty. 
etel 


m 个 


EX LA v:^H >G, ylz, y) = (z,--,r,y,re Ho, yere, HE Ho 上 为 
对 角 线 映射 . 对 这 个 y 的 函 子 性 叫 作 基 变 换 . 

“EW F 的 可 解 Galois 扩 域 时 , H = GL 的 基 变 换 由 Saito! 与 Langlands!*4 
证 明 , H = GL, 的 基 变换 由 Arthur-Clozel! 证 明 . 当下 是 下 的 二 次 扩 域 时 ，GZ。 
的 基 变 换 可 以 由 某 个 工 函数 在 s = 1 点 的 解析 性 质 来 描述 ,或 由 群 表示 空间 的 
函数 在 酉 群 上 的 积分 来 描述 . 这 种 二 次 扩 域 基 变 换 的 存在 与 描述 , 由 Jacquet et. 
al(1986-2005) 利用 相对 迹 公式 证 明 . 当 E/F 非 可 解 时 , 或 当 H dE GL, 时, 基 变 换 
的 存在 仍然 未 知 . 

例 三 , & H = GL, G = GLm+i, 则 了 H = GL2(C) «Tg, G = GLm+1(C) x Tse. 
id Sym” : GL4(C) 一 GLa44(C) 为 群 GL2(C) 的 m RHR RR, 其 作用 在 m 次 
对 称 张 量 空间 上 . W LAA y: H > tG, ylz, y) = (Sym"z, y) 预见 了 从 GL B 
FRAN m 到 GL 自 守 表示 Sym™7 WATIE, 并 且 当 0 是 估 反 表示 时 ， Sym" 
除 特殊 情况 外 亦 为 尖 点 表示 , L(s, Sym") AAA eR RL. 

对 于 Sym’, Shimural?] 证 明了 L(s,Sym?z) 为 全 纯 . Gelbart- 8 证 明 
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了 Sym2x 的 孙子 性 并 确定 了 Sym?s 为 尖 点 表示 当 且 仅 当 r 非 二 面体 型 ， 对 于 
Sym3r， 其 函 子 性 与 尖 点 表示 的 条 件 由 Kim-Shahidil25] 证 明 ，Sym4r 的 函 子 性 为 
Kim? 证 明 , 其 尖 点 表示 条 件 由 Kim-Shahidi?4 得 出 . 

利用 Sym4r KATIE, Kim-Sarnak??) 证 明了 对 GLo(QA) 的 尖 点 表示 m, 当 
To 为 非 分 歧 的 时 候 , |o (j,p)| < p7/; 24 mo. 为 非 分 歧 时 , [Reps (7)| < 7/64. 这 里 
as (3, p), ux (3),3 — 1,2, E r HI L RAA H: 


A(s,7) = L(s,moc)L(s, 7), L(s, Tæ) = II DR(s uj), 
I'a(s) = rPI (8/2), L(s,n) = lI L(s, 7p), 


2 
L(s, Tp) = | [(1 — az (j, pp)’. 
j=l 

同时 他 们 还 证 明了 对 于 同 余子 群 C SL2(Z), EFE HRT 上 的 非 欧 Laplace 
算 子 的 第 一 个 正 特征 值 A1 > 1/4 — (7/64)?. 

对 于 GL, 的 广义 Ramanujan 猜想 预见 |o (j,p)| = 1, Reus (j) 20,5 = 1,---,n, 
当 mp 与 mos 为 非 分 歧 时 成 立 . 如 果 对 任意 m, Sym" 的 函 子 性 能 够 建立 , 则 GL» 
的 广义 Ramanujan 猜想 就 得 以 证 明 . Selberg 特征 值 猜想 预见 Ai > 1/4, 上述 
和 1 > 1/4 — (7/64)? 亦 为 迄今 最 好 的 结果 . 

对 任意 m, Sym™7 的 沙子 性 还 可 以 推出 对 GL, 自 守 表示 的 Lindelof 猜想 : 

L(1/2 + it, n) Ke c(n,t)*, 
这 里 i19] 
c(n,t) = N T] TE G+ ler G9) + itt) 


为 L(s,7) 的 解析 前 导 子 , Ne 由 L(s,7) 的 函数 方程 A(1— 5,8) = ENET A(s, 1) 
给 出 , 元 n RAR, |ex| = 1,d(v) = 1 MEF, = R, d(v) = 2 WR F, =C. 
L(1/2 + it, v) 的 平凡 上 界 可 由 Phragmén-Lindelöf 凸 性 原理 推出 , 故 称 为 凸 性 
F: 
L(1/2 + it, r) Ke c(n,t)!/***. 
超越 凸 性 界 的 非 平 凡 上 界 称 作 次 凸 性 界 . 对 于 GL RARA, L(1/2+it, r) 的 次 凸 
ERE 上 的 方面 由 Good!!! 与 Meuramn!®4 得 出 , 在 谱 u(i) 的 方面 由 Ivić’ 与 
Pengl38 得 出 , 在 上 与 1. (j) 同时 由 Jutila-Motohashill9 得 出 , 在 前 导 子 Ni 方面 由 
Duke-Friedlander-Iwaniec!®] 得 出 . 这 些 次 凸 性 界 最 好 的 指数 可 以 达到 1/3 + e. 
GLaL 函数 的 次 凸 性 界 结果 仅 限 于 Rankin-Selberg L 函数 L(s, f x g), 其 中 f 
与 g 为 尖 点 形式 , 9 固定 . 在 uG) 方面 的 次 凸 性 界 由 Sarnak*! E Lau 等 94 得 
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出 ,在 t+ 与 ur) FI Jutila-Motohashi?°l 得 出 , 在 前 导 子 Ny 方面 , 由 Kowalski- 
Michel-VanderKam$,, Michell’, Harcos-Michel!?] 得 出 . 这 里 在 jy(j) 方面 最 好 的 
上 和 界 亦 为 1/3+ e. 前 导 子 Nj 方面 的 次 凸 性 界 可 以 用 来 解决 Q 上 某 一 类 Shimura 
曲线 上 Heegner 点 的 不 完全 轨道 的 一 致 分 布 问题 1. 

GLgL 函数 的 次 凸 性 界 结果 仅 限 于 三 重 乘 积 LEX Ls, f x gxh), 其 中 f,g,h 
均 为 尖 点 形式 . 当 f AILÉBÉBÉVAAECEGXUM, L(1/2--it,f x f x h) 的 次 凸 性 界 由 
Sarnak^*! 与 Lau 等 4 得 出 . 这 个 结果 可 用 来 推出 测度 | f(z) 2 dedy/y? 在 TNH 上 
的 一 致 分 布 性 , 在 量子 物理 上 有 重要 的 应 用 . 当 9 与 h EN, L(1/24- it, f x g x h) 
HF us) 的 次 凸 性 界 由 Bernstein-Reznikov?! 得 出 . 

对 于 其 他 的 工 函数 , 未 知 次 凸 性 界 . 
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类 数 1 实 二 次 域 的 高 斯 猜想 


Gauss Conjecture on Real Quadratic Number Fields 
with Class Number One 


高 斯 在 1801 年 出 版 的 《数论 研究 》(Disquisitions Arithmeticae) 一 书 的 第 五 章 
中 系统 地 讨论 了 二 次 型 表示 整数 的 问题 , 对 于 给 定 的 不 全 为 零 的 整数 a,b,c, DE 
Jj f£ az? + bay + cy? = n 对 哪些 整数 ”方程 有 整数 解 (n, y). 这 个 问题 起 源 于 费 马 
(Fermat) 在 17 世纪 的 一 个 猜想 : 每 个 被 4 RR 1 的 素数 p 都 可 表示 为 两 个 整数 的 
平方 和 , 即 方程 zz+y2 = p 必 有 整数 解 . 高 斯 把 这 个 方程 写成 p = (z+iy)(z 一 iy)(i = 
V-I), 然后 考虑 所 有 形 如 a --ib 的 复数 , 其 中 a 和 b 都 是 整数 (后 人 称 这 样 的 复 
数 为 高 斯 整数 ). 所 有 高 斯 整数 组 成 的 集合 Zi] 是 一 个 (交换 ) 环 , 后 人 称 为 高 斯 整 
数 环 (其 中 2 表示 通常 整数 形成 的 环 ). 高 斯 把 通常 整数 环 Z 中 素数 的 定义 推广 到 
环 zlil 中 , 后 人 称 为 高 斯 素数 : 一 个 高 斯 整数 a = a + i 是 高 斯 素数 , 是 指 a 不 为 
0, 士 1 和 +i, FFA a 不 是 绝对 值 均 小 于 |a| = Vo? 十 好 的 两 个 高 斯 整数 的 乘积 . 利 
用 这 些 概 念 , 上 述 费 马 猜想 可 以 表述 为 : 每 个 被 4 RR 1 的 素数 p 都 不 是 高 斯 素 
数 (BU p 为 两 个 共 斩 的 高 斯 素数 的 乘积 ). 高 斯 发 现在 环 Zli) 中 也 有 唯一 分 解 性 质 ， 
即 每 个 高 斯 整数 alal > 2) 均 可 表示 成 有 限 个 高 斯 素数 的 乘积 , 并 且 表示 法 本 质 上 
是 唯一 的 . 利用 环 Z 的 这 个 性 质 , 高 斯 不 仅 证 明了 费 马 的 上 述 猜 想 , 而 且 完 全 决 
定 了 对 哪些 正 整数 ”方程 zz +y =n 有 整数 解 , 甚至 还 决定 了 整数 解 (x,y) 的 个 
数 . 

高 斯 整数 环 GZ 的 分 式 域 是 Qll = Q(V/-1], 它 是 有 理 数 域 Q 的 二 次 扩 域 , 即 
实 二 次 数 域 . 在 研究 任意 不 定 方 程 cz2+bzy+cy2 = n 的 整数 解 时 , 需要 研究 一 般 的 
二 次 数 域 K = Q[Vd), 其 中 a 为 整数 , d 4 1 并 且 d 不 被 任何 素数 p 的 平方 所 除 尽 . 


二 次 数 域 K 的 代数 整数 环 为 Ok = ZId|( 当 d = 2,3(mod4) BI), 或 Z ae a 


(4 d=1(mod4) 时 ). 高 斯 的 问题 是 : 对 哪些 二 次 数 域 K = CIVdl, 环 Ok RANE 
一 因子 分 解 性 质 ? 

当 gq > 0 时 , K = Q[vd] 叫做 实 二 次 域 (AA K 是 实数 域 的 子 域 ), 25 d < 0 
IN, K 叫 虚 二 次 域 . 高 斯 发 现 d = —1,—2,—3,—7,—11,—19, —43, 一 67 和 一 163 AY, 
Ox 具有 唯一 因子 分 解 性 质 , 并 且 再 没有 发 现 其 他 虚 二 次 域 有 此 性 质 . 而 对 于 实 二 
次 域 K, 发 现 有 许多 Ok 具有 唯一 因子 分 解 性 质 . 于 是 他 提出 如 下 的 猜想 : 

(D REER 9 个 虚 二 次 域 K, Ox 具有 了 唯一 因子 分 解 性 质 ; 
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(ID) 存在 无 穷 多 个 实 二 次 域 K, 使 得 Or 具有 唯一 因子 分 解 性 质 . | 

高 斯 的 这 项 研究 成 为 数论 的 一 个 新 分 支 代数 数论 的 起 点 .代数 数论 研究 代数 
数 域 ( 即 有 理 数 域 的 有 限 次 扩 域 , 简称 为 数 域 ) 和 它 的 (代数 ) 整数 环 Ok 的 性 质 . 
数 域 K 中 的 分 式 理想 群 I(K) 有 一 个 子 群 P(K), 叫做 主 分 式 理 想 群 , 商 群 C(K) = 
I(K)/ PUK) 叫做 数 域 K 的 理想 类 群 (简称 为 类 群 ), 这 是 一 个 有 限 交 换 群 . 群 C(K) 
的 阶 数 AK) = |C(K)| 叫做 数 域 K 的 理想 类 数 (简称 为 类 数 ). 可 以 证 明 : h(K) = 1 
当 且 仅 当 环 Ok 中 每 个 理想 都 是 主 理想 , 也 当 且 仅 当 Or 具有 唯一 因子 分 解 性 质 . 
TÆ, 高 斯 上 述 两 个 猜想 可 以 重新 叙述 为 : 

(I) 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 只 有 9 个 ; 

(II7) RHA 1 的 实 二 次 域 有 无 穷 多 个 . 

猜想 (I) 于 1967 年 由 英国 数学 家 Baker 和 美国 数学 家 Stark 分 别 独 立 给 予 证 
BH. 前 者 使 用 了 超越 数论 的 工具 , 而 后 者 则 采用 了 模 形 式 理论 中 的 深刻 结果 . 而 高 
斯 关于 实 二 次 域 的 猜想 (II^) 至 今 未 能 解决 . 

代数 数 域 的 类 群 和 类 数 问 题 是 经 典 代 数 数 论 的 核心 问题 之 一 . 1983 年 , H.Cohen 
和 H.W.Lenstra 甚至 提出 了 更 大 胆 的 猜想 : 对 于 许多 种 类 型 的 数 域 , 对 于 给 定 的 有 
限 交 换 群 G, 在 判别 式 D(K) < r 的 所 有 这 类 数 域 中 ,类群 为 G 的 所 占 比 例 当 
z 一 十 oo 时 存在 极限 o, 并 且 它 们 给 出 非 负 实数 a 的 猜想 值 . 大 量 数据 计算 支持 
他 们 的 猜想 的 正确 性 . 以 实 二 次 域 K = Q[Vdl 为 例 , 它 的 判别 式 为 D(K) = 4d( 当 
d = 2,3(mod4) 时 ), 或 D(K) = d( 当 d = 1(mod4) Bj). 高 斯 已 经 证 明了 当 D(K) 
不 是 素数 时 , K 的 类 数 为 偶数 , 从 而 h(K) > 2. 按照 Cohen-Lenstra 猜想 , 当 D(K) 
通过 所 有 的 素数 时 , 所 有 D(K) <r 的 实 二 次 域 当中 类 数 为 1 的 比例 ( 当 z +00 
时 存在 极限 值 ) 为 76%. 在 H.Cohen 和 H.W.Lenstra 提出 猜想 的 时 候 , 只 知道 对 实 
三 次 域 的 一 种 情形 这 个 猜想 是 正确 的 . 目前 , 已 经 证 明了 这 个 猜想 对 许多 情形 是 对 
HP, 但 是 对 实 二 次 域 的 情形 仍 没 有 本 质 性 的 突破 . 
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黎 曼 (Riemann)zeta 函数 在 奇 正 整数 点 处 值 的 超越 性 


Transcendence of Values of Riemann Zeta Function 
at Odd Positive Integers 


RS zeta 函数 在 奇 正 整数 点 处 值 的 超越 性 猜想 是 超越 数论 发 展 过 程 中 的 重要 
问题 之 一 . 

不 满足 任何 非 零 有 理 系数 多 项 式 方程 的 实数 或 复数 被 称 为 超越 数 ， 超 越 数 论 
是 现代 数论 的 重要 分 支 和 组 成 部 分 , 在 数学 的 其 他 分 支 和 领域 均 有 重要 的 应 用 . 该 
理论 有 着 非常 悠久 的 历史 , 最 早 的 研究 可 追溯 到 法 国 数学 家 Liouville 在 1844 年 的 
工作 . 超越 数论 早期 的 标志 性 成 果 是 Hermite 在 1873 年 所 证 明 的 e 的 超越 性 以 及 
Lindemman 在 1882 年 所 证 明 的 x 的 超越 性 ， 后 者 还 导致 了 著名 的 古 希 腊 化 圆 为 方 
问题 的 解决 , 而 Hilbert 的 23 个 问题 中 的 第 7 个 问题 就 是 关于 超越 数论 的 . 经 过 
许多 数学 工作 者 的 不 懈 努 力 , 超越 数论 目前 已 发 展 得 十 分 深刻 和 丰富 , SEBAVL 
何 的 交汇 和 融合 更 是 其 当前 发 展 的 一 个 显著 特点 和 趋势 , 但 悬 而 未 解 的 问题 还 有 很 
L, 而 黎 曼 zeta 函数 值 的 超越 性 问题 则 是 其 中 最 为 著名 的 问题 之 一 . 

对 任意 实数 s > 1, 定义 


ou 
= ROC — 

这 就 是 著名 的 黎 曼 zeta HM. Euler 在 18 世纪 就 是 借助 该 函数 得 到 了 素数 个 数 无 
限 性 的 一 个 漂亮 证 明 . 而 Riemann 则 在 1859 年 创造 性 地 将 之 解析 延 拓 成 复 变量 
函数 使 之 成 为 数论 特别 是 解析 数论 中 最 基本 的 算术 函数 之 一 . 可 以 证 明 , 对 任意 整 
数 n>1, WA C(2n) = bar”, 其 中 bn 为 非 零 有 理 数 . 由 此 立刻 可 知 C(2n) 为 超越 
数 . 于 是 人 们 自然 会 猜想 : 

对 任意 整数 ”> 1, C(2n + 1) 也 为 超越 数 . 

Apéry 在 1978 年 证 明了 (3) 为 无 理 数 , 但 直到 2000 4E, Rivoal 才 证 明了 有 无 
数 多 个 C(2n + 1) 为 无 理 数 . 后 者 还 证 明了 在 C(5),C(7),… ,6(21) 这 9 个 数 中 至 少 
有 一 个 为 无 理 数 , 而 Zudilin 则 将 之 改进 成 前 八 个 数 中 至 少 有 一 个 为 无 理 数 . 然而 
到 目前 为 止 , 人 们 还 不 知道 这 些 数 中 是 否 有 一 个 是 超越 的 , 现 有 的 工具 和 方法 暂时 
还 无 法 让 人 看 到 一 线 曙光 , 必须 要 有 全 新 的 思想 和 手段 . 
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黎 曼 (Riemann) 猜想 


Riemann Conjecture 


| 黎 曼 猜想 是 解析 数论 中 最 重要 的 猜想 之 一 , 它 是 关于 
BS zeta 函数 零点 分 布 的 一 个 假设 , 研究 黎 曼 猜想 的 目 
的 是 为 了 研究 素数 的 分 布 规律 . 

由 算术 基本 定理 可 知 , 每 个 正 整数 都 可 以 表示 成 素数 
因子 的 乘积 , 如 果 不 考 虑 素数 因子 的 排列 顺序 , 那么 这 种 
表示 是 唯一 的 . 因此 , 素数 构成 了 正 整数 的 基本 元 素 , 只 
有 弄 清楚 素数 的 分 布 规律 , 才能 对 于 正 整数 有 更 深入 的 了 
解 . 所 以 , 研究 素数 的 分 布 规律 是 解析 数论 的 基本 任务 ， 

从 素数 表 中 我 们 可 以 看 出 , 单个 的 素数 是 很 难 找到 规 
律 的 , 只 有 在 平均 或 统计 的 意义 之 下 , 素数 才 会 呈现 出 某 种 规律 性 . 在 解析 数论 中 ， 
人 们 通常 研究 函数 n (x), 它 表示 不 超过 r 的 素数 的 个 数 . 当 z 充分 大 时 , 关于 n(x) 
性 态 的 研究 是 解析 数论 的 中 心 问题 之 一 . 

为 了 推断 r(z) 的 规律 , 大 数学 家 高 斯 和 Legendre 都 做 过 大 量 的 数值 计算 . 他 
们 分 别 猜 测 , 当 z 一 oo 时, r(z) ~ z/1nz, 这 里 “~ ”表示 两 个 函数 之 比 趋向 1, In z 
为 z 的 自然 对 数 . 这 个 猜测 后 来 被 证 明 , 人 们 称 之 为 素数 定理 . 

欧 几 里 得 用 初等 方法 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 , 即 当 z 一 oo Bf, a(x) 一 oo. 但 
是 , 如 果 研 究 仅 局 限 在 整数 或 有 理 数 的 范围 里 , 那么 , 工具 只 有 加 、 减 、 乘 、 除 , 很 
难得 出 深刻 的 结论 . 因此 , 人 们 试图 在 实数 的 范围 里 用 高 级 的 工具 来 处 理 问题 . 

欧 拉 引 入 了 一 个 乘积 公式 : 当 z > 1 时 , 有 


d S ea 
Mee) 


其 中 乘积 里 的 p 跑 遍 所 有 素数 . 欧 拉 乘 积 公 式 实质 上 是 算术 基本 定理 的 解析 表达 
形式 , 它 为 用 微 积分 或 实 分 析 研 究 整数 问题 提供 了 可 能 性 . 

AAC 1850 年 前 后 , 俄国 数学 家 Chebyshev 对 于 r(z) 的 研究 取得 了 重要 的 
突破 . 他 证 明了 存在 着 两 个 正 的 常数 c(< 1) 和 cz(> 1), 使 得 ciZ/ nz <S n(r) < 
cor/lnz. Chebyshev 运用 了 实 分 析 中 的 有 力 工 具 ， 进一步 发 展 他 的 方法 可 以 改善 
常数 cy 和 co, 但 却 无 法 达到 1, 就 是 说 Chebyshev 的 方法 无 法 证 明 素 数 定理 . 
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1859 F, 德国 数学 家 黎 曼 发 表 了 题 为 《 论 不 超过 一 个 给 定 值 的 素数 的 个 数 》 的 
文章 , 他 将 (x) 与 一 个 复 变 函 数 的 零点 联系 起 来 , 对 于 这 些 零点 的 分 布 他 提出 了 一 
个 假设 , 这 就 是 后 来 非常 有 名 的 黎 曼 猜想 . 黎 曼 将 研究 从 实 直线 提升 到 复 平 面 , 使 
得 复 分 析 中 的 许多 工具 得 以 应 用 , 从 而 为 r(z) 的 研究 开辟 了 一 条 新 的 途径 . 下 面 
我 们 简单 地 叙述 黎 曼 的 作法 . 

首先 , 黎 曼 将 欧 拉 乘 积 公 式 中 无 穷 级 数 里 的 实 指数 r 替换 为 复 指数 s. 用 Re(s) 
id s 的 实 部 , Im(s) id s 的 虚 部 . 24 Re(s) > 1 时 , 歼 曼 引入 函数 


oo 


(9) - Y. 


它 后 来 被 称 为 黎 曼 zeta 函数 . 这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 , 因而 当 Re(s) > 1 时 , 它 是 
s 的 解析 函数 , 而 且 欧 拉 乘 积 公式 仍然 成 立 . 

黎 曼 将 6(s) 解析 延 拓 到 整个 复 平面 , RE s = 1 有 一 阶 极点 之 外 , 6(s) 处 处 解 
析 . s = 一 2, 一 4, —6,--- 是 C(s) 的 一 阶 零点 , 称 为 显然 零点 . 其余 的 零点 均 在 带 状 
区 域 0<Re(s) < 1 "P, 称 为 非 显然 零点 , 这 个 区 域 称 为 临界 区 域 . 由 C(s) 的 函数 方 
程 知 , 非 显 然 零点 关于 直线 Re(s) = 1/2 对 称 , 这 条 直线 称 为 临界 直线 . RSA, 
C(s) 全 部 的 非 显然 零点 均 在 临界 直线 上 . 

经 过 大 量 计 算 所 得 到 的 所 有 非 显然 零点 均 在 临界 直线 上 , 但 理论 上 的 进展 其 
fA. 目前 最 好 的 结果 是 , WR s = o + it, 则 在 区 域 


— In? (|e| + 2) In In! (Jt| + 10) 
H, c(s) 没有 零点 . 这 个 结果 与 歼 曼 猜想 相差 太 远 , 其 原因 在 于 , BR C(s) 可 以 解 
析 延 拓 到 临界 区 域 , 但 它 在 这 个 区 域 中 的 表达 式 太 差 , 难以 有 效 地 确定 零点 的 位 置 . 
其 次 , 运用 复 分 析 中 的 一 些 基 本 方法 , 可 以 得 到 表达 式 
> np=Z 一 ` a 次 要 的 余 项 ， 
PRE | Im(p)|<T 
其 中 p 为 素数 , p 为 C(s) 的 非 显然 零点 , 2« T < z. 这 样 , 关于 素数 的 一 个 和 式 就 
与 6(s) 的 非 显然 零点 联系 起 来 , 由 这 个 和 式 容易 推出 关于 r(z) 的 结论 . 从 表达 式 
中 可 以 看 出 , Relo) 越 小 , 则 余 项 的 估计 就 越 好 . 因此 , 研究 6(s) 零点 的 分 布 对 于 研 
究 素数 的 分 布 规律 是 非常 重要 的 . 
FEWER EM 指引 的 方向 ,1896 年 ， 法 国 数学 家 Hadamard 和 Vallke Poussin 
独立 地 证 明了 Re(p) < 1, 并 由 此 推出 素数 定理 . 关于 a(x), 目前 可 以 做 到 


7 dt x 
n(z)—- | —+t+Ol|——], 
(z) J In t (5) 


其 中 A 为 任意 大 的 常数 , 这 里 的 余 项 还 可 以 好 一 点 , 但 好 不 过 O(x17*). 
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在 黎 曼 猜想 下 , 可 以 得 到 


o( gia) 
= [| S+0( 


反 过 来 讲 , 由 这 个 渐 近 公式 也 可 以 推出 黎 曼 猜想 , 这 就 是 说 , 素数 分 布 的 某 种 规律 
也 蕴含 了 复 变 函数 6(s) 零点 分 布 的 重要 信息 . 因此 , 黎 曼 猜想 与 素数 分 布 的 关系 是 
非常 紧密 的 . 

”在 研究 与 素数 分 布 有 关 的 课题 时 ， 人 们 常常 在 黎 曼 猜想 下 得 出 一 个 结果 , 然后 
再 做 无 条 件 的 结果 . 在 目前 所 得 到 的 无 条 件 结果 中 , 只 有 极 少 数 与 在 黎 曼 猜想 下 得 
到 的 结果 一 样 , 而 绝 大 多 数 还 相差 其 远 . 即使 在 无 条 件 结果 的 证 明 里 , 也 要 大 量 地 
用 到 ¢(s) 的 各 种 性 质 , 比如 , 6(s) 零点 不 存在 的 区 域 , 6(s) 在 临界 长 条 上 函数 值 的 
上 界 估计 和 均值 估计 等 等 . 因此 , 关于 5(s) 研究 的 每 一 次 实质 性 进展 , 都 会 给 素数 
分 布 理 论 带 来 很 大 的 影响 和 推动 . 

在 黎 曼 猜 想 提 出 后 的 一 百 多 年 当中 , 它 一 直 是 数学 界 所 关心 的 最 重要 的 问题 之 
一 , 解决 黎 曼 猜想 是 许多 著名 数学 家 梦 宏 以 求 的 事情 . 如 今 , BRIE A TE 
题 之 一 推荐 给 21 世纪 的 数学 家 , 它 也 将 受到 广泛 的 重视 和 喜爱 . 
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欧 拉 常数 的 超越 性 
Transcendence of The Euler's Constant 


欧 拉 常数 的 超越 性 问题 是 超越 数论 发 展 中 最 为 著名 
和 古老 的 问题 之 一 . 

不 满足 任何 首 1 的 整 系数 多 项 式 方程 的 实数 或 复数 
被 称 为 超越 数 . 超越 数论 是 现代 数论 的 重要 分 支 和 组 成 
部 分 , 在 数学 的 其 他 分 支 和 领域 均 有 极其 重要 的 应 用 . 该 
理论 有 着 非常 悠久 的 历史 , 最 早 的 研究 可 追溯 到 法 国 数学 
家 Liouville 在 1844 年 的 工作 , 而 著名 的 Hilbert 的 23 个 
问题 中 的 第 7 个 问题 就 是 关于 超越 数论 的 .在 超越 数论 
发 展 的 初期 , 人 们 对 一 些 著名 的 常数 比较 感 兴趣 , 其 标志 
性 成 果 是 Hermite 在 1873 年 所 证 明 的 e 的 超越 性 , 以 及 
Lindemman 在 1882 年 所 证 明 的 x 的 超越 性 , 后 者 还 导致 了 著名 的 古 希腊 化 圆 为 方 
问题 的 解决 . 经 过 许多 数学 工作 者 的 不 懈 努 力 , 超越 数论 目前 已 发 展 得 十 分 深刻 和 
丰富 , 与 丢 番 图 几何 的 交汇 和 融合 更 是 其 当前 发 展 的 一 个 显著 特点 和 趋势 , 但 悬 而 
未 解 的 问题 还 有 很 多 , 欧 拉 常数 的 超越 性 问题 就 是 其 早期 研究 中 遗留 下 来 的 最 为 车 
名 的 问题 之 一 . 


对 任意 的 整数 n> 1, 定义 un = JOE- logn， 由 柯 西 判别 准则 可 知 序列 


(uasa 收敛 于 某 个 实数 y. 该 常数 y 最 初 由 欧 拉 在 1734 年 引入 , 因此 通常 被 称 为 
欧 拉 常 数 . 可 以 证 明 y = 0.577215664---. 欧 拉 常 数 7 在 数论 (特别 是 解析 数论 ) 和 
分 析 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 比如 说 , 关于 素数 分 布 的 Mertens 公式 就 是 


WM “ieee O° (igs) 0% 
其 中 p > 2 为 素数 . 基于 该 常数 的 重要 性 以 及 有 关 的 各 种 数值 计算 , 人 们 猜想 : 

欧 拉 常数 为 无 理 数 , 甚至 是 超越 数 . 
借助 于 丢 炙 图 逼近 及 其 他 各 种 方法 和 手段 , 人 们 曾 对 此 问题 进行 过 许多 有 益 的 尝 i 
但 均 没 有 取得 任何 实质 性 的 进展 , XE y 是 否 为 无 理 数 均 不 知道 . 事实 上 , 对 该 问题 
研究 的 任何 些微 进展 都 必然 伴随 着 超越 数论 中 的 新 思想 与 新 方法 的 涌现 .Hilbert 
认为 该 问题 是 如 此 难于 处 理 以 至 数学 家 们 在 它 面 前 感到 束手无策 关于 网 拉 常 数 ， 
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人 们 目前 所 知 的 结果 都 是 数值 上 的 , 比如 说 S. Kondo 将 y 精确 到 了 20 亿 位 , 而 T. 
Papanikolaou WHER TË 7 为 既 约 有 理 数 r/s, 则 其 分 母 s > 10212080. 
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椭圆 曲线 的 BSD 猜想 


The BSD Conjecture on Alliptic Curves 


设 a Alb 是 整数 , 40° +277 40, FRE: y? = r? c az +b 叫 作 定 义 在 
有 理 数 域 Q 上 的 一 条 椭圆 曲线 . 以 E(Q) 表示 此 曲线 上 的 全 部 有 理 数 点 加 上 一 
个 无 穷 远 点 ,可 以 在 其 上 引入 一 个 加 法 运算 使 E(Q) 为 交换 群 (无 穷 远 点 为 零 元 
素 ). 英国 数学 家 Mordell 于 1922 年 证 明了 群 E(Q) 是 有 限 生 成 的 , 从 而 有 直 和 分 解 
E(Q) = E(Q); 6 E(Q),, 其 中 E(Q), Æ EQ) 中 有 限 阶 元 素 构成 的 有 限 子 群 ; EB(Q)y 
是 自由 交换 群 , E(Q); 的 秩 也 叫 作 椭圆 曲线 E 的 秩 , 表示 成 rT(E). 于 是 r(E) 为 非 
负 整 数 , FH r(E) 20 SENATENTE y? = x? c az +b 只 有 有 限 个 有 理 数 解 . 

关于 椭圆 曲线 有 两 个 大 猜想 , 一 个 是 谷山 (Taniyama)、 志 村 (Shimura) 和 A.Weil 
于 20 世纪 50 年 代 和 70 年 代 从 不 同 角 度 提 出 的 本 质 上 彼此 等 价 的 猜想 . 在 A.Wiles 
1994 年 证 明 费 马 猜 想 的 推动 之 下 , 它 在 20 世纪 末 已 被 证 明 . 另 一 个 猜想 是 英国 数 
学 家 Birch 和 Swinnerton-Dyer 于 1963-1965 年 通过 大 量 计算 , 猜想 椭圆 曲线 有 理 
FARE E(Q) 和 一 个 复 变 函数 (OY E AY L 函数 ) 解析 性 质 之 间 的 联系 . 这 个 猜想 至 今 
未 能 解决 , 被 认为 是 21 世纪 的 七 大 数学 难题 之 一 . 

对 于 每 个 素数 p, WR 403 + 2767 不 被 p RAR, 则 y? = z? +ar+b 是 定义 在 有 限 
域 上 的 一 条 椭圆 曲线 , 以 N 表示 此 方程 在 ,中 的 解数 (加 上 一 个 无 穷 远 点 )， 
则 椭圆 曲线 ER) L 函数 定义 为 L(E,s) = [[ L(E, s), 其 中 当 p 不 是 4e +27? 


WRAT, L,(E,s)=(1-(+p- N,)p-s + p1239)-1; 而 当 p 为 4a? + 270? 的 
素 因 子 时 , L,(E,s) = (17 agp?) t, 其 中 ap =0,1 或 -1( 具 体 ap 值 由 椭圆 曲线 E 
更 精细 的 代数 几何 性 质 所 确定 ). 由 已 被 证 明 的 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 可 知 L(E, s) 
可 开拓 成 关于 s 的 全 纯 函 数 , 并 且 与 某 种 模 形 式 有 密切 联系 . 以 R(E) 表示 L(E, s) 
FR s= 1 的 零点 阶 数 , 则 BSD 猜想 是 说 : 

(BSD1) r(E) = R(E); 

(BSD2) 如 果 R(E) = 0( 即 L(E,1) 40), W 

L(E,1) _ M|SH(E)| (+) 
R(E) |E(Q)s ' 


其 中 R(E) 是 椭圆 曲线 E 的 ( 实 ) 周期 , SH(E) Æ E 的 Tate-Shafarevich 8f, MW 
E 的 玉河 (Tamagawa) 数 (讲述 这 些 对 象 的 含义 需要 关于 椭圆 曲线 的 许多 知识 , 这 
里 从 略 ). 

20 世纪 70 年 代 以 来 , BSD 猜想 不 断 取得 进展 . 关于 猜想 (BSD1), J. Coates 和 
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A. Wiles 于 1977 年 证 明了 : Zi r(E) > 1, M R(E) > 1( 即 L(E,1)-— 0). B. Gross 
和 D. Zagier 于 1986 年 证 明了 : 4 R(E) = 1, 则 r(E) > 1. 关于 猜想 (BSD2), K. 
Rubin 于 1987 年 证 明了 : 对 于 有 复 乘 的 椭圆 曲线 , 如 果 R(E) = 0, 则 (*) 式 两 边 都 
是 有 理 数 , 并 且 它 们 至 多 相差 一 个 有 理 数 因子 2*3*( 其 中 a,b] Z). 他 们 的 证 明 采 
用 了 p-adic 方法 、 横 曲线 理论 和 Kolywagin 的 Euler system 理论 . 

与 BSD 有 联系 的 有 一 个 古老 的 数论 问题 , 叫 作 同 余数 (congruent number) 问 
ER. 一 个 正 整 数 ”叫做 同 余数 , 是 指 n EZH a, b, c 均 为 有 理 数 的 直角 三 角形 的 面 
$R. Bl n — 6 和 5 AAR, AW (a,b,c) 可 分 别 取 (3,4,5) 和 (3/2,20/3, 41/6). 
不 难看 出 , 对 每 个 正 整数 m, mn 是 同 余数 当 且 仅 当 ”是 同 余数 ， 从 而 不 妨 假 设 
n 是 无 平方 因子 的 正 整 数 . 同 余 数 问题 即 是 决定 出 全 部 同 余 数 (其 余 正 整数 就 是 非 
同 余数 ). 这 个 问题 起 源 于 公元 11 世纪 的 阿拉 伯 . 至 今 已 决定 出 许多 同 余数 和 非 同 
余数 , 但 是 整个 问题 没有 完全 解决 ， 同 余数 问题 与 椭圆 曲线 之 间 的 联系 是 : n 为 同 
BU AM SGA HAR E, : y? = r? — n?z WR > 1, 即 此 方程 有 无 穷 多 有 理 数 
f£. 1983 Œ, Tunnel 利用 此 曲线 的 工 函数 L(E,, s) 和 模 形式 之 间 的 关系 , BHA 
别 同 余数 的 一 个 初等 方法 : 一 个 无 平方 因子 的 正 整数 N 是 同 余 数 , 当 且 仅 当 方程 
27 + y? + 827 = N 的 整数 解 (z,y,z) SSCA ATES 227 +y? +322 = N 的 整数 解 的 
2 4%. 如 果 BSD 猜想 对 于 椭圆 曲线 E, 正确 , 则 反 过 来 也 是 对 的 . 比如 说 ， 人们 猜 
想 当 n = 5,6,7(mod8) 时 一 定 是 同 余数 . 在 这 些 情况 下 , 不 难看 出 上 述 两 个 不 定 方 
程 有 整数 解 并 且 解 数 相 同 , 所 以 这 个 猜想 在 BSD 猜想 成 立 的 情况 下 是 正确 的 . 

椭圆 曲线 是 一 维 的 阿 贝尔 代数 簇 , BSD 猜想 已 被 推广 到 高 维 阿 贝 尔 艇 上 , 成 为 
算术 几何 与 代数 K- 理论 的 一 个 重要 研究 课题 . 
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希 尔 伯 特 第 九 问题 : 高 斯 二 次 互 反 律 如 何 推广 


Hilbert Ninth Problem: How to Generalize The Gauss Quadratic 
Reciprocity Law 


设 p 为 素数 , a 为 整数 并 且 a 不 被 p RA. a 叫做 
BR p 的 二 次 剩余 , 是 指 存在 整数 b, 使 得 a = b?(modp). 
否则 , a 叫做 模 p 的 非 二 次 剩余 . Legendre 引入 一 种 符 
号 : 4a 是 模 p 的 二 次 剩余 时 记 为 (a/p) = 1, 否则 记 
为 (a/p) = -1， 高 斯 在 1801 年 《数论 研究 》 一 书 中 证 
HT: 对 于 任意 两 个 不 同 的 奇 素数 p 和 q, (p/a) (q/p) = 
(—1) ^x^. 后 人 称 之 为 高 斯 二 次 互 反 律 . 高 斯 非常 喜欢 
这 个 互 反 律 , 在 书 中 给 出 了 六 个 证 明 . 有 人 统计 , DRE. 
反 律 的 证 明 目 前 已 经 超过 了 一 百 个 . 

希 尔 伯 特 的 第 九 问 题 不 是 一 个 具体 的 猜想 , 它 表明 希 高 斯 
尔 伯 特 一 种 洞察 的 眼光 , 认为 二 次 互 反 律 应 当 有 深厚 的 内 
涵 . 对 于 高 斯 互 反 律 的 不 同 观点 , 可 以 有 不 同 的 推广 方式 . 一 个 直接 的 推广 是 将 模 
p 的 二 次 剩余 改 成 次 剩余 > 3). FRE, HE 1844 年 Eisenstein 就 给 出 三 次 
互 反 律 , Kummer 于 1850-1859 年 就 研究 过 次 剩余 的 互 反 律 . 高 斯 本 人 也 研究 过 
三 次 和 四 次 互 反 律 . 这 个 方向 上 的 研究 目前 还 在 继续 (在 Lemmermeyer KJP! 中 
有 详尽 的 论述 和 丰富 的 参考 文献 ), 统称 为 AE ARE, 因为 它们 都 是 有 理 数 域 
Q 上 的 互 反 律 . 希 尔 伯 特 的 主要 意图 是 问 : 高 斯 二 次 互 反 律 以 何 种 方式 能 够 推广 到 
任意 的 代数 数 域 ? 

每 个 代数 数 域 K 都 可 以 表示 成 Qla), 其 中 a 是 Zi] 中 首 1 不 可 约 多 项 式 
g(z) = 2" a, 12771 十 … 十 az 十 ao 的 一 个 根 (a; € Z), g(z) 的 次 数 n 就 是 扩张 
K/Q 的 次 数 ( 即 K 作为 有 理 数 域 C 上 向 量 空间 的 维 数 ). g(x) 叫做 a 在 Q 上 的 最 
小 多 项 式 . 以 Ok 表示 K 中 代数 整数 全 体 构成 的 集合 , Dedekind 证 明了 Ok 是 一 个 
(交换 ) BH, 并 且 有 理想 的 唯一 分 解 性 , 即 Ok 中 每 个 非 零 理 想 都 可 以 唯一 地 表 成 
有 限 个 素 理想 的 乘积 , 并 且 若 不 计 素 理想 的 次 序 , 这 个 分 解 是 唯一 的 . 特别 的 , 每 个 
素数 p 在 Ok 中 生成 的 主 理想 pOk 可 以 表 成 pOk = Pp Pe, 其 中 P,,.-- , Pz 
是 Ox 的 不 同 的 素 理想 , e; 21. 进而 , Ok/P; 是 Fp = Z/pZ 的 有 限 次 扩 域 , BE 
OK/ 已 是 pfi 元 域 , fi 叫做 P, 的 剩余 类 域 扩 张 次 数 . 我 们 称 [ei,:… ,es; fos fs] 
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为 素数 p 在 Ok 中 的 分 解 模式 . 经 典 代数 数论 的 一 个 重要 问题 是 : 对 于 一 个 给 定 
的 代数 数 域 K, 如 何 由 K 的 自身 性 质 来 决定 每 个 素数 p 在 Ok 中 的 分 解 模 式 ? 

经 典 代数 数论 的 一 个 结果 是 说 : p 在 Ok 中 的 分 解 模式 和 o 的 最 小 多 项 式 
g(z) 在 有 限 域 EF, 上 的 分 解 模 式 是 一 样 的 . g(z) 在 Zj) 中 是 不 可 约 的 , 但 是 把 g(x) 
的 系数 模 p 之 后 看 成 是 F, = Z/pZ 上 的 多 项 式 , WA Fole] 中 分 解 成 g(x) = 
g1(z)* «++ gs(z)**(modp), 其 中 g1(z),… ,gs(7x) Æ Ppl] 中 的 首 1 不 可 约 多 项 式 . 
^ gila) 的 次 数 为 fil < i s), W e fy esfs =n, R [esses focos fal 
为 g(z)modp) 的 分 解 模 式 . 可 以 证 明 : 除了 有 限 个 素数 之 外 , 每 个 素数 p 在 Ok 
中 的 分 解 模式 等 于 g(z) 在 Fy [2] 中 的 分 解 模式 . 

现在 考虑 二 次 数 域 K = Q(a), 其 中 aq 为 奇 素数 , a = Vg 的 最 小 多 项 式 为 
glz) = z?—q. 由 于 g(z) = z?(modq), 可 知 素数 q 在 Ok 中 的 分 解 为 gOk = Q? 
即 是 一 个 素 理想 的 平方 , 这 称 作 q 在 K POR. 如 果 p 是 奇 素数 并 且 pz a, 则 当 
(q/p) = 1 Ff, q AR p 的 二 次 剩余 , 即 g = a?(modp), 从 而 — q = (z — a)(z + 
a)(modp), 于 是 pOk = P, Po, 这 是 两 个 不 同 素 理想 P, 和 P, WRR, R p E KP 
分 裂 . 当 (q/p) = —1 时 , q WH p 的 非 二 次 剩余 , 这 时 2? —q( mod p) 仍 不 可 约 , 于 是 
pOK 为 Ok 的 素 理想 , BR p 在 K 中 惰性 . 综合 上 述 , 可 知 每 个 奇 素数 p(z q) TE Ok 
中 的 分 解 模 式 由 (q/p) 的 值 所 决定 . 但 是 由 二 次 互 反 律 (q/p) (-1)3 = (p/q), 
而 右边 只 依赖 于 p 模 g( 当 g=1(mod4) 时 ) 或 p 模 4q( 当 g=3(mod4) ET) HAIR 
类 . 换 句 话说 , 奇 素数 p q) 在 二 次 域 K = Q(g) 中 的 素 理想 分 解 模 式 只 依赖 于 
pR D 的 同 余 类 , 其 中 D = gq 或 4 叫做 是 K 的 判别 式 . 事实 上 , 利用 高 斯 二 次 
互 反 律 可 以 证 明 : 对 于 任意 二 次 域 K = Q(Vd), p 在 Ok 中 的 分 解 模式 (分 歧 、 分 
BU. ASHE) 都 只 依赖 于 p 模 DUK) 的 同 余 类 来 决定 , 其 中 D(K) dé K 的 判别 式 , BU 
D(K) = |d| (24 d = 1(mod4) FY) 或 D(K) = 4|d|(24 d = 2,3(mod4) 时 ). 从 这 个 观 
点 来 看 , 对 于 每 个 数 域 的 扩张 L/K, 如 果 用 这 个 扩张 的 某 种 自身 特性 来 刻画 Ok 中 
每 个 素 理想 p 在 Or 中 的 素 理想 分 解 模 式 , 都 可 以 看 成 是 高 斯 二 次 互 反 律 的 推广 . 

到 目前 为 止 , 4 L/K 是 数 域 的 阿 贝尔 扩张 时 , 这 个 问题 已 有 满意 的 答案 . 所 谓 
阿 贝 尔 扩张 L/K 即 指 L/K 为 伽 罗 瓦 扩张 , 并 且 它 的 伽 罗 瓦 群 是 阿 贝 尔 群 (交换 
KE). 1920 年 , 高 木 上 页 治 发 展 了 关于 数 域 阿 贝 尔 扩张 的 系统 理论 , 叫做 类 域 论 . 利用 
这 个 理论 , Artin 于 1925 年 给 出 用 阿 贝 尔 扩 张 L/K 的 自身 特性 来 刻画 素 理想 分 解 ， 
叫做 Artin 互 反 律 . 如 果 数 域 扩张 L/K 不 是 阿 贝 尔 扩张 , 甚至 都 不 是 伽 罗 瓦 扩张 ， 
目前 还 没有 满意 的 互 反 律 . Artin 已 经 认识 到 , 数 域 伽 罗 瓦 扩 张 工 / 久 WERS FG 
群 G = Gal(L/K) 的 表示 有 关 . 24 L/K 是 阿 贝 尔 扩张 时 , G 是 有 限 交 换 群 , G 的 
不 可 约 表示 都 是 一 次 表示 (叫做 G 的 特征 标 ). 而 当 G 是 非 交 换 群 时 , G 有 高 次 的 
不 可 约 表示 , 这 种 表示 和 一 般 线性 群 GL, K) 的 某 种 自 守 表示 有 密切 的 联系 , 其 
H n > 2, 而 GL(n, K) ENTRAT K 的 n 阶 可 逆 方 阵 构成 的 乘法 群 . 群 表示 成 


希 尔 伯 特 第 九 问题 : 高 斯 二 次 互 反 律 如 何 推广 ` 135 . 


为 数论 的 工具 , 是 现代 数论 的 一 个 重要 标志 . 关于 自 守 表示 理论 的 Langlands 猜想 ， 
是 当前 纯粹 数学 一 个 核心 研究 领域 . 从 某 种 角度 来 看 , 类 域 论 是 Langlands 猜想 的 
一 维 情形 , 即 Langlands 猜想 为 类 域 论 的 高 维 推广 , 而 Langlands 猜想 的 一 些 重要 
内 容 可 看 成 是 高 斯 互 反 律 的 极 大 推广 .正如 德国 著名 数论 学 家 Hecke 所 说 :“ 现 代 
数论 是 由 二 次 互 反 律 的 发 现 开始 的 , 只 有 在 代数 数论 上 观察 它 , 才能 对 二 次 互 反 律 
有 深入 的 理解 . ” 


" 


[2] 
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硕 尔 们 特 第 十 二 问题 : 构 作 数 域 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 


Hilbert Twelfth Problem: Constructing the Maximal Ablelian 
Extension of Number Fields 


1900 F, 希 尔 伯 特 在 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 (巴黎 ) 
上 提出 了 著名 的 二 十 三 个 数学 问题 , 其 中 第 十 二 问题 是 : 
对 每 个 (代数 ) 数 域 K, 如 何 明显 地 构 作 出 它 的 最 大 阿 贝 
| Kd BO 

XD K ERARA Q 的 有 限 次 扩 域 ， 即 域 K 
是 8 上 的 有 限 维 向 量 空间 . x LA K 均 是 数 域 , 并 且 
KCL. 域 过 的 一 个 自 同 构 o ndi K- 自 同 构 , EH o 
把 K 中 每 个 元 素 均 保持 不 动 . L 的 全 体 K 自 同 构 形成 
一 个 群 , 表示 成 Gal(L/K), 叫做 数 域 扩张 L/K IR) BG 
群 . 熟知 |Gal(L/K)| < [D : KI([L : K] = dimk L X L fE 
为 K- 向 量 空间 的 维 数 , 也 叫做 扩张 L/K 的 次 数 )， 当 
IGal(L/K)| = [L : K} 时 , 亏 / 玫 叫做 数 域 的 伽 罗 瓦 扩 张 . 如 果 L/K 是 伽 罗 瓦 扩张 ， 
并 且 Gal(L/ K) 是 (有限 ) 阿 贝 尔 群 ( 即 交 换 群 ), 则 称 L 是 K 的 阿 贝 尔 扩 域 . 如 果 
Li 和 Lo HÆ K 的 阿 贝 尔 扩 域 , 则 合成 L1L2( 即 复数 域 中 同时 包含 Li Lo 的 最 
小 子 域 ) 也 是 K 的 阿 贝 尔 扩 域 . 所 以 从 理论 上 来 说 , K 的 最 大 阿 贝 尔 扩 域 是 存在 
的 , 它 就 是 K 的 所 有 有 限 阿 贝尔 扩 域 的 合成 K 05, 这 是 K 的 无 限 次 扩 域 . 希 尔 伯 
特 所 问 的 是 : 对 于 一 个 数 域 K, 如 何 把 K% 具体 构 作 出 来 ? 也 就 是 说 , 在 K 之 上 
添加 哪些 复数 , 就 可 以 生成 K? 

代数 数论 于 19 世纪 初 由 高 斯 开创 , 至 19 世纪 末 已 形成 系统 的 理论 . 1893 年 ， 
德国 数学 会 邀请 希 尔 伯 特 和 闵 柯 夫 斯 基 共 同 准备 一 份 数 论 进 展 报告 . 这 份 报 告 后 
来 由 希 尔 伯 特 单独 完成 . 经 过 几 年 的 努力 , 希 尔 伯 特 于 1897 年 4 月 将 报告 写成 一 
BB 《代数 数论 理论 》 正 式 发 表 . 这 本 书 成 了 系统 总 结 代数 数论 百年 历史 的 经 典 著 
f£, 其 中 包括 希 尔 伯 特 本 人 发 展 的 重要 理论 , 即 希 尔 伯 特 分 歧 理论 . 在 希 尔 伯 特 提 
出 第 十 二 问题 的 时 候 , 只 对 于 有 理 数 域 Q 构 作 了 它 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 8%, 关键 性 
的 工具 就 是 希 尔 伯 特 分 歧 理论 . 

1853 年 , Kronecker 就 提出 一 个 论断 : 有 理 数 域 Q 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 Qe? 是 所 
有 分 圆 域 的 并 . 所 谓 分 圆 域 即 是 Qn = Q(e ), 其 中 m 为 正 整数 . 8m/Q EMP 
扩张 . 运用 分 歧 理 论 ，Weber 证 明了 上 述 论断 , Bl Qt = U Qn = Q(e ;m > 2). 


m22 
由 于 任意 两 个 分 圆 域 Om 和 Qn 的 合成 也 是 分 圆 域 Qm np 其 中 [m,n] Æ m M n 





希 尔 伯 特 


希 尔 伯 特 第 十 二 问题 : 构 作 数 域 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 ` 137 . 


的 最 小 公 倍 数 , 所 以 上 述 结 果 也 可 以 表述 成 : 数 域 K 是 Q 的 阿 贝 尔 扩 域 当 且 仅 当 
K 是 某 个 分 圆 域 的 子 域 , 这 叫做 Kronecker-Weber 定理 . 

在 希 尔 伯 特 第 十 二 问题 的 刺激 之 下 , 数 域 的 阿 贝尔 扩张 理论 在 20 世纪 初 得 到 
发 展 , 这 个 理论 由 高 木 贞 治 (Tagaki) 于 1920 年 完成 , 叫做 类 域 论 (class field theory). 
作为 类 域 论 的 一 个 应 用 , 高 木 给 出 任意 虚 二 次 数 域 K = Q(/—d)(d > 1) WRAP N 
尔 扩张 Ke 的 明显 构 作 方法 , 即 对 于 任意 虚 二 次 数 域 解决 了 希 尔 伯 特 第 十 二 问题 . 
对 于 虚 二 次 数 域 K, SEEK 是 由 Kronecker 于 1880 年 就 提出 的 一 个 猜想 , 被 
后 人 称 为 “Kronecker 青春 之 梦 ”, 因为 在 这 一 年 他 给 另 一 个 代数 数论 学 家 Dedekind 
的 信 中 , 把 它 称 作 是 “我 最 迷恋 的 青春 之 梦 ”. 四 十 多 年 以 后 高 木 圆 了 Kronecker 的 
这 个 梦想 . 

Kronecker-Weber 定理 的 一 种 看 法 是 : 将 周期 为 1 的 实 变 函 数 eir 的 所 有 在 
有 理 点 n/m 处 的 值 eta 添加 到 有 理 数 域 Q 中 , 就 是 Q 的 最 大 阿 贝 尔 扩 域 Qe. 
而 Kronecker 青春 之 梦 是 说 : 虚 二 次 数 域 K 的 最 大 阿 贝尔 扩张 , 应 当 是 把 某 个 双 周 
期 复 变 函数 f(z) 在 所 有 有 理 点 处 的 值 (一 ) 添加 到 K 中 而 得 到 . 一 个 复 变 函数 
f(z) 叫做 双 周 期 函数 , 也 叫做 椭圆 函数 , 是 指 存在 着 两 个 非 零 复 数 w 和 wo( 并 且 不 
存在 实数 o, wl = aw), 使 得 对 每 个 复数 z, f(z +w) = f(z 十 w2) = f(z). 于 是 对 任 
意 整 数 nl 和 no, WA f(z 十 niwi 十 n2w2) = f(z). E niwi + newe(ni,n2 € Z) Æ 
成 复 平 面 上 一 个 (二 维 的 ) 加 法 子 群 , 叫做 一 个 格 , 表示 成 L = L(wi,w2). 显然 对 每 
个 整数 n,nL CL. 如 果 有 复数 a = a 十 bila Al b WRK, b+ 0) 使 得 aL CL, VR L 
AAR HVE a. Kronecker 猜想 , 对 每 个 虚 二 次 数 域 K, 存在 a € K, 具有 复 乘 法 a 
的 格 LAID L 为 双 周 期 的 椭圆 函数 f(z), 使 得 K^ = K(f(a) : a e Q), 即将 f(z) 
在 所 有 有 理 数 a = n/m 处 的 值 添加 到 K 中 即 得 到 K 的 最 大 阿 贝 尔 扩 域 Ko. 

到 目前 为 止 , 除了 有 理 数 域 和 虚 二 次 数 域 之 外 , 所 有 其 他 数 域 K 均 未 能 具体 
构 作出 K 的 最 大 阿 贝 尔 扩 域 . 换 句 话说 , 近年 来 尽管 希 尔 伯 特 第 十 二 问题 取得 一 
些 进步 , 但 只 有 有 理 数 域 和 虚 二 次 数 域 的 情形 得 到 解决 . 
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A$ (Iwasawa) 理论 的 主 猜想 


The Main Conjecture of Iwasawa ‘Theory 


Wt p 是 一 个 素数 , 对 于 有 理 数 a,b, 设 p* 恰好 整除 a — o, 则 定义 它们 之 间 的 p 
进 距离 |a — b, =p. 由 此 距离 将 Q@ 完 备 化 , 我 们 得 到 一 类 新 的 数 , 称 为 p 进 数 . 
所 有 这 些 数 构成 域 Q。 而 整数 Z 在 此 完备 化 下 得 到 p HERAT Z,. RITS 
Zp = {a9 ap: asp" +--+: 0€ai &p- 1). 
举例 说 , 序列 1, 1 十 3, 1 十 3 十 3?,.… Æ Z EE 3 进 距离 意义 下 的 柯 西 序列 , 在 Zs 
十 co 
中 它 的 极限 就 是 》 an = -一 = -51 A MERE LIEN. 所 以 我 
n=0 
们 得 到 了 与 实数 规律 完全 不 同 的 规律 . 用 现代 数论 的 话 来 说 , 实数 世界 和 p 进 数 的 
世界 它们 每 一 个 都 是 有 理 数 世界 的 万 千 面孔 中 的 一 张 面孔 . 
对 于 每 个 正 整数 n, 对 环 Z, 中 的 元 素 z = S ap 模 p^ 剩余, 即 截 掉 其 高 于 
p^ 次 的 项 得 到 》 ap, 这 样 就 得 到 从 Zs 到 Z/p"Z 的 满 同 态 . 将 所 有 这 些 同 态 综 
1—0 
合 起 来 , 我 们 得 到 Z, ER Z/p"Z (n 2 1) 的 射影 极限 . 同样 地 , 如 果 我 们 有 一 组 对 
象 (4%,)nz1( 比 如 说 集合 、 群 、 环 等 ), AM Ans 到 A (BAR) 映射 , 均 可 得 到 系 
(An) 的 射影 极限 . 
岩 泽 理 论 是 日 本 数学 家 岩 泽 健 吉 在 1950 年 末期 发 展 起 来 的 一 套 研究 数 域 ( 即 
Q 的 有 限 扩张 ) 的 Z, 扩张 的 算术 性 质 的 理论 , 最 常见 的 Z, 扩张 是 所 谓 的 分 圆 Zp 
扩张 . 具体 说 来 , Vt n REMAR 6, = e^. 可 以 看 出 1,6, CR) 将 单位 圆 n 等 
Sy, 故 大 家 称 数 域 Q(C,) 为 分 圆 域 , 其 整数 环 是 Zien] = {a0 taln ras aC : 
a; € Z}. 这 类 域 是 德国 数学 家 库 默 尔 为 证 明 费 马 大 定理 而 首先 研究 的 . 事实 上 , 如 
RER Zien) 是 唯一 分 解 环 , 那么 在 证 明 费 马 大 定理 的 征途 中 就 不 会 遇 到 那么 多 
的 困难 . 分 圆 Z, 扩张 就 是 下 述 分 圆 域 的 扩张 : 
K = Q(Gp) C --- C Kn = Q(t) € Koo = Gp), 
其 中 OKQ/K BME BR Gn 就 是 循环 群 Z/p" Z: 对 任意 a € Z/p"Z, oa(Gpn) = Ges. 
Hine LER, Ko/K RII SEG 是 G。 的 射影 极限 , 即 p 进 整数 环 Z,. 
考虑 群 环 Zu[G,] 构成 的 系 , 由 于 G 到 Gri 之 间 存 在 自然 限制 映射 , 此 系 也 
存在 射影 极限 A, 事实 上 , A 同 构 于 以 Z, ARAKEA ZIT), CRRI E E 
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代数 , 而 其 上 的 有 限 生 成 模 则 称 为 岩 泽 模 . 我 们 称 岩 泽 模 4A 拟 同 构 于 B, 如 果 存 在 
A 到 B 的 同 态 使 得 其 核 与 余 核 都 是 有 限 模 ， 尽管 岩 泽 代数 A 不 是 主 理想 整 环 , 但 
是 任 一 岩 泽 模 M 均 拟 同 构 于 A7 与 形 如 A/(p*) Fl A/(f) 这 样 的 模 的 直 和 , 其 中 f 
是 首 一 多 项 式 且 同 余 于 T” 模 p. 所 有 这 些 f 的 乘积 ch(M), RAAR M 的 特 
征 多 项 式 , 它 是 系数 在 Z 上 的 首 一 多 项 式 . 

回 到 分 圆 Z, 扩张 的 情形 . 首先 天 。 的 理想 类 群 是 有 限 交 换 群 , 记 其 p 部 分 是 
An. 一 方面 , 由 于 它 是 p WH, 自然 有 Z 的 作用 ; 另 一 方面 K,/ K HOP BE 
在 它 上 面 , A. 是 环 ZQG.] WARR. 由 于 Kny 2K, 有 自然 的 映射 , 我 们 可 
以 得 到 Ani 到 A, 的 自然 映射 , 这 样 就 得 到 它们 的 射影 极限 A, 这 是 一 个 岩 泽 模 . 
其 次 , 对 于 环 Z[Cpn], 可 以 验证 Eepe 和 1- 0. /1— Gs (EP p ABR i) 是 其 上 的 
乘法 单位 , 称 为 分 圆 单位 . 所 有 的 分 圆 单位 构成 群 Cn, 它 是 单位 群 En 的 满 秩 子 群 ， 
即 E./C, 是 有 限 交 换 群 . 考虑 它 的 p 部 分 , 与 理想 类 群 的 情况 类 似 , R (EE /Cn)p 
存在 射影 极限 £/C, 它 也 是 一 个 岩 泽 模 . 

宕 泽 主 猜想 (或 称 主 猜 想 , 即 岩 泽 理 论 的 主要 猜想 ) 是 说 : ch(A) = ch(£/C). 可 
以 看 出 , A 说 明 的 是 数 域 的 理想 类 群 , 是 一 个 纯粹 的 代数 对 象 . 而 分 圆 单位 本 质 上 
是 一 个 解析 对 象 . 事实 上 , $ C(p,s) = 6(s) (1 57) = 35 元 ,此 函数 称 为 i C 

pin 


AA, CE LZ, 上 是 连续 函数 , 并 且 其 在 负 整 数 处 的 值 可 以 用 ZT] 的 一 个 首 一 多 
项 式 的 插值 来 表示 . p XE C 函数 是 p 进 工 函数 的 一 个 例子 , 它 体现 了 对 应 数 域 的 解 
析 性 质 . Coates-Wiles 和 Coleman 在 明显 互 反 律 的 工作 表明 上 述 多 项 式 和 ch(£/C) 

只 是 相差 一 个 固定 多 项 式 . AURA ADE E SUE, Tn BUR SEE SUNL ET 
性 质 的 深刻 联系 的 猜想 . 

岩 泽 理论 从 诞生 一 开始 就 是 数论 研究 的 重要 工具 . 在 1972 f£, Mazur 建立 了 
椭圆 曲线 的 岩 泽 理 论 , 并 提出 了 虚 二 次 域 上 的 主 猜想 . 后 来 人 们 又 提出 了 许多 其 他 
形式 的 主 猜想 , 包括 motive 上 的 主 猜 想 等 . p 进 伽 罗 瓦 表示 上 的 岩 泽 理论 的 研究 
(Fontaine, Colmez 等 ) 对 于 p 进 BSD 猜想 、Serre 猜想 等 都 非常 重要 . 

1983 Œ, Mazur 和 Wiles 使 用 深刻 的 代数 几何 办 法 证 明了 岩 泽 主 猜 想 . 利用 
Kolyvagin 的 欧 拉 系 的 办 法 , Rubin WEH T Mz EW 3:388, 并 给 出 了 分 圆 域 主 
猜想 一 个 新 的 证 明 . 而 其 他 形式 的 主 猜想 依旧 是 数论 和 算术 代数 几何 研究 的 热点 
内 容 . 
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有 限 阿 贝尔 (Abel) 群 的 Davenport 单数 


Davenport's Constants for Finite Abelian Groups 


有 限 Abel 群 G 的 Davenport 常数 D(G) 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 正 整 数 k: FE 
何 长 为 的 G 中 元 序列 ai ar 都 包含 非 空 的 零 和 子 序列 , 即 有 (1,---,&} 的 非 
空子 集 I 使 得 》 a;=0. 如 何 根据 Abel 群 G 的 结构 决定 出 Davenport 常数 D(G) 
icI 
是 组 合 数论 中 富有 挑战 性 的 著名 难题 . 
WG A n 阶 加 法 Abel 群 , 任 给 a1,… ,an EG, 由 于 G 中 只 有 n 个 不 同 元 素 ， 
部 分 和 


So = 0, Sı = G1, $2=411742,°°', Sn = Arts: 04 


中 必 有 两 个 相等 , 即 有 0 <i<j <n IER O I sj si = ai tea. 因此 D(G) 
存在 而 且 D(G)< |G|. 

Davenport 常数 起 源 于 H. Davenport 在 1966 年 的 一 项 工作 : 对 于 理想 类 和 群 为 
有 限 Abel 群 G 的 代数 数 域 K, 其 整数 环 中 不 可 约 元 的 素 理想 因子 总 个 数 的 最 大 值 
就 是 Davenport 常数 D(G). 

对 于 n 阶 加 法 循环 群 Z.=Z/nZ, 易 见 D(Z,) = n. Olson 证 明了 D(Zn@Zn) = 
2n — 1, 并 猜测 G 为 > 个 Z。 的 直 和 时 D(G)=1 + r(n — 1); 这 个 困难 的 猜测 至 
今 仍 未 解决 且 进 展 其 微 . BAF 1 WAR Abel 群 G 在 同 构 的 意义 下 可 唯一 地 表 
成 Zn 6 OZn. 的 形式 , 其 中 1 < mino) elne, r(G)=r 与 exp(G)=n, 分 别 叫 


做 G HRS RHR, 我 们 还 定义 d*(G)=》 (n; — 1). 对 于 Abel p 群 G, 1969 年 
i=1 

Olson 用 群 环 工具 证 明了 D(G)=1+d*(G); 1992 Æ A. Geroldinger 5 R. Schnei- 
der 指出 有 无 穷 多 个 秩 为 4 的 有 限 Abel S£ G 适合 D(G)>1+d*(G); 1969 Æ P. 
van Emde Boas 与 D. Kruyswijk 证 明 对 阶 大 于 1 WAR Abel 群 G 有 不 等 式 
D(G)&exp(G)(12-In(|G|/exp(G))); 1994 年 W. R. Alford, A. Granville Ej C. Pomer- 
ance 利用 这 个 结果 证 明 有 无 穷 多 个 Carmichael HRA. 

零 和 方面 的 第 一 个 重要 结果 是 P. Erdós, A. Ginzburgh 5 A. Ziv 在 1961 FÆ 
立 的 下 述 著 名 的 EGZ 定理 : 长 为 2n—1 的 Za 中 元 序列 ai, ,a24 i 必 包 含 长 为 
n 的 零 和 子 列 . 高 维 东 证 明了 Caro 的 下 述 猜想 : 对 于 有 限 Abel 群 G, D(G)+|G|-1 
是 最 小 的 正 整数 使 得 长 为 天 的 G 中 元 序列 必 有 长 为 |G| 的 零 和 子 列 . 考虑 到 
D(Z,) =n, 这 个 结果 蕴涵 着 EGZ 定理 . 2007 年 C. Reiher 通过 综合 运用 代数 与 组 
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合 方法 证 明了 1983 年 提出 的 Kemnitz 猜想 : 加 法 群 Z,0Z, 中 长 为 4n 一 3 的 元 素 
序列 必 包 含 长 为 n 的 零 和 子 列 . 

EGZ 定理 有 许多 不 同 的 推广 . Olson 证 明 对 任何 n MRAR G 中 长 为 2n 一 1 
的 元 素 序列 ai, , azn_1 都 可 找到 n 个 不 同 的 下 标 i,e in 使 得 乘积 oa au, 
等 于 G 的 单位 元 e, 他 还 猜测 可 进一步 要 求 4 < …. < du. Grynkiewicz 证 明了 下 
述 加 权 EGZ 定理 : 设 ai,- ,azn_1 €Zn H w, ,wn 为 Zn 中 元 的 零 和 子 列 , W 
A n 个 不 同 的 下 标 hors tn 使 得 加 权 和 wai 十 … 十 wnain STE. WAR 
得 了 EGZ 定理 的 下 述 恬 盖 式 推广 : 设 剩 余 类 系 {fal (mod nı), ,ak(mod nx)} Æ 
盖 每 个 整数 的 次 数 为 2-1 或 者 2g, RIL g HARB, 则 对 任 给 的 cl …… ,ck EZ, 
SUB (Lc ,} 的 非 空 子 集 I 使 得 》 ci =0 且 》 1/n; = q. HER k 2294-1 B. 

icI icl 


n=- = nk = 1 时 此 结果 就 是 Z。 上 的 EGZ 定理 . 
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Cheeger-Goresky-MacPherson 猜想 


Cheeger-Goresky-MacPherson Conjecture 


Hodge 理论 在 紧 复 流 形 特 别 是 代数 流 形 理论 中 处 于 核心 地 位 . 人 们 自然 想 问 : 
对 于 代数 簇 是 否 也 有 相应 的 理论 . 1982 ££, Cheeger-Goresky-MacPherson 对 代数 得 
上 的 L2 上 同调 以 及 交叉 上 同调 群 (intersection cohomology group) 进行 了 葛 基 性 
的 研究 , 并 且 提 出 了 一 系列 重要 的 猜想 . 核心 问题 是 : 

RV 是 复 射 影 空间 中 的 一 个 代数 簇 , V' 是 V 的 正则 点 组 成 的 集合 . V' E 
对 于 Fubini-Study 度量 的 L^2-de Rham 上 同调 群 是 否 与 V 的 交叉 上 同调 群 是 同 
构 的 ? 

由 Cheeger, Hsiang, Pati 和 Nagase 等 人 的 工作 可 知 , 以 上 猜想 在 V. 的 维 数 不 
超过 2 时 是 成 立 的 . 研究 上 问题 的 主要 难点 在 于 Fubini-Study 度量 在 交叉 上 同调 
群 是 一 个 非 完 备 的 Kaehler 度量 , 以 至 于 完备 Kaehler 流 形 上 的 工 `2 理论 无 法 直接 
应 用 到 V' E. 应 用 Donnelly-Fefferman 的 L^2 估计 , T. Ohsawa 成 功 地 克服 了 这 
一 困难 , 并 证 明了 当 奇 点 是 孤立 情形 的 Cheeger-Goresky-MacPherson 猜想 . 当 奇 点 
不 孤立 时 , 情形 就 异常 复杂 , 虽然 也 有 一 些 部 分 的 结果 . 
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Chern-Moser 的 一 个 问题 


Problem of Chen-Moser 


由 Cartan-Chern-Moser $E 3821, 一 个 强 拟 凸 的 实 解析 超 曲面 Mc C" 的 芽 , 在 
局 部 双全 纯 等 价 映射 下 , 由 一 组 完备 的 不 变量 所 完全 决定 , 这 些 不 变量 能 由 联络 的 
曲率 和 曲面 正规 型 的 系数 表示 出 来 . 当 ”> 3 时 ,Chern-MoserDl 中 的 四 阶 拟 共 形 
曲率 张 量 S 非常 重要 , 因为 它 通 过 微分 产生 其 他 的 不 变量 . 现在 我 们 知道 9 = 0 
当 且 仅 当 M 局 部 双全 纯 等 价 于 球面 OB"; 34 n = 2 时 , 上述 四 阶 曲率 张 量 恒 为 
F, 其 角色 由 Cartan 的 第 六 阶 不 变 曲率 张 量 PU 所 取代 . 在 这 两 种 情形 下 , M 中 
使 Chern-Moser 张 量 S(BX n = 2 时 的 Cartan 曲率 张 量 P) 为 零 的 点 , 被 称 为 一 个 
(CR) 脐 点 (umbilical point). 脐 点 为 M 的 双全 纯 微 分 不 变量 . 关于 紧 的 强 拟 凸 超 
曲面 M 的 CR 脐 点 的 研究 , 为 它 所 包含 的 域 全 纯 结构 和 M 内 在 的 CR 结构 , 提供 
了 非常 有 用 的 信息 . 然而 , 与 经 典 几 何不 同 的 是 , 除了 在 球面 , 即 5 或 P=0 的 情 
形 , 脐 点 的 计算 似乎 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 这 是 因为 基本 的 Cartan-Chern-Moser 
曲率 张 量 的 显示 公式 非常 复杂 . 事实 上 , 即使 是 在 最 简单 的 非 球面 情形 
是 一 个 椭圆 体 (ellipsoid) 时 就 已 经 不 平凡 . Belt, Webster 基于 早先 他 对 一 些 实 椭 
圆 体 的 复 动力 学 性 质 的 工作 , 证 明了 n > 3 时 C" 中 几乎 所 有 的 实 椭圆 体 没 有 任 
何 脐 点 . 由 文献 [5], 一 个 自然 问题 是 C? 中 的 一 个 实 椭圆 体 是 否 也 有 这 一 性 质 . 与 
Webster 的 定理 截然 不 同 的 是 , 在 文献 [4] FP, 我 们 证 明了 C? 中 的 一 个 实 椭圆 体 至 
少 有 4 个 脐 点 . 

Hamburger 的 一 个 定理 中 表明 R? 中 的 任何 紧 的 实 解析 凸 曲面 有 至 少 两 个 脐 
点 . 我 们 不 知道 是 否 存在 一 个 CR 型 的 Hamburger 定理 . 确切 地 说 , 我 们 关注 于 下 
面 的 问题 : 

问题 1 C? 中 任何 紧 的 强 凸 的 超 曲 面 是 否 至 少 有 两 个 CR AA? 

由 Chern-Moser 在 他 们 著名 的 文献 [2] 中 提出 的 下 面 的 问题 2, 现在 仍然 没有 
解决 

问题 2 是否 存在 任何 可 髓 入 的 三 维 紧 的 CR JUPE, ERA CR AR? 

正如 Cartan-Chern-Moser-Webster 给 出 的 那样 ,对 于 一 个 可 峰 的 强 拟 凸 的 流 
JE, 在 一 个 非 脐 点 附近 , 存在 一 个 内 冀 的 向 量 场 , 它 的 积分 曲线 是 双全 纯 不 变量 . 这 
一 内 在 定义 的 向 量 场 在 脐 点 附近 带 有 奇 性 . 研究 这 类 不 变 曲线 的 动力 学 性 质 和 流 
JEN) CR 结构 间 千 丝 万 缕 的 联系 , 将 是 一 个 非常 有 意义 的 问题 . 
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CR 型 的 Bonnet 刚性 问题 和 Siu 的 孤立 复 正 规 
TS ra BER BU PE je] ee 


CR Type Bonnet Rigidity Problem and The Supper Rigidity Problem of 
Siu's Isolate Sigularity Point 


假设 M 和 M" 是 RO 中 的 两 个 浸入 曲面 , 它们 分 别 由 f 和 9g 通过 UCR? 参 
数 化 . 如 果 M 和 M 相互 等 距 同 构 , 并 且 假 设 第 二 基本 形式 在 对 应 点 相同 , 那么 
M 和 M' 相差 一 个 刚性 运动 . 即 存 在 一 个 欧 氏 变换 T, 使 得 T(M) = M', 这 就 是 经 
典 的 Bonnet 刚性 定理 . 在 CR 几何 中 , 浸入 子 流 形 的 类 似 是 Levi 非 退 化 的 CR F 
流 形 , 欧 氏 空间 的 类 似 是 球 . 在 这 一 方面 , S. Webster 在 1977 年 证 明了 下 述 CR 型 
的 Bonnet 刚性 定理 : 

假设 (Mi, pi) 和 (Mo, po) 是 OB" 中 两 个 余 维 数 为 1 的 强 拟 凸 的 CR 子 流 形 
HJZF, 这 里 n > 5. WR (Mi, p1) 和 (Ma, p2) 是 CR AR, 那么 它们 相互 间 相 差 一 
个 刚性 运动 . 即 存在 T C Aut(8B") 使 得 T(p1) = po H. T(M1) = Ma. 

XE, 对 于 C" 中 的 一 个 子 流 形 M 和 对 任意 pe M, 我 们 定义 M DR 
的 CR 维 数 CRu(p) 为 TOM 的 复 维 数 ， 当 CRu(p) 5 p 点 无 关节 时 , Sl] 
BR M 是 一 个 CR 流 形 ; 当 M 的 实 维 数 是 2CRmu+1 时 , 我 们 称 M 是 一 个 超 曲 
面 型 的 CR TRÆ. HTAA CR TRÆ Mi 和 Mo, H p; € Mj, 我 们 称 (Mi, 
pi) CR 等 价 于 (Ma, pz), 如 果 存 在 一 个 从 (Mi, pi) 到 (M2, pz) SEB F, 使 
得 FTM) = TOM2， 假设 M c OB" 是 一 个 超 曲面 型 的 CR 子 流 形 , 我 
们 称 M 的 CR RERA l, WR =n-1-CRy. XM [1]. [2] 中 ,我们 建立 了 
k < (n — 1)/2 时 的 CR 型 Bonnet 刚性 定理 . 

然而 , 还 不 清楚 这 里 关于 余 维 数 的 限制 k< (n - 1)/2023 是 否 必 要 . 我 们 当然 
相信 , 球 与 球 之 间 全 纯 映 射 的 刚性 问题 中 , k 相对 于 ”不 能 太 大 . 然而 , 我 们 甚至 在 
k = (n — 1)/2 时 都 找 不 到 一 个 反例 . 更 确切 地 说 , 下 面 的 问题 仍然 没有 解决 : 

问题 1 假设 (Mi, pı) 和 (Mo, po) ERAF OB” PRERA k 的 两 个 CR 
等 价 的 子 流 形 . 那么 对 于 任意 的 上 , 是 否 一 定 有 (Mi, p) 和 (M2, po) 间 相 差 一 个 刚 
性 变换 ? 

关于 CR 子 流 形 在 球面 中 的 骨 入 的 研究 的 一 个 动机 就 是 ， 这 些 流 形 自 然 地 来 
自 于 孤立 复 奇 点 的 链接 (links). 因此 , 对 这 类 子 流 形 的 研究 能 被 用 来 得 到 关于 孤立 


CR 型 的 Bonnet 刚性 问题 和 Siu 的 孤立 复 正 规 奇 点 的 超 刚性 问题 DAT. 


复 奇 点 的 复 结构 的 一 些 相关 结果 . 由 文献 [3] 的 一 个 结果 , 我 们 得 到 CR 结构 的 链 
接 , 比 起 理解 它 界 住 的 奇 点 的 复 结构 需要 更 多 的 信息 . 另 一 方面 , 一 般 说 来 , 如 果 我 
们 仅仅 知道 它们 的 e 链接 光滑 同 胚 , 我 们 不 能 推出 (Vi,0) 和 (V2,0) 双全 纯 等 价 . 然 
而 , 对 于 带 有 Kaehler 度量 且 有 一 定 的 关于 曲率 张 量 的 强 负 性 条 件 的 紧 致 复 流 形 ， 
Y.T. Siu 根据 他 著名 的 超 刚 性 定理 , 提出 了 下 面 的 问题 : 

问题 2(Y. T. Siu) 假设 (Vj,0) C C^ 是 复 解 析 簇 的 芽 , 在 0 RAA MHIE 
规 奇 性 且 维 数 至 少 为 3. 假设 Mie = VjN{|z| = e) 为 相应 的 链接 . 假设 V2\{0} FA 
一 个 在 奇 点 0 处 完备 的 Kaehler 度量 , 且 与 文献 [4] 中 有 相同 的 负 曲 率 条 件 . 假设 
Mie 微分 同 胚 于 M2,, 那么 是 否 有 Vi 与 Vo 双全 纯 等 价 ? 
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格 里 菲 思 (Griffiths) 问题 


Problem of Griffiths 


研究 复 几 何 的 最 重要 的 工具 之 一 是 大 量 的 消灭 定理 . 历史 上 , K. Kodaira 首先 
应 用 调和 形式 得 到 了 关于 紧 复 流 形 上 正 全 纯 线 从 的 消灭 定理 . 为 了 把 Kodaira 的 
定理 推广 到 全 纯 向 量 从 情形 ; Nakano 与 Griffiths 分 别 引 入 了 两 种 不 同 的 正定 性 概 
念 并 得 到 了 相应 的 消灭 定理 . Griffiths 正定 指 的 是 向 量 从 的 Chern 曲率 张 量 作用 
在 任何 一 个 非 零 的 切身 量 与 该 向 量 从 的 非 零 向 量 的 张 量 积 上 是 正定 的 . 而 Nakano 
正定 指 的 是 曲率 张 量 作用 在 切 丛 与 该 向 量 丛 的 任何 一 个 非 零 向 量 上 是 正定 的 .从 
Nakano 正定 可 推出 Griffiths E, 反之 则 不 然 , 而 两 者 在 线 从 情形 是 一 样 的 ， 在 
1969 年 , P. Griffiths 提出 了 下 面 的 问题 : 

用 一 个 紧 复 流 形 上 的 回 量 从 是 丰富 (ample) 的 , 那么 其 必定 是 Griffiths 正定 
的 . 

Griffiths 问题 在 曲线 情形 已 由 Umemura 在 1973 年 解决 , 而 一 般 情形 则 显得 非 
常 难 . 直到 最 近 B.Berndtsson, Mourougane-Takayama 有 了 实质 性 的 突破 , 他 们 证 
明了 该 癌 量 从 与 它 的 行列 式 从 (determinant bundle) 的 张 量 积 是 Griffiths 正定 的 . 
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DA X EE EM (Hartshorne) 猜想 


Hartshorne's Conjecture 


向 量 空间 在 流 形 上 的 自然 推广 就 是 所 谓 的 向 量 从 , 它 是 将 开 集 上 的 向 量 空 间 通 
过 适当 的 函数 (连续 , 光滑 , 全 纯 , 多 项 式 ) 粘 合 起 来 而 得 到 . 和 流 形 的 定义 一 样 , 依 
据 烙 合 函 数 的 性 质 , 向 量 从 又 分 为 拓扑 、 光滑 、 全 纯 和 代数 向 量 从 . 向 量 空间 的 维 数 
称 为 向 量 丛 的 秩 . 复 射 影 流 形 上 全 纯 向 量 从 一 定 是 代数 向量 从 . 秩 1 全 纯 向 量 从 称 
为 线 从 , 它 对 应 于 复 流 形 上 的 超 曲 面 和 除 子 ( 超 曲 面 的 代数 和 ). 一 个 构造 秩 ” 向 量 
从 的 方法 就 是 将 7 个 已 知 线 从 作 直 和 (对 应 于 向 量 空间 的 直 和 ), 这 种 问 量 从 称 为 是 
分 裂 的 . 但 是 , 即使 在 复 射 影 空间 P* E, 人 们 还 没有 有 效 的 方法 构造 不 分 裂 秩 2 [58] 
BA. 

在 高 维 复 射影 空间 IP" (n > 4) 上 构造 不 分 裂 秩 2 代数 问 量 丛 是 一 个 非常 困难 的 
问题 . Horrocks 41 Mumford!!! 于 1973 年 发 现 了 P14 上 第 一 个 不 可 分 裂 秩 2 代数 向 量 
A. 到 目前 为 止 , 人 们 还 不 知道 在 4 维 以 上 的 复 射影 空间 上 是 否 存 在 不 分 裂 秩 2 向 
EA. Mumford EKRA B 181 页 上 称 该 存在 性 问题 是 射影 (代数 ) 几何 中 最 
有 意思 的 问题 . 1974 年, Hartshorne 提 出 了 下 述 著 名 猜想 B4. 

Hartshorne 猜想 “n > 7 时 , SHS PY 上 的 任何 秩 2 代 数 向 量 丛 都 是 
两 个 线 从 的 直 和 . 

文献 [5] 详细 介绍 了 该 猜想 的 背景 和 一 些 相关 的 研究 . 该 猜想 的 一 个 等 价 形式 
是 当 n > 7 时 , P" 中 维 数 为 n 一 2 的 光滑 代数 子 流 形 X C P^ 一 定 是 完全 交 , XE 
两 个 超 曲 面 A, Ho 的 横 截 交 , 也 就 是 说 这 两 个 超 曲 面 在 X 的 所 有 点 2 上 都 是 光滑 
的 , 并 且 它 们 在 2 处 的 切 超 平面 是 正常 相交 的 . 用 代数 的 语言 来 说 , X 是 完全 交 当 
且 仅 当 定义 它 的 齐 次 素 理想 (X) 正好 可 以 由 2 个 齐 次 多 项 式 生 成 ， 这 里 I(X) 是 
XE X 上 恒 为 零 的 齐 次 多 项 式 的 集合 . Hartshorne 甚至 猜想 只 要 光滑 代数 子 流 形 X 的 
维 数 d > zn, 那么 ,XX 就 是 nd 个 超 曲面 的 完全 交 

Barth 和 Van de Venl9) 证 明 如 果 对 所 有 n > 1, 存在 P* 上 的 秩 2 向 量 从 En, 使 
fj E, Æ Eny 在 超 平面 P* c P*+1 上 的 限制 , 那么 所 有 的 E, 都 是 分 裂 的 . 这 个 结 
论 增强 了 人 们 对 Hartshorne 猜想 的 信心 . Grauert 和 Schneider!) 曾经 猜测 ” > 5 HY, 
P^ 上 的 非 半 稳 定 秩 2 向 量 从 一 定 是 分 裂 的 . 他 们 在 文献 [8] 中 给 出 个 一 个 证 明 , 但 
证 明 有 漏洞 . n > OW, 拓扑 学 家 构造 了 一 些 不 分 裂 的 秩 2 拓扑 向 量 从 , 满足 不 等 
X c2 > 4c2. 如 果 这 个 猜测 成 立 , 那么 这 些 拓扑 问 量 从 上 没有 复 结构 . 
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Horrocks 给 出 了 一 个 向 量 丛 是 分 裂 的 上 同调 判别 法 铝 . 他 证 明了 " (n > 2) 上 的 
向 量 丛 环 是 分 裂 的 当 且 仅 当 对 任意 整数 太 H* (P^, E(k)) 20, 这 里 i =1,…,n 一 1， 
E(k) = EG Opn(k). 作为 一 个 推论 , 忆 是 分 裂 的 当 且 仅 当 五 限制 在 某 个 平面 严 C 
P^ 上 是 分 裂 的 . 还 有 一 些 人 也 给 出 了 其 他 的 上 同调 判别 法 , 但 人 们 仍然 不 知道 如 何 
利用 这 些 判别 法 去 证 明 Hartshorne 猜测 . 

Hartshorne 猜想 有 几 个 初等 形式 . WE BAA XM, Hartshorne 猜想 可 以 转 
化 成 一 组 矩阵 的 问题 , 矩阵 的 元 素 是 多 项 式 , 但 是 这 个 初等 问题 仍然 很 困难 . 下 面 
我 们 介绍 一 个 大 学 生 可 以 看 懂 的 等 价 形式 ( 见 文献 [9]). 

Ù Fi, Fo, F3EC[x0,-+- tn] 中 三 个 齐 次 多 项 式 . 如 果 存 在 6 个 齐 次 多 项 式 互 1， 
Pi2, P13, Pi, Poo, Pos 使 得 下 = Pi2Po3 一 万 3P Fo = 万 1Pa — PygPa, F3 = 
Py Poo — Pio Poi, Bl F1, Fo, Fs 是 2x3 和 矩阵 (PB;) 的 三 个 极 大 子 式 , WRF, Fo, Fs Æ 
齐 次 行列 式 的 . 

WIR Fi, Fo, F3 不 一 定 是 齐 次 的 , 也 不 要 求 P, 是 齐 次 的 , 但 上 面 三 个 等 式 仍然 
成 立 , 那么 我 们 就 称 F, Fo, Fs 是 行列 式 的 . 

Hartshorne 猜想 的 初等 形式 ” 设 n > 7, Ki, Fo, Fa dé Clro, -- ,zn| 中 两 两 没 
有 公 因 子 的 非 零 齐 次 多 项 式 . 如果 对 任何 i， File=1, Fiir Fui 是 行列 式 的 ， 
那么 Fi, Fo, Fs 是 齐 次 行列 式 的 . 

人 们 估计 当 n > rit, P* 上 的 秩 7r 疝 量 从 一 定 是 分 裂 的 .近年 来 , N. Mohan 
Kumar 等 人 在 特征 值 为 2 的 域 上 的 5 维 射影 空间 上 构造 了 不 分 裂 的 秩 2 癌 量 从 . 
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饭 高 (litaka) 2878: C... 


litaka Conjecture: C, 


SS FRORUL RI PPAF RBA RR] OD FR] BLZ EE RRR TR 
(litaka Shigeru) 提出 的 猜想 : Cn,m ( 见 文献 [1]), 该 猜想 内 容 如 下 : WR ar: VOW 
是 光滑 代数 簇 之 间 的 正 稼 (proper) A, n = dim(V) H m = dim(W). 假设 r W 
一 般 纤 维 Vo := m (w) 是 连通 的 , 则 有 下 列 不 等 式 : &(V) >k(W) 二 rk(Vw), 这 里 x 
表示 小 平 (Kodaira) 维 数 . 

“小 平 维 数 ” 在 代数 几何 中 是 一 个 十 分 基本 的 概念 . 如 果 X 是 一 个 光滑 射影 代 
Rik, 设 wx 是 X 的 典范 线 丛 , 对 任意 正 整 数 m > 0, 考虑 oS” 的 整体 截面 空间 
D(X,u97). 如 果 对 任意 m > 0, WA TX, w?™) = 0, 这 时 我 们 定义 X 的 小 平 维 数 
为 K(X) = -co. 否则 , 我 们 总 可 以 假设 存在 一 个 正 整数 m > 0 f£ D(X,09) z 0, 
取 这 个 C- 向 量 空间 的 一 组 基 so- ,sw+l (N > 0), 则 可 以 将 X 映 入 射影 空间 
PN (这 个 映射 em 在 X 的 Zariski 开 子 集 上 有 定义 , 这 样 的 映射 又 称 为 有 理 映 射 ). 
我 们 定义 X 的 小 平 维 数 K(X) AS m RTA ERIN, X 在 映射 em 下 的 像 的 
闭 包 簇 的 最 大 维 数 , 根据 定义 —oo < K(X) € dim(X). 如 果 K(X) = dim(X), X HJ 
做 一 般 型 的 簇 . 

C21 是 Enriques 和 小 平 邦彦 (Kodaira) 关于 代数 曲面 的 分 类 理论 ( 见 文献 [1]). 
40:V 一 W 是 解析 纤维 从 时 ,Cnm 已 被 日 本 数学 家 I. Namikawa 和 K. Ueno 所 
证 明 ( 见 文献 [1]). 在 文献 [2] F, 当 r 是 具有 局 部 半 纯 截面 的 椭圆 曲线 类 时 , Ueno 
证 明了 Cao. 德国 著名 数学 家 Viehweg 在 文献 [3] 中 证 明了 Cn a. 在 文献 [4] P, 
日 本 数学 家 川 又 雄二 郎 (Kawamata Yujiro) 首次 证 明了 一 些 极 小 模型 的 存在 性 可 
以 推出 C, as. 随后 , 匈牙利 著名 数学 家 Janos Kollár (Princeton KÆ) 证 明了 当 « 
的 一 般 纤 维 是 一 般 型 时 , Cam 正确 ( 见 文献 [5]). 

虽然 目前 的 研究 现状 距离 最 终 证 明 Iitaka 猜想 还 有 很 大 差距 ， 至今 仍 不 断 在 
出 现 一 些 新 的 研究 进展 . 例如 , 日 本 学 者 Fujino 在 文献 [6] 中 证 明了 当 r 的 充分 
一 般 纤 维 具 有 最 大 的 Albanese 维 数 时 ,Cn m 成 立 , 他 最 近 还 放宽 了 对 一 般 纤 维 的 
Albanese 维 数 的 要 求 ( 见 文献 [7]). 

由 于 复 代 数 几 何 的 极 小 模型 理论 近年 来 取得 了 突破 性 进展 , 因而 Crim 在 很 多 
情况 下 是 正确 的 . 总 的 来 说 , 人 们 相信 Iitaka 猜想 的 正确 性 . 我 们 希望 有 一 天 中 国 
学 者 能 在 这 个 猜想 的 研究 方面 作出 重要 贡献 . 
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长 田 (Nagata) 猜想 


Nagata's Conjecture 


在 代数 几何 中 , 平面 代数 曲线 是 最 简单 也 是 最 具体 的 代数 簇 , 然而 在 这 个 领域 
内 还 是 有 一 些 著 名 的 难题 没有 解决 ， Nagata 猜想 就 是 其 中 之 一 . 

设 f(z,y) 是 含 两 个 变量 的 复 系数 多 项 式 , 它 在 二 维 的 复 空间 C? 中 的 零点 集 
合 C 叫做 一 条 平面 代数 曲线 . 设 d 是 f(x,y) 的 次 数 , 则 称 C 为 一 条 d 次 平面 曲 
线 , 简称 d 次 曲线 . C 上 任意 一 点 已 = (a,b), fla +r, b - y) 的 展开 式 是 一 些 单 
MARM, 这 些 单项 式 的 次 数 的 最 小 值 定义 为 C 在 P 点 的 重 数 . BRAC 上 每 点 的 
重 数 大 于 零 , 凡 重 数 大 于 1 的 点 都 称 为 奇 点 . 

设 d,m,n 是 给 定 的 三 个 自然 数 , Pi, P EC? 上 处 于 一 般 位 置 的 点 , BIS 
足 无 三 点 共 线 , 无 六 点 在 同一 条 二 次 曲线 上 等 条 件 的 点 . 我 们 问 是 否 存 在 一 条 d 次 
曲线 , 其 在 Pi. Pa 的 每 一 点 的 重 数 不 小 于 m 容易 看 出 , 当 d 太 小 时 这 样 的 曲 
线 不 一 定 存在 . 例如 当 n = 3,m = 1 时 不 存在 一 次 曲线 ( 即 直线 ) 满足 条 件 . 

Nagata 在 1959 年 向 证 明了 当 n 是 一 个 大 于 9 的 完全 平方 数 r 时 , 满足 上 面 
条 件 的 d 次 曲线 存在 的 一 个 必要 条 件 是 d > mr. 利用 这 个 结论 Nagata 构造 了 一 
个 例子 给 出 了 Hilbert 第 十 四 问题 的 否定 的 回答 . 这 是 一 项 有 重大 影响 的 数学 成 果 . 

要 注意 n > 9 这 个 条 件 不 能 去 掉 . 例如 当 n = 4 时 , 总 存在 一 个 二 次 多 项 式 
g(x,y) 使 Pi, Po, P3, Ps 都 是 g(xz,y) HEAR. CAH gay) 定义 的 二 次 曲线 , 则 
C d£ Pi, Po, P, P4. 点 的 重 数 都 不 小 于 1, 因此 d > mr 不 成 立 . 根据 同样 的 道理 ， 
n 一 9 时 , 结论 也 不 成 立 . Nagata 在 同一 篇 文章 的 最 后 提出 下 面 猜想 : 24 n» 9 时 
满足 上 面条 件 的 d 次 曲线 存在 的 一 个 必要 条 件 是 d > mn. 这 里 n 不 一 定 是 完全 
平方 数 . 这 是 经 典 的 Nagata 猜想 . 后 来 其 他 数学 家 又 将 它 推广 成 如 下 猜想 : 

Pi,- Pn Æ C 上 处 于 一 般 位 置 的 点 ,m1,… ,mn 是 一 组 自然 数 ， 假 如 存 
在 一 条 d 次 曲线 C, 对 每 个 1 < i < n, C 在 P; 点 的 重 数 都 不 小 于 mi, 则 ad? > 
mimi. 

于 是 大 家 把 这 个 更 一 般 的 猜想 称 为 Nagata HAB. —- 

Nagata 猜想 有 如 下 特点 : CD 如 前 所 述 , 在 历史 上 它 在 解决 Hilbert 第 十 四 问 
题 中 起 了 关键 作用 ; © 它 是 代数 几何 中 为 数 非常 少 的 可 以 让 大 学 生理 解 的 问题 ， 
@ 在 更 深 的 代数 几何 前 沿 研究 中 , 有 些 问题 的 解决 依赖 于 Nagata 猜想 的 解决 . 

A Nagata 的 经 典 论文 问世 近 50 年 来 不 少数 学 家 试图 证 明 这 个 猜想 都 没有 获 
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得 成 功 , 也 没有 人 能 找到 反例 来 推翻 它 , 甚至 经 典 的 Nagata 猜想 迄今 为 止 仍 是 个 
谜 . 文献 中 所 列 的 一 些 文章 的 结果 都 是 Nagata 猜想 的 不 等 式 的 各 种 逼近 . SCHR [5] 
只 用 微 积分 知识 就 得 到 一 个 非常 好 的 不 等 式 , 值得 有 兴趣 的 读者 阅读 . 
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Tate-Oort 问题 


The Tate-Oort Problem on Group Schemes 


设 G 为 一 个 n WH, 则 对 任意 9 € G 都 有 g^ = e, 这 是 群 论 中 的 一 个 简单 事 
SE. 我 们 可 以 换 一 个 方式 叙述 这 个 事实 : $ nc : G 一 G ARH g g”, WI nc 的 
BA (e). 

这 个 命题 的 几何 化 就 给 出 这 样 一 个 问题 : 

问题 X G 一 5S 为 有 限 平坦 群 概 形 , KKA n, 令 nc : G 一 G AN n kh 
的 态 射 , 是 否 有 na = 0 (B nc 经 过 S)? 

这 就 是 Tate-Oort 问题 ( 见 文献 [3], 关于 群 概 形 的 定义 和 性 质 可 参看 文献 [1] 
和 文献 [2]). 

这 个 问题 用 代数 的 语言 可 以 这 样 理解 : 

定义 ” 设 R,4 为 有 单位 元 的 环 , 其 中 R 为 交换 环 . dd u: A BR 4 一 AM 
I a&gb ab ( 即 为 A 的 乘法 ). 设 6:R 一 4 为 环 的 单 同 态 (由 此 将 REF A 
的 子 环 ), L: 4 一 A,v:A— AQRA, ce: Ao R 2g R RAAS ( 即 为 环 同 态 且 将 
R 的 元 保持 不 变 ), 满足 

(i) (id, @gv)ov=(v@pidg)ov: A> AQRA Qr A (“RERE”); 

(ii) (€ 8g ida) ov = (ida Gg e) ev = id4 : A— R Qr A S A ("AIEO"); 

(iii) yo ((Ggida)ov = uo (ida BR i) ov = ĵoe : A— A (“RIET”), 
We AA R 上 的 一 个 Hopf RA. 如 果 此 时 还 有 

(iv) nov 2v: A— AGn A, AP nla Sg b) - bna, 
则 称 A 为 余 交 换 的 . 

例如 , 设 G 是 一 个 群 , A = RIG), Hl G E R 上 的 群 代数 (其 中 的 元 素 形 如 
Q191 十 … 十 orgr Qi € R, gi € G, 加 法 按 分 量 系数 相 加 , 乘法 用 群 G 的 乘法 ), 则 A 
具有 一 个 Hopf 代数 结构 . 

注 ”我 们 可 以 这 样 理解 公理 (i), (ii) 和 (iv): 设 A 作为 R 模 同 构 于 R, 令 
AP = Homa(A, R), Bl 4 的 对 偶 模 , 则 v 的 对 偶 给 出 AP 的 “乘法 ”vy? : AP@RAP 一 
AP, e 的 对 偶 给 出 eP : R> AP, (i) 说 明 乘 法 vP 满足 结合 律 , 而 (i) 说 明 eP(1) 
为 AP 的 单位 元 , 条 件 (iv) 等 价 于 AP 是 交换 环 . 

一 个 群 概 形 等 价 于 一 个 交换 Hopf 代数 . 
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设 4 为 R 上 的 一 个 Hopf 代数 . 对 任意 正 整数 n, 令 un: AOR @RA A 
为 映射 a1 OR- OR an Fy 0102: An, 它 可 由 H 归纳 地 给 出 . 类 似 地 ， 由 > 可 以 归 
纳 地 给 出 vn : A —5 AGn bs QRA. S na = aova: AA, 上 述 Tate-Oort 问题 
用 Hopf 代数 的 语言 就 可 以 表达 为 : 

问题 ′ 设 4 为 RR 上 的 一 个 交换 Hopf 代数 . 者 A 作为 RRIF g^, 是 
TH na(A) = R? 

Tate-Oort 问题 在 G — S 为 交换 群 概 形 的 情形 (用 代数 的 语言 就 是 (iv) 成 立 ) 
有 肯定 的 答案 , 证 明 是 Deligne 给 出 的 , 其 中 包含 了 高 超 的 技巧 . 对 于 一 般 情 形 , 尽 
管 有 很 多 杰出 学 者 付出 了 艰苦 的 努力 , 经 过 近 四 十 年 仍 无 实质 性 的 进展 . 

除了 上 述 交 换 群 概 形 的 情形 外 , Tate-Oort 问题 在 下 列 情形 也 有 肯定 的 答案 : 

(A) S AQ SUE (用 代数 的 语言 , R 是 Q 的 扩 环 ); 

(B) 5 为 约 化 概 形 (用 代数 的 语言 , R 是 整 环 ). 


$ X X RB 


Demazure M, Grothendieck A. Schemas en Groupes I-III (SGA 3). Berlin: Springer- 
Verlag, 1970 

[2] Oort F. Commutative Group Schemes, Berlin: Springer-Verlag, 1966 

[3] Tate J, Oort F. Group schemes of prime order. Ann Sc Ecole Norm Sup, 1970, 3: 1-21 
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Tate 猜想 


Tate Conjecture 


代数 簇 中 的 闭 子 代数 簇 定义 出 上 同调 群 类 , 代数 几何 中 的 一 个 重要 问题 是 刻画 
上 同调 群 中 闭 子 代数 秘 的 上 同调 类 生成 的 子 空间 , 复 代 数 几 何 中 的 Hodge 猜想 就 
是 这 方面 的 重要 问题 , 算术 代数 几何 中 这 个 方面 的 问题 是 Tate 猜想 . 

Wk ARERR, k Æ k 的 可 分 代数 闭 包 , X Æ k 上 的 n 维 光滑 投影 代 
ik, 4 是 与 上 的 特征 互 素 的 素数 , H'(X 8k k, Qe) Æ X ex kK i ft £ adic 上 同调 
群 . 若 了 dé X 的 定义 在 k 上 余 维 数 为 ; KATRA, 我 们 有 标准 映射 


Tr : H?072 (Y & k, Qe)(n — j) > Qe, 
这 里 (n — j) E n- j 次 Tate twist — @ Qe(n — j). 这 个 映射 与 限制 映射 
H*-9(X Or k, Qe)(n — j) ^ H?) (Y, Qe)(n — j) 
复合 , 得 到 线性 映射 
HIX Bp k, Qe)(n — j) > Qe. 

根据 Poincaré 对 偶 和 定理 

Hom(H?(9(Xx &, k, Qj) (n — j), Qe) = HI (X 8p k, Qo) (i), 
上 面 的 线性 映射 对 应 着 HIX 8k 0G 中 的 一 个 元 素 , 我 们 称 这 个 元 素 是 Y 
定义 的 上 同调 类 . Gal(k/k) 作用 在 H(X @k k,Qz)(7) E. 不 难 证 明 Gal(k/k) 在 
H?-2(Y & k, Qo) n— j) 上 的 作用 平凡 , 而 且 上 面 的 映射 Tr. FR SER ST I Poincaré 
对 偶 定 理 都 与 Gal(k/k) 的 作用 相 容 , 所 以 Gal(k/k) 在 Y 定义 的 上 同调 类 上 的 作 
用 也 平凡 . Be A(X) 是 H9 (X &x k, QAG PH X 的 余 维 数 为 了 的 定义 在 k 上 
的 闭 子 代 数 簇 的 上 同调 类 生成 的 Q 向 量 空 间 . Gal(k/k) 在 A(X) 上 的 作用 平凡 . 
Tate( 文 献 [1]) 猜想 H(X 8; k, Qo) (3) 中 具有 平凡 Gal(k/k) 作用 的 元 素 一 定 是 
AIX) 中 元 素 的 Qe 线性 组 合 . 

Y A, 和 A; Æ k 上 的 Abel $&, Tate 猜想 的 一 个 推论 是 映射 

Hom (A1, A2) 8 Q; 一 Hom, (H'(A5, Qe), H'(A1,Q9)) 
是 双 射 . 这 个 推论 被 Faltings( 文 献 [1], 特征 值 0) 和 Zahrin( 文 献 [3]. [4], 特征 值 p) 
证 实 . Faltings 的 这 项 工作 是 他 证 明 Mordell 猜想 中 关键 的 一 步 . 
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调和 从 的 上 同调 


Cohomologies on Harmonic Bundles 


设 V 是 复 流 形 M” 上 秩 n 的 复 平坦 向 量 从 ; 等 价 地 , 这 相应 于 M” 的 基本 
群 的 一 线性 表示 : 
p:™(M™) — Gl(n, C). 
WR M" 是 紧 凯 勒 流 形 且 o 是 半 单 的 表示 , 据 Donaldson 和 Corlette HAR, 
V 上 有 唯一 的 调和 度量 u. 设 DÆ V 上 的 平坦 联络 . 使 用 调和 度量 u, Cartan 分 
解 以 及 M" 上 的 复 结构 , 人 们 能 分 解 平坦 联络 如 下 : 


D-08402 8, 


其 中 8, 9 分 别 是 (1,0), (0, 1) 型 微分 算 子 , 而 0, 6 分 别 是 取 值 于 Hom(V) 的 (1,0) 
形式 , (0,1) 形式 . 
& D! =8 +90, REA Higgs AT. SRON BAIE HJ Bochner AA, 人们 有 
(Dj) = 0. 


特别 地 , (V, 5) 形成 一 全 纯 向 量 从 , 记 为 E,0 dé E Et IS 1 形式 , 且 0Ab = 0. 
现在 , 人 们 有 下 列 各 种 复 形 之 间 的 拟 同 构 (quasi-isomorphism): 

1) V? > ({A(V), D}) = A*(V) — AMV) => A*(V) 一 …) 

2) {Q (E), OA} > {A (E), D). 

这 里 , V? 是 v 的 平坦 截面 的 层 ; A (V) 是 取 值 于 V 的 i 形式 的 层 ; Qi(E) 是 
MEF EE 的 全 纯 i 形式 的 层 ; A'(E) 是 取 值 于 E 的 i 形式 的 层 . 

注 1 第 一 个 拟 同 构 是 Poincaré 引 理 的 推论 ; 第 二 个 拟 同 构 是 Dolbeaut 引 理 
的 推论 . 

问题 WR M" 是 一 拟 紧 凯 勒 流 形 , 即 从 紧 凯 勒 流 形 除去 一 个 适当 的 除 子 而 
剩 下 的 空间 , 上 面 情形 将 是 怎样 的 ? 

为 了 解决 这 个 问题 , 人们 必须 修改 上 面 的 各 种 复 形 : 使 用 相交 复 形 替换 VD 
其 余 的 使 用 相应 的 L 形式 替换 . 

注 2 (1) 当 V 是 Hodge 结构 变 分 , A M” 为 代数 曲线 时 , Zucker 给 出 了 完 
备 的 回答 (参见 文献 [2]); 在 高 维 情形 , 第 一 部 分 被 Cattani-Kaplan-Schmid( 参 见 文 
献 [3]) 和 Kashiwara-Kawai( 参 见 文献 [4]) 独立 证 明 , 第 二 部 分 被 Jost- 杨 义 虎 -Zuo 
证 明 (参见 文献 [5]). 
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(2) 24 V 是 Unipotent HAMA, H M” 为 代数 曲线 时 ， 问 题 被 Jost- 杨 义 


JR -Zuo 证 明 (参见 文献 [6]). 


16| 


(3) 一 般 情形 , 目前 还 没有 任何 结果 . 
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格拉 腾 迪 元 (Grothendieck) 标准 猜想 


The Standard Conjecture of (+rothendieck 


1949 4E, Weil] 提出 关于 有 限 域 上 代数 艇 的 < 函数 性 
质 的 猜想 , 即 有 限 域 上 光滑 投影 代数 簇 的 < 函数 是 有 理 函 
数 , 满足 函数 方程 和 黎 曼 假设 . Weil 同时 指出 , 为 了 证 明 这 
| 此 猜想, 需要 发 展 代数 钱 的 上 同调 理论 . 这 个 猜想 最 终 被 
Er Dwork!3!, Grothendieck 和 Deligne!!! 证 明 . Grothendieckl*: 
B 在 研究 Weil 猜想 时 提出 了 标准 猜想 , 并 在 该 猜想 基础 上 ， 
建立 了 motive 理论 . 如 今 , motive 理论 一 直 指 引 着 算术 代 
M SULA ARR. 

me X ER k LOCA, ! 是 与 上 的 特征 互 
和 素 的 素数 , H(X, Qe) Æ X H i Br Cadic 上 同调 群 , X 与 
投影 空间 的 超 平面 的 交集 是 X IT RB, 与 这 个 子 代数 能 的 上 同调 类 作 cup R 
积 定义 出 线性 映射 | | 
L: H*(X,Qe) > H**(X,Q)). 

记 A(X, Qe) 中 由 余 维 数 i 的 子 代数 簇生 成 的 Q 同 量 空间 为 A(X). 为 了 方便 ， 
这 里 我 们 忽略 Tate twist. BX 的 维 数 是 n. 


标准 猜想 由 两 个 部 分 组 成 . 第 一 个 部 分 称 为 Lefschetz 
标准 猜想 , Hard Lefschetz 定理 (文献 [2] 4.1) 说 映射 


Li: H"-*(X, Qe) 2 H” Y(X, Qe) 
是 同 构 (0 < i € n). Lefschetz 标准 猜想 说 的 是 映射 
LU ANE) o AS (XY 
是 同 构 (0 < is 5). 第 二 个 部 分 称 为 Hodge 标准 猜想 ， 
说 的 是 当 i < 3 时 ，4(X)nker(Zn-2i+1) 上 的 二 次 型 
gre (—1) L" a 


是 正定 的 . 24 X 是 代数 曲面 或 复 代数 簇 时 , XU T AU DATI] 9). 

标准 猜想 有 很 多 深刻 的 推论 . 它 可 以 推出 Weil 猜想 , 而 且 推 出 Frobenius 在 
光滑 投影 代数 簇 的 上 同调 群 上 的 作用 是 半 单 的 , 它 推出 代数 簇 中 algebraic cycle 的 
numberical equivalence 和 homological equivalence 是 同一 个 等 价 关 系 . 








[6] 
[7] 
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关于 全 纯 双 稚 曲 率 的 猜想 


Conjecture of Holomorphic Bisectional Curvature 


全 纯 双 截 曲 率 在 复 几 何 中 的 地 位 与 Riemann AHA Riemann 几何 中 的 地 
位 相同 . 者 一 个 紧 Kaehler 流 形 的 全 纯 双 截 曲率 是 严格 正 的 , 那么 其 必定 双全 纯 同 
MTS ER, 这 是 由 Mori, Siu-Yau 证 明 的 Frankel 猜想 . 关于 非 紧 情形 , 有 下 
面 的 重要 猜想 : 

猜想 1 具有 正 的 全 纯 双 截 曲 率 的 非 紧 的 完备 Kaehler REM ERS 
于 复 欧 氏 空 间 . 

猜想 2 ”具有 负 的 全 纯 双 截 曲率 的 完备 的 单 连通 的 Kaehler 流 形 是 一 个 Stein 

Frankel 猜想 以 及 上 面 两 个 猜想 , 可 以 看 作 Poincare-Kobe 单 值 化 定理 在 高 维 
的 对 应 , 所 以 有 时 也 称 它们 为 单 值 化 问题 . 近年 来 , 基于 Ricci 流 , 猜想 1 的 研究 取 
得 了 一 些 进 展 . 例如 : Ni 和 Tan!) 证 明 在 此 流 形 具 有 极 (pole) HATER, 当 全 纯 双 
截 曲 率 非 负 时 , 该 流 形 是 一 个 stein 流 形 . 而 对 猜想 2, 到 目前 几乎 还 没有 任何 进展 ， 
甚至 不 知道 这 样 的 流 形 是 否 一 定 非 紧 . 


参考 文献 
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紧 闭 包 与 局 部 化 相交 换 的 问题 
When does Tight Closure Commute with Localization? 


紧 闭 包 (tight closure) 理论 是 由 M. Hochster Fl C. = 
Huneke 在 20 年 前 发 展 起 来 的 , 此 后 , 该 理论 成 为 交换 代数 
的 一 个 最 活跃 的 研究 领域 . 因为 这 个 新 的 理论 的 出 现 , 多 个 
交换 代数 中 的 同调 猜想 得 到 了 解决 . 近 几 年 , 紧 闭 包 被 应 用 
到 了 代数 几何 . 

现在 来 解释 什么 是 紧 闭 包 . 设 R 是 一 个 包含 特征 值 p > 
0 的 域 的 交换 Noether 整 环 , I Æ R 的 一 个 理想 .了 的 紧 闭 包 
r 是 如 下 定义 的 理想 : 


It = (fe R| FTE tA 0 使 得 对 任意 9 = pe MA tft clay, pm | 


其 中 rs 是 R 的 由 所 有 ff € I ERA. 紧 闭 包 的 局 部 化 问题 是 : Ve S ER 
的 任意 一 个 乘法 封闭 子 集 , 是 否 下 式 成 立 ; 
(5771)* = S57 (1*), 

即 紧 闭 包 是 否 可 以 与 局 部 化 相交 换 . C. Huneke 在 其 专著 外 的 第 十 二 章 中 称 , 这 是 
他 们 在 建立 紧 闭 包 理 论 的 第 一 天 就 想 解决 的 问题 , 被 认为 是 紧 闭 包 理 论 中 最 大 的 公 
开 问 题 之 一 . 在 这 20 年 中 , 有 关 这 个 问题 的 研究 一 直 没 有 中 断 过 , 文献 [2] 的 第 十 
二 章 总 结 了 前 面 的 研究 工作 , 此 后 , 又 有 一 些 这 方面 的 工作 , 例如 , K. Smith?! 证 明 
了 在 binomial 环 中 , 该 性 质 是 成 立 的 . 

该 性 质 是 不 是 总 成 立 ? Brenner 和 Monsky 在 他 们 尚未 正式 发 表 的 文献 [1] 中 
称 , 他 们 找到 了 一 个 反例 . 尽管 如 此 , 这 个 问题 仍然 值得 继续 深入 研究 , 例如 , 该 性 
质 在 什么 样 的 环 中 是 成 立 的 ? 
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局 部 上 同调 模 的 相伴 素 理 想 的 有 限 性 问题 


The Finiteness of The Associated Primes of Local Cohomology Modules 


先 来 解释 交换 代数 中 的 两 个 概念 . 一 是 相伴 素 理想 , 二 是 局 部 上 同调 模 . 

我 们 总 假设 R 是 一 个 有 单位 元 的 交换 Noether W. w M Æ—A RE p JE R 
的 一 个 素 理想 , 如 果 存 在 M 的 一 个 元 素 m 使 得 m 的 零 化 子 Anng(m) 就 是 p, DU] 
称 p 是 M 的 一 个 相伴 素 理想 . M 的 相伴 素 理想 表现 了 M 的 许多 性 质 , 例如 ，M 
的 相伴 素 理想 的 并 集 就 是 M 的 所 有 零 因 子 组 成 的 集合 . 当 M 是 有 限 生 成 的 情 模 
时 , M 只 有 有 限 多 个 相伴 素 理想 . 但 对 不 是 有 限 生成 的 模 , 该 结论 不 一 定 成 立 . 

再 来 解释 局 部 上 同调 模 . 假设 R 是 一 个 局 部 环 , 了 是 R 的 一 个 理想 , M 是 一 
个 有 限 生 成 的 RE, M 关于 了 工 的 第 ;个 局 部 上 同调 模 Hi(M) 有 几 种 等 价 定义 方 
式 , 其 中 的 一 个 是 


H}(M) = lim Ext,(R/I”, M). 


局 部 上 同调 模 与 代数 几何 中 的 上 同调 模 有 密切 的 关系 , 在 交换 代数 中 起 着 重要 的 作 
FQ. 例如 , 可 以 用 局 部 上 同调 模 来 刻画 模 的 维 数 、 深 度 等 概念 (局 部 上 同调 模 理论 
的 参考 文献 首 推 文 献 [2]). 然而 , 作为 R ER, 局 部 上 同调 模 一 般 不 是 有 限 生 成 的 . 这 
使 得 局 部 上 同调 模 的 性 质 的 研究 成 为 交换 代数 研究 的 热点 . 

著名 交换 代数 学 家 C. Huneke 在 文献 [3] 中 提出 了 有 关 局 部 上 同调 模 的 一 系列 
公开 问题 , 他 猜测 : 尽管 局 部 上 同调 模 不 一 定 是 有 限 生 成 的 , 但 其 相伴 素 理想 一 定 
只 有 有 限 个 . 这 个 猜想 源 于 Grothendieck 的 一 个 关于 局 部 上 同调 模 的 类 似 猜想 . 当 
R 是 包含 域 的 正则 局 部 环 时 ，C. Huneke, R.Y. Sharp 和 G. Lyubeznik 证 明 这 个 猜 
想 是 对 的 . 在 这 方面 的 研究 成 果 中 , 一 个 有 意思 的 结论 是 : Brodmann 和 Lashgaril! 
证 明了 : 对 H?(M), Hi(M),… MARES, 第 一 个 不 是 有 限 生成 的 局 部 上 同调 模 
只 有 有 限 多 个 相伴 素 理想 . 

然而 , Katzmanl4 对 这 个 猜想 给 出 了 一 个 反例 . 尽管 如 此 , 人 们 对 局 部 上 同调 
模 的 相伴 素 理想 的 有 限 性 的 研究 的 热情 未 减 , 因为 局 部 上 同调 模 的 许多 性 质 的 成 立 
都 与 其 相伴 素 理 想 的 有 限 性 有 关 . 在 什么 环 上 , 这 个 猜想 成 立 ?” 即使 相伴 素 理想 的 
个 数 无 限 , 极 小 相伴 素 理想 的 个 数 是 否 有 限 ? 等 等 仍 是 交换 代数 学 家 们 感 兴趣 的 问 
题 . 


[1] 


[2] 


i3] 
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Calabi-Yau 模 空间 的 陈 数 不 等 式 


Chern Number Inequalities on Calabi-Yau Moduli 


假设 M 是 一 个 由 3 维 卡拉 比 -丘成桐 流 形 定义 的 模 空间 , 维 数 是 m， 由 田 刚 
WARU, M 是 光滑 的 . 假设 w 是 M 上 的 Weil-Petersson 度量 . 在 文献 [6] F, B 
志 勤 定义 了 

w = (m + 3)w + Ric(wic), 


Row 为 霍 奇 度量 . 这 个 度量 有 很 多 很 好 的 微分 几何 性 质 . 研究 这 个 度量 也 是 我 们 
研究 模 空间 局 部 微分 几何 的 起 点 . 

从 模 空间 局 部 性 质 出 发 可 以 研究 它 的 整体 性 质 Calabi-Yau 空间 的 整体 性 质 是 
很 丰富 的 . 其 中 陈 -Weil 形式 特别 重要 . Douglas- 陆 志 勤 在 文献 [3] 中 证 明了 模 空 
间 的 陈 -Weil 形式 的 高 斯 - 博 涅 型 定理 . 作为 一 个 物理 应 用 , 可 以 证 明 , 在 一 定 的 假 
设 下 , 可 以 组 成 宇宙 的 Calabi-Yau 3 维 流 型 的 个 数 是 有 限 的 .Calabi-Yau 空间 的 
陈 -Weil 形式 的 另 一 个 应 用 是 在 BCOV 猜想 上 3 的 复 几 何 部 分 . 此 部 分 猜想 由 方 
浩 - 陆 志 勤 -吉川 说 一 和 获得 解决 . BCOV 猜想 的 辛 几 何 部 分 由 Zinger!!! 在 2007 年 
基于 李 骏 -Zinger 的 工作 号 得 到 解决 . 

建立 复 流 形 上 的 陈 数 不 等 式 历来 是 复 几 何 的 重要 问题 . 如 上 所 述 , 建立 Calabi- 
Yau 空间 的 陈 数 不 等 式 更 有 物理 的 背景 . 这 是 一 个 很 重要 的 问题 . 
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量子 层 猜 想 


Quantum Layer Conjecture 


研究 一 个 流 形 的 谱 是 黎 曼 几何 的 一 个 基本 问题 . UT RRR STR, 所 有 
的 谱 都 是 点 谱 , 即 拉 普 拉 斯 算 子 的 所 有 的 谱 都 由 那些 重 数 为 有 限 的 特征 值 组 成 . 对 
于 完备 非 紧 流 形 来 说 , 情况 要 复杂 的 多 . 一 般 来 说 , 谱 可 以 由 两 部 分 组 成 : 点 谱 和 
本 性 谱 . 对 于 一 大 类 完备 非 紧 流 形 来 说 , 点 谱 的 集合 是 一 个 空 集 . 例如 , n 维 欧 式 空 
间 的 点 谱 集 就 是 一 个 空 集 . 

在 介 观 物理 的 研究 中 , 人 们 提出 了 量子 层 的 概念 . 量子 层 是 一 种 带 边 的 完备 非 
Rie. 它 的 定义 如 下 : 

假设 X 是 一 个 三 维 空间 的 一 个 完备 非 紧 的 嵌入 曲面 . 我 们 假设 2 的 第 二 基本 
形式 在 无 穷 远 处 趋向 于 零 . 假设 a 是 一 个 很 小 的 正 数 , 则 我 们 定义 量子 层 O 维 三 
维 欧式 空间 中 到 o 距离 不 大 于 o 的 点 的 集合 . 

c 是 一 个 带 边 的 完备 非 紧 的 黎 曼 流 形 ， 当 考虑 关于 Q 的 Dirichlet 边 值 条 件 
的 拉 普 拉 斯 算 子 的 谱 的 时 候 , 我 们 惊讶 地 发 现 , 对 于 很 大 一 类 曲面 , 点 谱 的 集合 非 
zz) 不 仅 如 此 , 在 这 些 情况 下 , 基态 是 存在 的 . 显然 , 这 些 结果 在 物理 上 是 很 有 用 
的 . 

我 们 现在 回 到 数学 . 由 Duclos, Exner, Krejeirik!! 等 的 工作 , 我 们 提出 了 下 列 

量子 层 猜想 : 

猜想 ”假设 2 是 一 个 三 维 空间 的 一 个 完备 非 紧 的 舱 入 曲面 , 在 无 穷 远 处 第 二 
基本 形式 趋向 于 零 . 假设 Q 是 用 CD 定义 的 量子 层 . BE K 是 5 的 高 斯 曲率 . 如 果 


f K | < 十 co， 
i 
则 o 的 基态 不 存在 . 

在 文献 [1] 中, 上 述 猜想 在 总 曲率 


f K<o 
x 


的 情况 下 被 证 明了 . 所 以 我 们 现在 只 要 证 明正 总 曲率 的 情形 就 可 以 了 . 有 趣 的 是 ， 
在 总 曲率 为 正 的 情况 下 , 2 的 拓扑 很 简单 : 它 微 分 同 胚 于 平面 . 但 这 个 情形 却 是 最 
困难 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 需要 了 解 X 在 无 穷 过 处 的 渐进 性 质 . 但 是 , 对 于 
非 紧 完备 曲面 , 除了 极 小 曲面 以 外 , 我 们 对 它们 在 无 穷 远 处 的 渐进 性 质 所 知 甚 少 . 


量子 层 猜 想 kra 


在 文献 [2] 中 , 5 x 是 一 个 凸 曲 面 的 时 候 , 量子 层 猜想 得 到 了 证 实 . 在 文献 [3] 
中 , 我 们 给 出 了 进一步 的 结果 . 
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奇 点 解 消 


Resolution of Singularities 


奇 点 解 消 是 代数 几何 中 一 个 基本 的 问题 . 设 X 是 一 个 不 可 约 的 代数 奥 ，S 是 
它 的 所 有 奇 点 构成 的 子 集 . 如 果 有 一 个 非 奇异 的 不 可 约 代数 艇 Y 及 正常 态 射 f : 
Y — X ÝE f EX- S) 上 的 限制 是 从 f(x —S) BI x -S 的 同 构 , WK (Y, f) 
AX 的 奇 点 的 解 消 . 由 于 5 一 定 是 X 的 真 闭 子 集 ，f 是 一 个 双 有 理 映射 . 

一 个 很 自然 的 问题 是 奇 点 解 消 是 否 存在 , 这 就 是 奇 点 解 消 问题 . 它 的 重要 性 可 
以 从 两 点 得 到 体现 : O 如 果 奇 点 解 消 总 是 存在 的 , 那么 任何 一 个 代数 函数 域 都 有 
一 个 非 奇 异 模型 , 即 一 个 非 奇 异 的 完备 代数 簇 , 其 函数 域 同 构 于 给 定 的 代数 函数 域 ; 
D 由 于 非 奇异 代数 簇 的 数学 工具 非常 丰富 , 通过 奇 点 解 消 把 奇异 簇 上 的 问题 转化 
成 非 奇 异 簇 上 的 相关 问题 往往 有 很 好 的 效果 . 

当 X 的 维 数 是 1 时 奇 点 解 消 很 容易 构造 , 在 一 般 的 代数 几何 或 代数 曲线 的 教 
科 书 里 都 能 找到 具体 的 方法 . 5 X 的 维 数 是 2 时 答案 也 是 肯定 的 , 对 于 基 域 特征 
为 0 的 情形 , 20 世纪 30 年 代 由 Walker 和 Zariski 给 出 证 明 , 对 于 基 域 特征 不 为 0 
的 情形 Abhyankar 在 1956 年 给 出 证 明 . | 

在 1964 年 Hironaka 获得 重大 突破 , 他 证 明了 当 基 域 特征 为 0 NA ERA 
的 维 数 是 多 少 奇 点 解 消息 是 存在 的 . 由 于 这 项 杰出 的 工作 Hironaka 获得 了 Fields 
奖 . 他 的 原始 论文 很 长 , 证 明 非 常 复杂 , Pee BIG AERE. 后 来 又 有 一 些 代 数 几 何 学 
家 对 他 的 证 明 作 了 大 量 的 简化 , 把 Hironaka 的 证 明 几 乎 缩短 到 原来 的 1/10. 

当 基 域 特 征 不 为 0 时 的 奇 点 解 消 问题 迄今 为 止 尚未 解决 ， 目 前 仍 是 代数 几何 
最 重大 的 未 解决 问题 之 一 . 


参考 文献 


[1 


— 


Abhyankar, Shreeram S. Local uniformization on algebraic surfaces over ground fields 

of characteristic p#0. Ann of Math. 1956, 63(2): 491-526 

[2] Danilov V I. Resolution of Singularities. Kluwer Academic Publishers, 2001 

[3] Encinas S, Hauser Herwig. Strong resolution of singularities in characteristic zero. 
Comment Math Helv, 2002, 77(4): 821-845 

[4A] Hauser Herwig. The Hironaka theorem on resolution of singularities. Bull Amer Math 

Soc (N.S.) 2003, 40(3): 323-403 


[5] 


[7] 


奇 点 解 消 . 173 - 


Hironaka Heisuke. Resolution of singularities of an algebraic variety over a field of 
characteristic zero. I. Ann of Math, 1964, 79(2): 109-203 

Kollar Janos. Lectures on Resolution of Singularities. Princeton: Princeton University 
Press, 2007 

Zariski Oscar. The reduction of the singularities of an algebraic surface. Ann of Math, 
1939, 40(2): 639-689 


iA: 杨 劲 根 
复旦 大 学 


prs 10000 个 科学 难题 。 数 学 卷 


球 和 代数 区 域 的 刚性 


Rigidity Problems in Ball and Algebraic Domain 


复 流 形 间 全 纯 映 射 的 刚性 问题 的 研究 是 复 分 析 和 复 儿 何 中 最 基本 的 问题 之 一 . 
对 于 这 一 问题 的 研究 揭示 的 不 仅仅 是 这 一 领域 本 身 的 美 , 还 在 于 它 在 经 典 动力 学 、 
微分 几何 、Lie 群 等 其 他 领域 的 应 用 中 所 扮演 的 重要 角色 , 而 复 流 形 间 全 纯 映 射 的 
刚性 问题 一 般 只 能 运用 整体 不 变量 . 对 于 带 正则 边界 的 开 流 形 间 的 映射 , 这 一 问题 
的 研究 可 以 非常 方便 地 转化 为 研究 它们 的 边界 所 诱导 的 CR 映射 . 它们 的 存在 , 即 
使 只 是 在 局 部 上 存在 , 要 求 CR 不 变量 满足 特定 的 相 容 性 条 件 . 如 果 流 形 有 很 好 的 
对 称 性 , 我 们 可 以 从 CR 不 变量 的 局 部 相 容 性 方程 , 得 到 一 些 整体 定义 的 微分 方程 . 
这 就 使 得 硬 分 析 能 够 用 来 处 理 这 类 问题 . 这 一 想法 首先 出 现在 文献 [1] "P, 并 被 应 
用 解决 了 一 个 长 期 悬而未决 的 问题 . 这 也 为 进一步 研究 CR 映射 和 全 纯 映 射 提 供 了 
一 种 思想 . 

Liouville 定理 是 一 个 经 典 的 刚性 定理 , 它 指出 当 n > 3 BT, R^ 中 两 个 开 区 域 
间 的 共 形 映照 一 定 是 Mobius 变换 . FEB BAA CR 几何 范围 内 , 著名 的 Poincaré 
刚性 问题 告诉 我 们 , 任何 非常 数 的 全 纯 上 映照 , 如 果 把 OB? 中 的 一 片 映射 到 OB? 中 
的 一 片 那么 它 一 定 是 一 个 分 式 线性 映射 . 由 Hartogs-Bochner 延 拓 定理 ， 任何 定义 
在 OB? 上 的 CR( 全 纯 ) 函数 全 纯 延 拓 到 球 B? LE. 因此 , Poincaré 的 定理 说 明 B? 
到 自身 逆 紧 全 纯 映 照 , 如 果 能 全 纯 延 拓 至 B? 的 一 个 领域 , 则 一 定 是 一 个 分 式 线性 
映照 , 日 一 定 是 B? 的 自 同 构 群 . 在 1978 4E, Alexander] 把 Poincaré 的 定理 进行 
了 推广 , 证 明了 下 述 著 名 的 定理 : 当 ? > 1 时 , 对 于 C? 中 的 单位 球 B”, ERAS 
的 逆 紧 全 纯 映 射 是 一 个 自 同 构 . 

注意 到 , 对 于 一 个 复 的 仿 射 直线 L, 在 球 上 的 双 曲 Kobayashi 度量 下 , Ln B" 
是 一 条 复 测 地 线 , 并 且 B" 的 上 自 同 构 群 把 仿 射 直线 映 成 仿 射 直线 . 因此 Alexander 
的 这 一 结果 告诉 我 们 B^ (n > 1) HIBS ARE ARI RE B 中 的 复 测 地 线 . 更 
一 般 地 , 我 们 说 从 B" 到 BN 的 映射 是 一 个 线性 映射 或 全 测 地 赎 入 , 如 果 它 把 B” 
中 的 复 测 地 线 映 成 BN 中 的 复 测 地 线 . 文献 [8| 首先 研究 了 复 空 间 中 不 同 维 数 的 球 
之 间 的 逆 紧 全 纯 喘 射 的 结构 . 他 证 明了 当 n > 2 时 ,从 B" 到 Bn 的 逆 紧 全 纯 映 
射 , 如 果 三 次 可 微 到 边界 , We RPA MRA. 这 里 我 们 要 说 明 的 是 , 对 于 
不 同 维 数 的 欧 氏 空间 中 的 开 集 , 它们 间 的 共 形 映射 没有 Liouville 刚性 定理 . 因此 ， 
Webster 的 定理 揭示 了 在 高 维 情形 下 , 全 纯 映 射 比 实 共 形 映射 具有 更 强 的 刚性 . 在 


球 和 代数 区 域 的 刚性 . 175 . 


Webster 之 后 这 一 方面 进一步 的 工作 包括 文献 [3]~[5] Sk. 在 文献 [1] 中 , 我 们 利用 
与 上 面 提 到 的 工作 完全 不 同 的 方法 , 证 明了 当 N < 2n 一 2 时 , 任何 从 B^ 8| BN 的 
逆 紧 全 纯 上 映射, 如 果 边 界 有 二 阶 光滑 , 一 定 是 线性 的 . 这 就 证 明了 由 许多 数学 家 在 
20 世纪 80 年 代 提 出 的 未 解决 的 问题 . 这 里 在 边界 有 二 阶 光滑 条 件 要 求 , BARE 
立 一 些 必要 的 基本 CR 不 变量 . 关于 这 方面 有 下 面 几 个 未 解决 的 问题 : 

问题 1 ”是否 存在 一 个 正 数 a < 2, 使 得 任何 从 B” 到 BN(N < 2n - 2) DE 
紧 全 纯 映 射 且 Ce 光滑 到 边界 , 一 定 是 线性 映射 ? 满足 这 一 性 质 的 最 小 的 a 将 是 什 
ARE? 

问题 1 的 主要 困难 在 于 当 a < 2 Bf, Ce 光滑 的 正则 假设 使 得 我 们 很 难 利用 映 
射 的 一 些 几 何 信息 . 

在 文献 [6] F, 发 现 了 球 与 球 之 间 全 纯 映射 的 一 个 新 的 几何 结构 和 建立 了 一 个 
新 的 部 分 线性 定理 .这 就 对 球 与 球 之 间 道 紧 全 纯 映 射 的 部 分 线性 性 质 给 出 了 一 个 
完整 的 描述 . 文献 [6] 的 结果 建立 了 当 N < n(n 十 1)/2 时 ,从 B^ 到 BN fg 
纯 映 射 的 边界 正则 性 定理 . 然而 , 下 面 这 个 长 期 悬而未决 的 的 问题 还 是 没有 解决 . 

问题 2 假设 Mi CC 和 Mc CN 是 球面 上 的 两 片 开 区 域 , HEBRE f 是 
一 个 从 Mi 到 Mo(1 <n < N) 的 CR 映射 . 我 们 能 否 找 到 一 个 与 N -n ERK) 
固定 常数 t, 使 得 f 如 果 在 Mi 上 C* 光滑 , 那么 一 定 是 有 理 映 射 ? 进一步 , 能 否 取 
t=3 或 1=2? 

问题 2 的 关键 之 处 在 于 能 否 找 到 一 个 与 余 维 数 无 关 的 L 如果 t 允许 依赖 于 
N — n, 问题 2 已 经 由 文献 [7] 所 解决 . 

M N >n(n+1)/2 Ff, 从 B^ 到 BN(N < 2n — 2) 的 逆 紧 全 纯 映 射 不 再 有 部 分 
线性 性 质 . 然而 , 这 些 映射 仍然 有 许多 未 知 的 几何 结构 值得 我 们 去 挖掘 , 这 些 将 是 
解决 问题 2 的 关键 . 

另 一 个 相关 问题 研究 的 是 不 同 维 数 的 复 空 间 中 球 与 球 之 间 有 理 逆 紧 映 射 的 次 
数 估计 . 

问题 3(D'Angelo ”假设 Mi, Ma 和 了 如 同 问题 2. 假设 f 是 有 理 的 . 那么 f 
最 大 可 能 的 次 数 是 多 少 ? 

对 于 问题 3, 文献 [7] 用 文献 [8] 中 的 一 个 次 数 计算 引 理 得 到 了 一 个 界 , 文献 [9] 
把 Forstneric 的 工作 改进 到 了 关于 的 平方 次 的 界 . 我 们 相信 这 个 次 数 能 被 一 个 
关于 N — n 的 线性 函数 界 住 . 
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群 作 用 下 全 纯 映 射 的 刚性 问题 
Rigidity Problem of The Holomorphic Mapping 
Under The Group Action 


研究 这 一 问题 的 动机 来 源 于 微分 几何 和 遍历 理论 中 的 著名 超 刚 性 问题 假设 
Gi 和 Gp 为 二 个 非 紧 半 单 Lie BE, H dim(G2) >dim(G1). 假设 Ti CG; 为 (满足 一 
定 的 稠密 或 co-compact 假设 的 ) 格 (lattice), 并 且 存 在 一 个 单 同 态 :Ti >r. 我 
们 能 否 把 o 延 拓 成 从 Gi 到 Gs 的 整体 同 态 ? 当 群 的 实 秩 至 少 是 2 时 , 由 Mostow, 
Margulis 和 Mok-Siu-Yeung (参见 文献 [4]) 等 的 工作 , 这 一 问题 已 经 得 到 了 很 好 的 解 
th. 在 秩 为 1 的 情形 , 本 质 上 有 四 种 情形 需要 考虑 : 自 同 构 群 为 实 的 情形 和 复 的 情 
形 、 四 元 双 曲 空间 ， 以 及 双 曲 Cayley 平面 . 在 Mostow, Gromov-Piastetski-Shaprio, 
Johnson-Milnor, Corlette, Mok-Siu-Yeung 等 的 工作 后 (文献 [2] 中 有 相关 的 参考 文 
BA), 还 未 被 解决 的 重要 情形 是 当 G1=Aut(B"), Ga—-Aut(B") 并 且 1 < < N, Ti 
在 Gi 中 co-compact H. $(T1) convex co-compact. (注意 到 当 n = 1 Bj, Mostow 构造 
了 反例 ). 这 一 问题 可 运用 调和 分 析 理 论 , 转化 为 下 面 的 问题 (参见 文献 [1]、[2]、 [4]): 

问题 ”假设 B" cor 且 BN CON 为 单位 球 , 日 假设 f 是 从 B" 到 BN(n,N > 
1) RSA. 假设 存在 一 个 离散 子 群 C Aut(BY) 使 得 T 固定 M = f(B") 
HEHE M 上 co-compact. 那么 f 是 否 是 一 个 线性 髓 入 ? 

Gromov 等 的 结果 证 明了 如 果 群 来 自 于 实 双 曲 空间 的 等 距 同 构 群 , 那么 超 刚 性 
不 成 立 .Corlette 的 结果 表明 , ^4 n > 2 时 的 四 元 数 空间 Q” 或 双 曲 Cayley 平面 
的 双 曲 球 的 等 距 同 构 群 , 超 刚性 确实 成 立 (文献 [2]. 中 有 对 这 一 问题 更 详尽 的 叙述 ). 
因此 , 5 n > 1 时 , 找 出 单位 球 B" CHESTER Aut(B") 的 性 质 就 显得 非常 有 意 
X. 在 这 一 点 上 , 当 > 2 时 , 四 元 数 Q^ 是 否 有 比 C" 更 强 的 刚性 性 质 ? 上 述 问 
题 的 解决 , 不 管 是 从 复 分 析 的 角度 , 还 是 从 遍历 理论 、 动 力学 和 Lie 群 等 方面 的 角 
度 来 考虑 , 都 是 非常 必要 的 . 我 们 已 经 提 到 , 当 N « 2n — 1 时 , 这 一 问题 已 经 由 
Cao-Mokil 给 出 了 肯定 的 答案 . 事实 上 , 由 文献 [1] 的 工作 , 要 回答 此 问题 , 我 们 只 
需要 证 明 对 于 球 上 的 任意 点 , 至 少 存在 一 个 复方 同 , 使 得 映射 f 在 这 一 方 辐 上 是 线 
性 的 . 当 N <n(n+1)/2 时 , 利用 边界 的 CR 不 变量 , 对 边界 C? 光滑 的 映射 找到 
了 部 分 线性 性 质 . 
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雅 可 比 猜想 


Jacobian Conjecture 


OK 为 代数 闭 域 , foi fn 为 系数 在 K 中 的 n 元 多 项 式 ( 即 f1,… ,fn € 
K[x1,--,@n]), W fiui fa 给 出 一 个 从 V = K^ 到 自身 的 代数 映射 
AV 
Ee O A ada ers Fee ae): 


定义 f PET rhs A 





0f, 
f) = 40.) = (5). 

其 行列 式 de (JU) 称 为 f ART ve pl X, (这 些 定义 与 实 线性 空间 的 可 微 映 射 的 
相应 定义 一 致 ) 如 果 f Ennio, 即 存在 代数 映射 9: V 一 V 使 得 fog = gof = idv 
(这 等 价 于 五 [ 方 …… , fa] = Klei, ,zn]), 则 我 们 知道 


J(f)J(g) = J(9)J(/) = In, 
因此 

det(J(f)) det(J(g)) = 1. 
由 于 det(J(f)) Al det(J(g)) 是 多 项 式 , 它们 的 乘积 等 于 1 只 有 当 它 们 都 是 常数 (BU 
在 天 中 ) 时 才 有 可 能 . 

1939 4E, Keller] 归结 出 下 面 的 猜想 . 

雅 可 比 猜想 — Xx K 为 特征 0 WR, 者 fh, fn € K[z1,… ,Zn] 使 得 
det(J( fi, - -- Ind) = Kk", 则 Kl|fi,:…: P| = K[ri Gal 

注 1 EK K 换 为 特征 p > 0 的 域 , 则 上 述 猜想 对 任意 n 都 不 成 立 , 这 只 要 
看 一 个 例子 fi = zi 二 79, fi =z; (2 <i <n) 即 可 知 . 

注 2 AK WEA 0 n= 1, 上 述 猜 想 显 然 成 立 , 因为 易 见 此 时 f, 只 能 
是 线性 的 . 

注 3 WRK fi, fn 换 为 解析 函数 , 则 上 述 猜想 对 n > 2 也 不 能 成 立 , 这 
只 要 看 一 个 例子 fi = re, fa = e7, f; =a; (3« i <n) 即 可 知 . 

对 n 22 的 情形 , 雅 可 比 猜想 迄今 仍 未 解决 . 关于 雅 可 比 猜 想 的 历史 和 背景 可 
参看 文献 [1] 和 [3]. 1998 年 Smale 将 雅 可 比 猜 想 列 为 21 世纪 待 解决 的 18 个 最 重 
要 的 数学 问题 之 一 . 

对 任意 n, Keller? 证 明了 雅 可 比 猜 想 在 所 谓 有 理 情 形 是 成 立 的 , 即 如 果 加 一 
个 条 件 Ku fa) = KK(z1,… ,zn) 则 猜想 成 立 . Campbell? 证 明了 在 伽 罗 瓦 情 
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形 ( 即 假定 K(f, fa) CK(z1,… ,2n) AWF LF GK) 猜想 成 立 . Wang?! 证 明 
了 当 所 有 f; 的 次 数 < 2 时 猜想 成 立 . 在 20 世纪 80 年 代 , Bass, Connell, Wright! 
和 Jagzev'4] 将 问题 约 化 到 “SRI RBC” ( 即 每 个 fi = Zit hi, 其 中 hi 为 三 次 多 
项 式 ). ARRE 证 明 当 n = 2 时 , Æ max(deg(/1), deg(f2)) < 100 则 猜想 成 立 . 余 
fg & 101 将 问题 约 化 到 每 个 f; = 2; + hi, 其 中 hi 为 非 负 实 系数 < 4 次 多 项 式 的 情 
形 . 

值得 指出 , 由 于 某 些 事实 的 发 现 (例如 天 [z,yz] 的 自 同 构 群 的 野性 ), 现在 数 
学 界 多 数 人 相信 和 雅 可 比 猜想 在 n > 3 时 应 该 是 不 成 立 的 . 

雅 可 比 猜 想 的 影响 巨大 不 仅 因 为 许多 著名 数学 家 投入 研究 而 未 取得 成 功 ( 事 
实 上 在 1950~1960 年 已 发 表 了 若干 错误 的 “证 明 ”, 发 表 者 有 著名 数学 家 Segre, 
Gróbner, Shafarevich 55), 而 且 因 为 它 涉及 数学 的 几乎 所 有 分 支 : RE. JL. H 
扑 、 微 分 方程 、 组 合 学 等 等 (参看 文献 [1]). 
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HH (Hopf) 猜想 


Hopf’s Conjecture 


整体 微分 几何 的 核心 问题 之 一 是 研究 局 部 不 变量 和 整体 不 变量 的 关系 , 研究 曲 
率 和 拓扑 的 关系 . 

我 们 来 考察 曲面 S, 它 上 面 有 度量 , 也 就 有 Gauss 曲率 K, 如 果 曲 面 是 紧 致 无 
边 的 话 , Gauss 曲率 K 就 可 以 在 整个 曲面 上 进行 积分 . 一 个 曲面 不 一 定 只 容 有 一 个 
度量 , 可 以 有 另外 一 个 度量 , 换 了 度量 以 后 , 相应 的 Gauss 曲率 K 也 就 变 了 , 但 积分 
值 与 曲面 的 度量 无 关 , 而 只 与 曲面 的 Euler 示 性 数 x(S) ASK. 这 就 是 Gauss-Bonnet 
公式 所 揭示 的 深刻 内 涵 . 对 高 维 Riemann MÆ M, Gauss 曲率 可 以 推广 为 截面 曲 
率 , EH Riemann 曲率 张 量 所 决定 , 被 积 函 数 是 由 曲率 张 量 组 成 的 很 复杂 的 代数 式 
T, 称 为 Gauss-Bonnet 被 积 函 数 , 它 在 整个 流 形 上 的 积分 , 应 该 由 这 个 流 形 的 Euler 
示 性 数 x (M) 所 决定 . EAA AUER ES ESH, 后 来 就 称 为 Gauss-Bonnet- 
陈 公式 . 

对 紧 致 无 边 的 偶数 维 流 形 M”, 如 果 它 容 有 非 正 截面 曲率 的 Riemann 度量 , 那 
^, 它 的 Euler 示 性 数 满足 

(-1)"x(M*") 20 (1) 

( 当 截 面 曲率 为 负 时 , 上 式 为 严格 不 等 式 ). 这 就 是 著名 的 Hopf 猜想 . 

当 n = 1 时 , 根据 曲面 中 的 Gauss-Bonnet 公式 , (1) 显然 成 立 . 

当 nn = 2 时 , 不 难说 明 ，Gauss-Bonnet WER RAELE, 因而 积分 为 正 , 根据 
Gauss-Bonnet- 陈 公 式 ，(1) 也 成 立 . (这 个 事实 最 早 由 J. Milnor 作出 的 .) 

但 是 , 一 般 地 , 截面 曲率 的 符号 并 不 能 决定 Gauss-Bonnet 被 积 函数 的 符号 , 见 
Geroch HUA). 这 说 明 Hopf 猜想 不 能 只 从 纯 代 数 的 角度 而 获 证 . 

为 此 ，Dodziuk 和 Singer? 建议 还 可 用 L 上 同调 的 方法 来 研究 这 个 问题 . 

为 了 将 紧 流 形 上 的 Hodge 理论 推广 到 完备 非 紧 流 形 , M. Atiyah 引入 L? 上 同 
调理 论 . 他 阐明 了 : L? 上 同调 可 用 来 得 到 完备 流 形 紧 致 商 的 拓扑 信息 口 . 

设 工 是 自由 地 作用 在 我 们 完备 非 紧 流 形 M 上 的 离散 的 余 紧 的 等 距 变 换 群 , 从 
而 M/T 是 紧 流 形 . WHIM) 是 M 上 的 L 调和 9 形式 的 Hilbert 空间 . 利用 Von 
Neumann 代数 , Atiyah 可 对 无 限 维 空间 HM) 定义 与 工 相关 的 维 数 , 从 而 定义 了 
实 值 的 L?—Betti 数 

B£(M) = dimrH?(M). 
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它 也 满足 Poincaré 对 偶 性 . 再 从 L?-Betti 数 的 交叉 和 和 定义 了 L?-Euler 特征 x(M,T). 
更 重要 的 是 ，Atiyah 证 明了 从 实数 交叉 和 得 到 的 L?-Euler 特征 是 整数 , 并 且 这 个 
整数 恰恰 是 紧 商 流 形 M/T 的 通常 Euler 特征 


x(M, T) = x( M/T). (2) 


AT L- 上 同调 的 完整 理论 和 应 用 见 文献 [9]. 

Dodziuk-Singer 建议 将 我 们 的 紧 流 形 M 问题 提升 到 它 的 通用 复 盖 流 形 上 , 得 
到 完备 非 紧 流 形 M. 根据 Atiyah 的 定理 , 如 果 我 们 能 在 截面 曲率 的 条 件 下 证 明 除 
SPAS L? 同调 群 其 余 都 为 零 : 


H”(M)# {0}, H%qenit, 1M) = (0), 


也 就 得 到 了 Hopf 猜想 的 证 明 . 

迄今 ，Hopf 猜想 仅 在 一 些 附 加 条 件 下 得 到 验证 , 如 截面 曲率 夹 在 两 个 负 人 常数 
间 有 工作 : Bourguignon-Karcher!!, Donnelly-Xavier/? 以 及 Jost-Xinl8). Borel 对 非 
紧 型 秩 1 对 称 空间 证 实 了 猜想 . WR, 流 形 具有 Kabler FB, 在 负 截 面 曲率 情形 ， 
猜想 已 被 Gromov 所 证 实则 , 在 非 正 截面 曲率 情形 则 被 Jost-Zuo!! 以 及 Cao-Xavier 
所 证 实 . 
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TEX (Hopf) 问题 
Hopf Problem 


H.Hopf 提出 过 一 个 著名 问题 是 : 在 S? xS? b, 是 否 存在 一 个 黎 曼 度量 , 使 得 
它 的 截面 曲率 处 处 是 正 的 . 这 个 问题 到 现在 也 没有 答案 , 反映 了 人 们 在 黎 曼 度量 的 
认识 上 和 掌握 上 的 不 足 . 

经 典 的 Gauss-Bonnet 定理 告诉 我 们 , 在 S! x S! E, 显然 没有 度量 使 得 它 的 截 
面 曲 率 (此 时 是 Gauss 曲率 ) 恒 为 正 , 因为 二 维 环 面 的 Euler 数 为 零 . 在 S1 x S? 上 
也 不 存在 这 样 的 度量 由. 下 一 个 自然 的 问题 就 是 考虑 S? x S?. 当然 , 容易 验证 乘积 
度量 给 出 的 截面 曲率 是 非 负 的 , 但 是 有 零点 . Bourguignon 等 证 明 , 在 乘积 度量 的 一 
个 邻 域内 , 没有 正 截 面 曲 率 的 度量 . 

其 实 , 到 现在 为 止 , 在 单 连通 的 紧 致 四 维 流 形 里 ,只 发 现 四 维 单位 球面 和 复 投 
影 平 面 上 存在 正 截面 曲率 的 度量 . 人 们 希望 把 单 连 通 的 紧 致 的 带 正 截面 曲率 度量 
的 四 维 流 形 进行 分 类 . 这 是 目前 摆 在 几何 拓扑 学 家 面前 的 一 个 非常 有 意思 的 重要 
问题 . 

Hopf 问题 可 以 演化 成 一 个 更 一 般 的 猜想 : 两 个 单位 球面 的 乘积 流 形 上 不 存在 
正 截 面 曲 率 的 度量 . 
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非 线性 狄 拉克 (Dirac) 方程 解 的 存在 性 问题 


Existence of Solutions to Nonlinear Dirac Equations 


n 维 定 问 歼 曼 流 形 M PA Spin 流 形 , 如 果 对 于 M 上 由 正定 向 乡 正 标 架 构成 
的 主 SO(n) 从 Q, 存在 一 个 主 Spin(n) 从 P, 使 得 它 是 Q 的 二 重 覆 盖 , HS 已 和 
Q 的 群 作用 相 容 . 在 Spin 流 形 上 存在 主 从 P 的 相关 从 (associated bundle) S, RA 
EA. 由 M 的 Levi-Civita 联络 经 过 提升 得 到 S 上 的 Spin 联络 V, 由 此 可 定义 
作用 在 S 上 的 一 阶 椭圆 微分 算 子 一 一 KARAT D = ea: Ve, 其 中 {ea} Æ M 
上 的 局 部 么 正 标 架 场 ,“.” 表 示 Clifford FE"), 狄 拉 克 方 程 是 Spin 流 形 上 形 如 


D =f (1) 


的 一 阶 椭圆 型 方程 组 , 其 中 we r5), 它们 在 几何 与 物理 的 许多 问题 中 自然 地 出 现 . 
非 线性 狄 拉克 方程 的 典型 情形 有 


Dy = my + Hig (9), ^), (2) 


其 中 ， y= (y, -- uy, y’ € LES): Hijk = ( , Hi); 而 m, H7. 是 M 上 的 
数量 函数 , 一 些 三 维 流 形 中 的 曲面 广义 Weierstrass 表示 方程 以 及 相对 论 粒 子 模型 
方程 就 属于 这 种 类 型 . 

问题 1 ” 非 紧 流 形 上 狄 拉克 方程 解 的 存在 性 

在 线性 齐 次 情形 Dy = 0, 通过 证 明 狄 拉克 算 子 是 带 权 Sobolev 空间 的 连续 同 
Mj, 可 得 到 满足 无 穷 远 边界 条 件 的 解 的 存在 性 , 这 一 事实 在 E. Witten 关于 正 质量 
定理 的 狄 拉 克 算 子 方法 证 明 中 是 一 个 关键 部 分 加. 对 一 般 情 形 的 狄 拉克 方程 , AK 
空间 对 称 解 , 可 以 将 方程 约 化 到 一 组 常 微分 方程 , 运用 变 分 原理 , 可 以 得 到 这 种 解 
的 存在 性 结果 多 ,而 关于 一 般 形 式 的 解 , 相应 的 存在 性 结果 如 何 建 立 , 是 一 个 重要 
的 几何 分 析 问 题 , 它们 将 在 几何 与 物理 上 具有 应 用 潜力 . 

问题 2 狄 拉 克 方 程 边 值 问 题解 的 存在 性 

当 M 是 紧 致 带 边 Spin 流 形 时 , 利用 Chirality 算 子 或 边界 算 子 的 谱 投 影 , 可 以 
提出 各 种 局 部 和 非 局 部 边界 条 件 是 , 这 种 边 值 问 题解 的 存在 性 在 广义 相对 论 的 许多 
问题 (如 彭 罗斯 不 等 式 的 证 明 ) 中 是 非常 有 用 的 工具 . 在 线性 方程 (1) 情形 中 , 当 非 
齐 次 项 属于 L, 边界 值 属 于 H? 的 时 候 , 问题 本 质 上 可 归结 为 弱 解 的 正则 性 估计 ， 
由 此 可 以 证 明 相 应 的 Fredholm 性 质 , 得 到 解 的 存在 性 准则 . 对 于 一 般 非 线性 方程 ， 
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如 何 得 到 其 边 值 问题 解 的 一 般 存 在 性 结果 , 同样 是 一 个 重要 的 问题 , 其 中 关键 是 要 
建立 解 的 整体 L? 估计 . 

问题 3” 含 犹 拉克 方程 的 看 合 方程 组 解 的 存在 性 

超 对 称 理论 中 的 许多 问题 可 归结 为 含 狄 拉克 方程 的 耦合 方程 组 , 例如 超 对 称 非 
线性 sigma WI 和 超 对 称 Yang-Mills 场 . 以 前 者 为 背景 , 可 引入 Spin 流 形 上 狄 
拉克 方程 与 二 阶 椭圆 型 方程 的 耦合 组 : 


Di Ti()Vé V^ —0, HO = R6 Vv), O 


其 中 , o 是 黎 曼 流 形 (M, (gas) 到 (N, (5) 的 映射 , r(g) 是 其 张力 场 , Riu ATS, 
分 别 是 N 的 曲率 张 量 和 联络 系数 , yi < T(S). 利用 球面 共 形 映射 和 twist 旋 量 场 
可 以 构造 (3) 的 一 批 非 平凡 解 . 至 于 解 的 一 般 存 在 性 定理 则 是 一 个 具有 挑战 性 的 问 
题 , 但 它 的 解决 对 于 超 对 称 数学 模型 所 提出 的 耦合 方程 组 具有 普遍 的 意义 . 
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高 维 单 值 化 猜测 


Higher Dimensional Uniformization Conjecture 


Riemann 映射 定理 是 复 变 函数 课程 中 最 基本 的 定理 之 一 , 它 叙 述 为 复 平面 中 的 
每 个 单 连通 区 域 均 可 由 1-1 解析 映射 映 成 单位 圆 盘 . 该 定理 是 由 Riemann 在 1851 
年 给 出 的 , 但 他 当时 的 证 明 是 不 完整 的 (因为 他 用 到 尚未 验证 的 Dirichlet 原理 ). 把 
Riemann 映射 定理 推广 成 Riemann 面 的 单 值 化 定理 是 Hilbert 在 1900 年 给 出 的 著 
名 23 个 问题 中 的 第 22 问题 . 更 具体 地 , 单 值 化 定理 叙述 为 每 个 单 连通 Riemann M 
必 全 纯 同 胚 于 复 投影 空间 CP), 或 复 平面 C, 或 单位 圆 盘 D. 在 1907 年 , Poincaré 和 
Koebe 证 明了 单 值 化 定理 . 

在 单 值 化 定理 的 诸多 推论 中 , 我 们 可 以 提 及 如 下 的 一 个 推论 . 给 定 一 个 Rie 
mann ff, 单 值 化 定理 告知 它 的 万 有 禾 盖 必 全 纯 同 胚 于 CP, 或 C, 或 D， 特 别 
地 , 覆盖 变换 群 是 模型 空间 CPL, C 或 D 的 全 纯 同 构 群 中 的 一 个 离散 子 群 . 从 而 
Riemann 面 的 分 类 问题 归结 为 模型 空间 中 全 纯 同 构 群 中 的 离散 子 群 分 类 问题 . 

如 何 把 单 值 化 定理 推广 到 高 维 情形 是 数学 研究 中 的 重要 课题 之 一 . FE 20 H 
纪 初 Poincar6 就 已 证 明 在 每 个 欧 氏 空间 R” (n > 1) 上 可 赋予 无 穷 多 个 复 结构 使 得 
它们 彼此 之 间 互 不 全 纯 同 胚 . 这 就 是 说 纯粹 拓扑 条 件 完 全 不 能 区 分 高 维 流 形 上 的 
复 结构 . 在 20 世纪 70 年 代 人 们 方 逐步 认识 到 需 用 几何 条 件 来 刻 划 高 维 流 形 上 复 
结构 . 高 维 单 值 化 猜测 由 如 下 三 个 猜测 组 成 : 

Frankel 猜测 ”每 个 具 正 全 纯 双 截 曲 率 的 紧 致 Kihler 流 形 必 全 纯 同 胚 于 复 投 
影 空间 CP". 这 个 猜测 已 由 Mori 和 肖 荫 党 -丘成桐 在 1980 年 左右 解决 . 

丘成桐 猜测 《每 个 具 正 全 纯 双 截 曲 率 得 完备 非 紧 Kahler 流 形 必 全 纯 同 胚 于 
复 欧 氏 空间 C. | 

TERAN 每 个 具 负 截面 曲率 的 紧 致 Kühler 流 形 均 由 复 欧 氏 空间 的 某 有 
A US uL 

在 20 世纪 80 年 代 初 期 , 莫 毅 明 、 肖 萌 堂 和 丘成桐 等 取得 过 重要 进展 . 他 们 利 
用 解 Poincaré-Lelong 方程 的 方法 证 明 当 Kahler 度 规 具有 极 大 体积 增长 和 曲率 超 二 
次 衰减 时 上 述 丘 成 桐 猜测 成 立 . 在 2002 4E, 陈兵 龙 - 邓 少 雄 - 朱 喜平 利用 Ricci 流 方 
法 证 明 在 极 大 体积 增长 条 件 之 下 复 二 维 的 丘成桐 单 值 化 猜测 成 立 . 其 后 , Chau-Tam 
利用 Ricci 流 方法 把 该 复 二 维 结果 推广 到 任意 高 维 . 
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后 来 , 在 莫 角 明 等 工作 的 基础 上 ,陈兵 龙 - 朱 喜 平 把 极 大 体积 条 件 改 为 第 一 陈 
类 可 积 条 件 来 给 出 复 二 维 的 高 维 单 值 化 定理 . 同时 , 人 们 猜测 该 附加 的 第 一 陈 类 可 
积 条 件 将 是 目 动 成 立 . 

最 后 , 我 们 讨论 一 下 伍 鸿 巾 猜 测 . 虽然 对 此 人 们 已 有 一 些 相 关 工 作 , 但 关于 负 
曲率 流 形 的 伍 鸿 巾 猜 测 仍 基本 上 毫 无 进展 . 人 们 甚至 连 这 样 的 流 形 上 是 否 存在 非凡 
的 有 界 解析 函数 仍 不 知道 (如 果 伍 鸿 照 猜测 成 立 , 则 这 样 的 流 形 上 必 存 在 大 量 非 凡 
的 有 界 解析 函数 ) 
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AT K 等 价 代数 得 的 量子 上 同调 环 的 猜想 


Quantum Cohomologies Conjecture on K-equivalence Algebra Varieties 


两 个 代数 簇 X 和 X' BRA OK 等 价 ,如果 存 在 双 有 理 同 态 o: Y o X 和 

o: Y > X 使 得 
ó' Kx = ¢ Kx, 

其 中 Kx 表示 ox 的 典范 除 子 . K SOHC TARA AB AY Betti 数 (参见 文献 
[1]. 2). 但 是 一 般 来 说 它们 有 不 同 的 上 同调 环 结构 . 那么 , 是 否 存在 一 个 新 的 合理 
的 环 结构 使 得 它们 是 同 构 的 ? 

MARS 和 Chin-Lung Wang! 于 2001 年 提出 以 下 猜想 ; 

两 个 天 等 价 的 光滑 代数 徐 有 同 构 的 量子 上 同调 环 . 

类 比 于 量子 上 同调 环 , 阮 勇 斌 还 提出 了 一 种 相对 简单 的 环 结构 , 现 被 称 为 Ruan 上 
同调 环 . 因此 一 个 较 弱 的 猜想 是 : 两 个 K 等 价 的 光滑 代数 签 有 同 构 的 Ruan 上 同 
调 环 ，Ruan 还 将 此 类 猜想 推广 到 orbifold 情形 . 

这 些 猜 想 已 经 构成 了 研究 双 有 理 几 何 与 量子 上 同调 关系 的 一 个 重要 方向 . 目前 
该 问题 还 没 解决 , 但 是 已 取得 了 很 多 重要 进展 . 

一 、 李 安民 和 阮 勇 斌 在 文献 [5] 中 证 明 : 光滑 三 维 代数 簇 在 光滑 flop 下 量子 上 
同调 环 不 变 . 

二 、 胡 建 勋 和 张 皖 川 在 文献 [6] 中 证 明 : 如 果 两 个 射影 簇 通 过 一 系列 Mukai flop 
连结 , 则 它们 有 同 构 的 Ruan 上 同调 . 

=, 最 近 Lee, Lin 和 Wang 在 文献 [7] 中 证 明 : n 维 光滑 代数 簇 在 通常 的 光滑 
flop 变换 下 量子 上 同调 环 不 变 . 

四 、 最 近 陈 柏 辉 、 李 安民 、 赵 国松 等 研究 了 一 类 带 有 奇 点 的 flop, 证 明了 Ruan 
EENAA AH, 量子 上 同调 环 同 构 问 . 
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六 维 球面 上 复 结构 的 存在 性 问题 


The Existence of A Complex Structure on 6-Sphere 


一 个 2n 维 的 微分 流 形 叫 一 个 近 复 流 形 或 有 近 复 结构 , 如 果 存 在 一 个 切 从 到 自 
身 的 光滑 同 态 J, 使 得 J = 一 1. 一 个 微分 流 形 叫 n 维 复 流 形 或 有 复 结构 ， 如 果 
它 的 每 一 点 的 开 领 域 都 有 到 复 癌 量 空间 C^. 的 开 领 域 的 同 胚 , 使 得 转移 映射 是 全 纯 
Hj. 显然 , 复 流 形 上 有 诱导 的 近 复 结构 . 

反 过 来 的 问题 是 , 一 个 近 复 结构 是 否 是 由 某 一 个 复 结构 诱导 而 来 MRE, 我 
们 就 叫 这 个 近 复 结构 可 积 )? 著名 的 Newlander-Nirenberg FI) HEH! 给 出 了 一 
个 近 复 结构 是 可 积 的 充分 必要 条 件 . 

二 维 可 定向 流 形 存在 近 复 结构 , 而 且 一 定 可 积 . 在 四 维 的 情形 , Ven de Van 给 
出 了 几 个 例子 , 这 些 近 复 流 形 上 没有 复 结构 外 . 在 六 维 的 时 候 , 人 们 最 关心 的 是 六 
维 球面 . 由 Cayley 数 的 乘法 , 我 们 可 以 在 六 维 球面 上 定义 一 个 近 复 结构 .不 难 知 
iB, 这 个 近 复 结构 是 不 可 积 的 是 . 一 个 世纪 著名 难题 是 : 在 六 维 球面 上 存在 可 积 的 
近 复 结构 吗 ? 换 句 话说 , 六 维 球面 是 复 流 形 码 ? 陈省身 和 上 丘成桐 都 公开 提出 这 个 难 
题 , 参见 文献 [1]. [2]. 

这 个 问题 曾 引起 许多 人 的 关注 , 有 几 篇 已 正式 发 表 的 文章 最 后 都 被 发 现 是 靠 不 
住 的 . 使 用 黎 曼 几何 的 方法 来 研究 这 个 问题 , 就 要 在 近 复 流 形 上 引进 跟 近 复 结构 相 
适应 的 度量 . LeBrun) 证 明 : 在 六 维 球面 上 , 与 标准 度量 相 适 应 的 近 复 结构 一 定 是 
不 可 积 的 , 这 个 结果 被 文献 [4] 做 了 实质 推广 . 但 是 , 六 维 球面 上 是 否 存在 可 积 的 
近 复 结构 这 个 世纪 著名 难题 依然 没有 解决 . 
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曲面 到 四 维 欧 氏 空间 的 等 距 浸入 的 存在 性 


The Existence of An Isometric Immersion of A Surface in 4-Space 


黎 曼 流 形 之 间 的 Co 光滑 浸入 叫做 等 距 浸 入 , 如 果 它 的 切 映 射 是 保持 长 度 的 . 
根据 Nash 的 著名 定理 , 任何 黎 曼 流 形 都 可 以 等 距 浸 入 (RRA) 到 某 个 维 数 ( 较 
X) 的 欧 氏 空间 中 . 对 于 二 维 的 黎 曼 流 形 , Nash 定理 给 出 到 欧 氏 空间 的 等 距 浸入 的 
维 数 很 不 理想 . 一 个 基本 难题 是 : 是 否 每 一 个 曲面 都 可 以 等 距 浸入 到 四 维 欧 氏 空间 
中 ?参见 文献 [1] 中 第 22 个 问题 . 丘成桐 证 明 环 面 总 可 以 等 中 浸入 到 四 维 欧 氏 空 间 
F, 不 论 这 个 环 面 取 什么 样 的 度量 . 

许多 曲面 不 能 等 距 浸入 到 三 维 欧 氏 空间 中 . 例如 , 著名 的 Hilbert 定理 说 , ( 完 
备 的 Gauss 曲率 为 —1 BN) 双 曲 平面 就 不 能 等 距 浸入 到 三 维 欧 氏 空间 中 . 人 们 自然 
要 问 , 双 曲 平面 可 以 等 距 浸 入 到 四 维 欧 氏 空间 中 吗 ? Rosendorn 证 明 : 双 曲 平面 到 
五 维 欧 氏 空间 的 等 距 浸 入 是 存在 的 , 参见 文献 [2]. 

对 于 紧 致 的 曲面 , 这 个 难题 现在 也 没有 答案 . 例如 , WE Gauss 曲率 的 实 投影 
平面 可 以 等 距 浸 入 到 四 维 欧 氏 空间 中 吗 ? Gromov-Rochlin 证 明 它 不 能 等 距 和 代入 到 
四 维 欧 氏 空间 中 . 参见 文献 [2]. 当然 , 常 正 Gauss 曲率 的 实 投影 平面 到 五 维 欧 氏 空 
IH] JA ER BN FEAF ERY, Veronese RARE MEH BIT. 
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3 RELE tight 切 触 结 构 的 分 类 


Classification of Tight Contact Structures on 3-Manifolds 


3 维 光 滑 流 形 M 上 的 一 个 切 触 结构 是 指 M 上 一 个 光滑 的 余 维 为 1 的 分 布 ( 即 
切 平面 场 )é Cc TM, 其 中 6 是 最 大 不 可 积 的 , 这 意味 着 各 & 局 部 由 1 形式 a 定义 ， 
即 & = kera, 则 在 整个 定义 域 上 anda #0. FXR 1 形式 在 M 上 整体 存在 , 则 
CRA M 上 的 一 个 切 触 形式 . M 上 一 个 切 触 结构 定义 了 M 的 一 个 定向 . M ED 
触 形 式 的 存在 导致 M 的 切 从 TM 的 结构 群 可 以 约 化 到 U (1), 这 样 一 个 约 化 称 为 
M 上 一 个 列 切 触 结 构 . Gromov 证 明 , 对 任 一 开 3 维 流 形 M, M 上 切 触 结构 的 同 
伦 类 与 M 上 和 列 切 触 结构 的 同 伦 类 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . Lutz. Martinet 证 明 , 对 任 
一 闭 可 定向 3 维 流 形 M, M 的 每 个 切 平 面 场 的 同 伦 类 中 都 有 切 触 结构 . 3 维 流 形 
上 的 切 触 结 构 根 据 其 中 有 没有 过 度 扭 转 (overtwisted) 圆 盘 分 为 过 度 扭转 的 和 tight 
两 类 . 3 维 流 形 上 tight 切 触 结构 的 研究 与 3 维 流 形 的 拓扑 、3 维 流 形 上 的 叶 状 结 
构 等 有 很 多 联系 . Eliashberg WH, 对 任 一 闭 可 定向 3 维 流 形 M, M 上 切 平面 场 的 
同 伦 类 与 M 上 过 度 扭转 切 触 结构 的 同 痕 类 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 这 样 , 3 维 流 形 上 
tight 切 触 结构 的 同 痕 分 类 就 成 为 研究 3 维 流 形 上 切 触 结构 的 核心 问题 

3 维 流 形 上 tight 切 触 结构 的 同 痕 分 类 近年 来 得 到 很 多 进展 . 对 59. BEAT IW. 
圆周 上 环 面 俭 、 闭 曲面 上 圆周 从 以 及 某 些 Seifert 纤维 空间 , 其 上 tight 切 触 结构 的 
同 痕 分 类 已 经 完成 , 但 一 般 3 维 流 形 上 tight 切 触 结构 的 同 痕 分 类 还 有 很 多 问题 需 
要 解决 . 

对 过 度 扭转 切 触 结构 , 也 有 一 些 问题 需要 研究 , 如 它 的 切 触 自 同 胚 群 的 性 质 . 
与 此 相关 的 一 个 问题 是 过 度 扭转 切 触 结构 中 过 度 扭转 圆 盘 的 唯一 性 , 即 对 一 个 过 度 
扭转 切 触 结构 , 其 中 任意 两 个 过 度 扭转 圆 盘 是 不 是 切 触 同 痕 的 ? 这 个 问题 与 过 度 扭 
转 切 触 结构 中 勒 让 德 纽 结 的 勒 让 德 同 痕 分 类 也 有 联系 . 
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4 维 光 滑 庞 加 芋 (Poincaré) 猜想 


Smooth Poincaré Conjecture in Dimension 4 


1904 年 , Poincaré 给 出 如 下 猜想 : 一 个 单 连通 紧 致 无 边 3 维 流 形 一 定 同 胚 于 3 
维 球面 S3. 这 个 问题 称 为 Poincaré 猜想 , 是 拓扑 学 发 展 中 的 焦点 问题 之 一 . Smale 
于 1960 年 证 明 高 维 的 Poincaré 猜想 , BUG M" 是 一 个 维 数 为 n > 5 且 同 伦 等 价 于 
n 维 球面 S" 的 紧 致 无 边 光滑 流 形 , 则 M^ [REIR T S". Freedman 于 1981 年 证 明 4 
维 的 Poincaré 猜想 , BUSS M4 是 一 个 同 伦 等 价 于 S^ 的 紧 致 无 边 4 维 拓扑 流 形 , 则 
M4 [AJR S4. Perelman 于 2002 年 、2003 年 给 出 Poincaré 猜想 的 证 明 概 要 . 

在 流 形 上 的 微分 结构 方面 , Milnor 于 1956 年 发 现 一 些 7 维 光滑 流 形 , CA 
FA 7 维 球面 S7, 但 并 不 微分 同 胚 于 S7( 带 通常 微分 结构 ). Donaldson 于 1985 年 
发 现 一 个 4 维 光滑 流 形 , IIT. CPAI9CP^, 但 不 微分 同 胚 于 CPCP. 另外 ， 
由 Freedman. Donaldson 的 工作 可 知 存在 怪异 R^, BURR R^ 但 不 微分 同 胚 于 
R^ 的 光滑 流 形 . A Freedman. Donaldson 的 工作 后 , 4 维 流 形 上 微分 结构 的 研究 变 
得 很 活跃 , 并 且 与 规范 场 论 、 代数 几 何 、 辛 拓扑 等 密切 地 联系 在 一 起 , 相互 影响 . 最 
新 的 结果 表明 , 有 无 穷 多 个 光滑 流 形 , 它们 都 同 胚 于 CP2:3C P^, 但 彼此 之 间 互 不 
GA) TA. 下 述 问 题 仍 未 解决 : 

4 维 光滑 Poincaré 猜想 : E M^ 是 一 个 同 伦 等 价 于 S^ 的 紧 致 无 边 4 维 光滑 
流 形 , 则 M^ 微分 同 胚 于 S^. 

由 Freedman 的 结果 知 上 述 M^ 一 定 同 胚 于 St. 
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波 雷 尔 (Borel) 猜想 : 非 球面 性 闭 流 形 之 间 的 同 伦 等 
价 必 同 伦 于 一 个 同 胚 


Borel Conjecture: Any Homotopy Equivalence Between Two Closed 





Aspherical Manifolds is Homotopic to A Homeomophism 


Borel 猜想 是 几何 拓扑 中 有 关 流 形 分 类 的 一 个 重要 问题 . 这 里 闭 流 形 是 指 无 边 
界 的 连通 紧 流 形 . 非 球 面 性 是 指 流 形 的 万 有 用 盖 是 可 缩 的 , 这 等 价 于 流 形 的 同 伦 群 
除了 基本 群 外 都 是 平凡 的 . 注意 , 同 伦 等 价 的 闭 流 形 有 相同 的 维 数 . 

在 将 闭 流 形 按 同 胚 进行 分 类 中 , 找 出 一 些 可 计算 的 不 变量 来 完全 刻画 同 胚 的 流 
形 是 拓扑 学 的 一 个 基本 问题 . 一 维 团 流 形 都 同 胚 于 圆周 , 不 存在 分 类 问题 . 二 维 流 
形 也 称 为 曲面 . 闭 曲面 可 同 胚 地 分 为 三 类 : 球面 、 有 限 个 环 面 的 连通 和 、 有 限 个 射 
影 平面 的 连通 和 . 因此 , ASM HARA ARS CNA AAR, SARS 
它们 有 相同 的 Euler 示 性 数 和 定向 性 . 因此 基本 群 成 为 闭 曲 面 的 完全 不 变量 , 定向 
闭 曲面 还 有 一 个 完全 不 变量 一 一 亏 格 . BZ, 同 伦 的 闭 曲面 必 同 胚 . 

据 上 面 分 析 可 提出 一 个 基本 问题 : 同 伦 的 闭 流 形 是 否 同 胚 ? 精确 一 点 , 两 个 闭 
流 形 之 间 的 同 伦 等 价 是 否 同 伦 于 一 个 同 胚 ? E. Moise 举例 说 明 这 个 问题 的 答案 是 
否定 的 , 其 例子 中 的 1 维和 3 维 同 伦 群 都 是 非 平 凡 的 . Reidemeister 找到 了 一 些 透 
镜 空 间 一 一 基本 群 为 阶 数 大 于 2 RAAB A 3 维 球面 的 流 形 , 它们 同 
伦 等 价 但 不 同 胚 . 透镜 空间 可 视 为 球面 性 的 闭 流 形 , 讨论 非 球面 性 流 形 的 分 类 就 成 
为 一 个 自然 问题 . 

回顾 一 下 J. H. C. Whitehead 的 结果 一 一 两 个 闭 流 形 之 间 连 续 映 射 是 同 伦 等 
价 的 当 且 仅 当 它 在 所 有 同 伦 群 上 都 诱导 了 同 构 . 因此 对 于 非 球 面 性 流 形 而 言 , 只 需 
讨论 1 维 同 伦 群 即 基 本 群 即 可 . 基于 1954 年 G. D. Mostow 的 结果 一 一 基本 群 同 
构 的 可 解 流 形 是 同 胚 的 ,， A. Borel 在 1954 年 与 J. P. Serre 的 一 次 通信 中 提出 了 后 
来 以 他 名 字 命 名 的 猜想 . 

F. T. Farrell 和 L. E. Jones 说 明了 以 下 诸 情 形 的 Borel 猜想 是 正确 的 : 维 数 非 
3 JE 4 的 非 正 曲 率 的 Riemann 流 形 , 维 数 非 3 dE 4 且 基 本 群 为 一 般 线性 群 的 离散 
子 群 的 闭 流 形 . 

Borel 猜想 加 上 一 些 技术 性 方法 后 可 以 证 明 Poincaré 猜想 一 一 这 一 猜想 被 
G. Perelman 证 明 . Borel 猜想 还 蕴含 整 数 Novikov 猜想 , 后 者 蕴含 稳定 Borel JH 
想 一 一 基本 群 同 构 的 两 个 非 球 面 性 闭 流 形 与 某 个 Euclid 空间 作 Cartesian 积 后 
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Novikov 猜想 (在 此 之 前 ， 郁 国 榜 证 明了 这 类 群 的 Novikov 猜想 )， 基于 这 个 结果 季 
理 真 证 明了 当 基 本 和 群 是 某 些 特殊 域 上 一 般 线 性 群 的 子 群 时 的 稳定 Borel 猜想 . 对 一 
般 情 形 , Erik Guentner, Romain Tessera 和 郁 国 棵 引进 了 有 限 复 杂 性 概念 并 证 明了 
当 基 本 群 是 任意 特征 域 上 一 般 线 性 群 的 子 群 时 的 稳定 Borel 猜想 . 

现在 讨论 Borel 猜想 已 综合 运用 了 几何 与 拓扑 、 代数 与 分 析 , 特别 是 几何 群 论 
方面 的 工作 . MEIL, Borel 猜想 的 完全 解决 将 使 人 们 对 几何 拓扑 的 认识 跃 上 一 
个 新 台阶 . 

问题 说 明 : Borel 猜想 是 几何 拓扑 中 有 关 流 形 分 类 的 一 个 重要 问题 . 这 是 A. 
Borel 于 1954 年 根据 G. D. Mostow 的 结果 一 一 基本 群 同 构 的 可 解 流 形 是 同 胚 
的 一 一 与 J.P. Serre 的 一 次 通信 中 提出 了 后 来 以 他 名 字 命 名 的 猜想 . 
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四 维 流 形 的 一 个 重要 不 变量 是 它 的 相交 型 , 它 是 一 个 整数 环 上 的 、 行 列 式 为 
+1 的 对 称 和 矩阵 . 经 典 的 Whitehead 定理 表明 , 单 连通 的 闭 四 维 流 形 的 同 伦 型 由 它 
的 相交 型 唯一 决定 . 相交 型 有 奇 、 偶 之 分 , 我 们 称 一 个 相交 型 为 偶 ( 奇 ) 的 , 如 果 上 
述 矩 阵 的 对 角 线 全 为 偶数 (奇数 ). 


整数 环 上 非 正 定 的 、 行 列 式 为 +1 的 对 称 和 矩阵 可 以 完全 分 类 ,作为 线性 变换 ， 


它们 可 表 为 下 面 儿 个 简单 的 对 称 和 矩阵 的 直 和 , (+1), ( l : ) 以 及 


OO © O O OD 
c cc © 


0 0 -1 0 0 0 0 2 


不 过 , 整数 环 上 正定 的 、 行列 式 为 1 的 对 称 矩 阵 却 多 得 出 奇 , SREP n 
足够 大 时 , 它们 等 价 类 的 个 数 大 致 以 n 的 指数 增长 站 . 1982 年 , 借助 于 规范 场 理论 ， 
S.Donaldson!*] 发 现 了 一 个 惊人 的 事实 , 除了 (1) 的 直 和 以 外 , 其 他 的 那些 整数 环 上 
正定 的 、 行 列 式 为 1 的 对 称 和 矩阵 都 不 能 实现 为 团 、 光滑 的 四 维 流 形 的 相交 型 . 另 一 
方面 , 在 1981 年 M.FreedmanP! 证 明 整 数 环 上 所 有 的 行列 式 为 1 的 对 称 和 矩阵 全 都 
可 以 实现 为 闭 的 、 拓 扑 四 维 流 形 的 相交 型 . 两 个 不 同 理论 的 巨大 差异 给 出 了 四 维 拓 
扑 的 奇妙 与 独特 之 处 , 上 述 结果 的 一 个 间接 推论 是 四 维 欧 氏 空间 R4 上 存在 无 限 多 
个 不 同 的 光滑 结构 . 

一 个 基本 问题 是 , 什么 样 的 整数 环 上 非 正 定 的 、 行 列 式 为 1 的 偶数 型 对 称 和 矩阵 
可 以 作为 一 个 闭 、 光 滑 的 四 维 流 形 的 相交 型 ? 著名 的 11/8 猜想 断言 : 

11/8 猜想 : 设 M 是 一 个 单 连通 的 、 闭 光滑 四 维 流 形 ; 如 果 M 的 相交 型 In 
为 偶数 型 , 则 
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0 1 
Iu = 084 05 | 
1 0 


其 中 a 为 偶数 , 满足 |b| > 3lal/2. 

观察 Im 的 秩 为 8la| + 21b), 而 它 的 符号 差 为 8a. 上 述 猜 想 等 价 于 断言 , Try 的 
秩 大 于 或 等 于 其 符号 差 绝 对 值 的 L 倍 . 

通过 应 用 Seiberg-Witten 理论 , 1996 年 日 本 数学 家 Furutal? 证 明了 |b| > Jal, 
并 且 当 a x 0 时 不 等 式 是 严格 的 . 一 般 情况 如 何 仍 是 一 个 重要 的 公开 问题 . 

给 定 一 个 四 维 流 形 M RI— IRR f: M 一 M, 则 f 诱导 一 个 保持 相交 型 的 
同 构 f. : H0(M) > Ha(M). 四 维 流 形 理论 中 与 相交 型 有 关 的 另 一 个 重要 问题 是 哪 
些 保持 相交 型 的 自 同 构 可 以 被 微分 同 胚 实 现 . 

Freedman 在 他 的 证 明 四 维 拓扑 庞 加 莱 猜 想 的 杰作 中 , 同时 证 明了 单 连通 四 
维 流 形 的 任何 一 个 保持 相交 型 的 自 同 构 可 以 由 拓扑 同 胚 来 实现 . 不 过 , 许多 保持 相 
交 型 的 自 同 构 不 能 由 微分 同 胚 来 实现 , 参见 文献 [5]. 
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Kashaev-Murakami-Murakami 体积 猜想 


The Volume Conjecture of Kashave-Murakami-Murakami 


Mostow 刚性 定理 告诉 我 们 , 一 个 有 限 体积 的 可 定向 双 曲 三 维 流 形 的 体积 是 它 
的 拓扑 不 变量 . 而 且 Thurston!) 观察 到 , 对 于 任意 一 个 实数 v, 最 多 有 有 限 多 个 三 
维 双 曲 流 形 以 v. 为 体积 . 从 而 双 曲 三 维 流 形 的 体积 是 一 个 非常 有 用 的 拓扑 不 变量 . 
近来 在 拓扑 量子 场 论 的 一 些 工作 表明 , 双 曲 三 维 流 形 的 体积 与 量子 不 变量 的 极限 有 
X. Kashaev3 在 1997 年 最 早 发 现 了 这 一 惊人 的 关系 , 并 由 Murakami-Murakamil? 
将 其 推广 到 更 一 般 的 情形 . 

Kashaev-Murakami-Murakami 体积 猜想 ”假设 K 是 S? 中 的 一 个 纽 结 ， 
JN(t) 是 K 的 第 NN 个 染色 Jones 多 项 式 (定义 为 对 应 李 代 数 SL(2,C) BS N 维 不 
可 约 表示 的 量子 不 变量 , 参考 文献 [2]. [5]), 那么 


. 27 2nV/-1/NN| _ 3 
Jim. Z log |J (e?) = vs. || S° — K f 


其 中 vs 是 正则 理想 双 曲 四 面体 的 体积 , | S9 — K || 是 三 维 流 形 S? — K 的 Gromov 范 
数 . 特别 地 , WR S53 一 K 有 一 个 完备 的 双 曲 度量 , 那么 等 式 的 右边 恰好 就 是 -K 
的 双 曲 体积 . 

染色 Jones 多 项 式 是 一 个 基于 量子 理论 建立 的 纽 结 不 变量 . 这 一 猜想 在 两 类 
截然 不 同 的 量 之 间 建 立 了 一 个 等 式 . 这 一 猜想 的 解决 , 将 有 助 于 人 们 更 深刻 地 认识 
三 维 流 形 和 量子 理论 , 从 而 为 量子 场 论 的 发 展 提 供 新 的 思路 . 

目前 人 们 在 这 一 猜想 上 的 工作 非常 有 限 . Murakami 和 Yokota! 证 明了 8 F 
结 的 情况 ; Kashaev 和 Tirkkonen!4] 对 环 面 结 证 明了 该 猜想 ; 郑 浩 最 近 的 工作 表 
明 这 一 猜想 对 一 些 卫星 结 也 是 正确 的 . 此 外 还 可 在 文献 [7] 中 找到 该 猜想 的 数值 证 
Je. 在 这 一 猜想 的 基础 上 , 人们 还 提出 了 一 些 更 大 胆 的 猜测 , 如 复 体 积 猜想 由 和 非 
完备 双 曲 结构 下 的 体积 猜想 是 等 . 
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瑟 斯 顿 (Thurston) 有 效 纤维 化 猜想 


The Virtual Fibration Conjecture of Thurston 


Thurston 有 效 纤维 化 猜想 ”每 一 个 闭 的 双 曲 3 RBA SAR Bim, 并 且 
这 个 覆盖 是 S| 上 的 曲面 从 . 

在 文献 [1] 里 ，Dunfeld 和 Thurston 用 计算 机 实验 对 有 效 Haken 猜想 (the 
virtual Haken conjecture) EX. HH 3 流 形 情况 的 正确 性 给 出 了 强 有 力 的 证 据 . 他 们 
在 计算 机 的 帮助 下 , 对 10986 MERIN H 3 维 闭 流 形 用 Hodgson-Weeks 统计 作 
ITE, 并 且 对 每 一 个 都 找 出 了 足够 大 的 有 限 履 盖 . 也 可 以 参看 Lackenby 的 相关 
THE, 
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Virtual Haken 猜想 


Virtual Haken Conjecture 


设 M 为 可 定向 的 3- 流 形 . E M 中 每 个 嵌入 的 光滑 2- 球面 均 界定 M 中 一 
个 3- 实心 球 , 则 称 M 是 不 可 约 的 . Xx FM 中 一 个 真 租 入 的 可 定向 曲面 . 4 F 
不 是 边界 平行 的 且 含 入 诱导 的 同 态 mF 一 11M 为 单 同 态 , 则 称 F 为 不 可 压缩 曲 
TE. 者 可 定向 3- 流 形 M 是 不 可 约 的 且 包 含 一 个 不 可 压缩 曲面 , 则 称 M 为 Haken 

处 理 Haken 流 形 的 一 个 常用 有 效 方法 就 是 沿 着 Haken 流 形 中 的 一 个 不 可 压缩 
曲面 切 开 该 流 形 , 这 样 会 得 到 一 个 简单 一 些 的 Haken JE. 也 正 因 如 此 , 人 们 得 以 
对 Haken 流 形 的 拓扑 和 几何 已 经 有 很 透彻 的 了 解 . 对 于 非 Haken 流 形 , 人 们 了 解 
的 则 相对 少 得 多 . 

1968 年 , F. Waldhausen' 提出 了 如 下 的 猜想 : 

Virtual Haken 猜想 ” 设 M 为 紧 致 的 可 定向 的 不 可 约 的 基本 群 无 限 的 3- 流 
JE, 则 M 有 一 个 Haken WERKA RE H. 

3- 流 形 的 有 限 有 覆盖 一 直 是 3- 流 形 拓扑 理论 中 十 分 重要 但 了 解 却 很 少 的 课题 . 
如 果 Virtual Haken 猜想 成 立 , 则 人 们 可 以 通过 有 限 覆 盖 对 非 Haken 流 形 的 拓扑 与 
几何 有 非常 深刻 的 了 解 . 在 Thurston 的 几何 化 猜想 (包括 庞 加 莱 猜 想 ) 获得 解决 的 
当今 , Virtual Haken 猜想 成 为 3- 流 形 拓扑 理论 中 最 为 重要 的 猜想 . Virtual Haken 
猜想 的 解决 , 将 对 3- 流 形 拓扑 的 发 展 产 生意 义 深 远 的 影响 . 

四 十 年 来 , 围绕 Virtual Haken 猜想 所 展开 的 研究 只 取得 少数 零星 的 结果 ( 见 
文献 [2]~[4| 等 ). 最 近 , N. Dunfield 和 W. Thurston 验证 了 Hodgson-Weeks 统计 中 
的 10986 个 闭 的 双 曲 3- 流 形 均 满足 Virtual Haken 猜想 回 . 
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仿 射 平 坦 流 形 的 陈 猜 想 


The Chern Conjecture for Affinely Flat Manifolds 


一 个 n 维 光 滑 流 形 称 为 仿 射 平坦 流 形 , 如 果 我 们 能 够 在 该 流 形 上 找到 一 个 坐 
ERR B n, 使 得 任意 两 个 坐标 卡 之 间 的 转移 函数 是 n 维 欧式 空间 的 仿 射 变换 . 这 样 
的 一 个 坐标 卡 覆 盖 称 为 仿 射 平坦 结构 . 也 就 是 说 , 我 们 可 以 将 欧式 空间 中 的 仿 射 结 
构 无 矛盾 的 局 部 提升 到 仿 射 平坦 流 形 上 . 另外 , 我 们 还 可 以 将 仿 射 平坦 流 形 定 义 为 
切 从 上 存在 无 挠 的 平 仿 射 联络 (torsion-free flat affine connection) 的 流 形 . 

对 于 仿 射 平坦 流 形 , 陈省身 在 20 世纪 50 年 代 提出 了 一 个 深刻 的 猜想 : 

陈 猜想 | 仿 射 平坦 流 形 的 Euler 数 一 定 是 零 . 

众所周知 , Euler 数 是 流 形 的 拓扑 不 变量 , 而 仿 射 平坦 是 一 个 纯粹 的 几何 概念 . 
这 个 猜想 的 精彩 之 处 在 于 将 这 两 个 很 不 一 样 的 数学 概念 联系 在 一 起 , 揭示 了 它们 之 
间 的 深刻 联系 . 

这 个 猜想 出 现 后 引起 了 不 少 大 数学 家 的 关注 . 对 于 二 维 流 形 的 情形 , Benzécril4) 
和 Milnor?! 证 明 陈 猜想 成 立 , 后 来 , Kostant 和 Sullivan! 证 明了 如 果 仿 射 平 坦 流 形 
M 上 的 仿 射 平坦 结构 是 完备 的 , 也 就 是 说 M 是 一 个 仿 射 空间 中 某 个 离散 群 正则 作 
用 (proper action) 的 商 空 间 , 那么 陈 猜 想 成 立 . 对 于 不 完备 的 仿 射 平坦 流 形 , Hirsch 
和 Thurston 由 证 明了 如 果 该 流 形 的 仿 射 平 坦 结构 的 和 乐 群 (Holonomy group) 是 一 
些 amenable 群 的 自由 乘积 的 有 限 扩 张 , 那么 陈 猜 想 成 立 . 这 里 amenable 群 的 定义 
比较 复杂 , 这 里 就 不 做 介绍 了 . 但 是 这 类 群 包含 了 所 有 的 有 限 群 、 交 换 群 、 可 解 群 
和 紧 致 李 群 . 

由 于 这 个 猜想 是 对 于 任意 的 仿 射 平坦 流 形 所 做 的 , 现在 还 没有 解决 的 情形 已 经 
很 难 去 验证 . 最 新 的 一 些 进 展 可 以 参见 文献 [5]. 

这 个 猜想 对 别 的 领域 也 有 不 小 的 影响 . 比如 推动 了 对 具有 仿 射 平坦 结构 的 有 限 
维 李 群 的 研究 并 产生 了 不 少 成 果 . 另外 , 与 陈 猜 想 有 关 的 是 Gromovi! 对 仿 射 平坦 
流 形 的 有 界 上 同调 (bounded cohomology) 的 猜想 : 仿 射 平坦 流 形 的 有 界 上 同调 都 
EF. 

对 陈 猜想 证 明 的 探索 必 将 加 深入 们 对 光滑 流 形 的 几何 与 拓扑 之 间 联 系 的 理解 . 
对 数学 的 发 展 有 着 重要 的 意义 . 


" 
[2] 
[3] 
[4] 
[5] 


[6] 
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光滑 复 完全 交 的 沙 利文 (Sullivan) 猜想 


Sullivan Conjecture for Complex Complete Intersections 


光滑 流 形 的 分 类 问题 是 微分 拓扑 学 中 的 核心 问题 之 一 , 对 从 几何 、 代 数 等 数学 
领域 中 上 自然 产生 的 流 形 进行 分 类 是 自然 而 有 意思 的 问题 , 关于 复 完全 交 的 分 类 正 是 
这 样 的 问题 . | 

令 及,… ,所 为 天 于 变量 z0,… ,zn+r 的 复 系数 的 齐 次 多 项 式 . 这 组 多 项 式 
在 复 射影 空间 CP 中 定义 了 一 个 复 代 数位 X. X 称 为 一 个 复 完 全 交 (complex 
complete intersection), #7 X 的 复 维 数 为 n. 当 X 是 光滑 流 形 时 , 则 称 为 光滑 复 完 
全 交 , 这 时 X 是 一 个 2n 维 的 光滑 闭 流 形 . 20 世纪 50 年 代 , R.Thom 观察 到 X 的 
微分 同 肛 型 由 多 项 式 广 …… ,fi 的 次 数 di, id, 决定 , 而 不 依赖 于 这 些 多 项 式 的 
RR. 数组 d = (di,… ,di) 称 为 多 重 次 数 (multi-degree), 乘积 d = d,---d, RA 
全 次 数 (total degree). 由 d 决定 的 光滑 复 完全 交 可 以 记 为 X"(d). 对 于 这 些 流 形 
在 微分 同 胚 意义 下 的 分 类 是 微分 拓扑 学 中 尚未 解决 的 问题 . 

由 Lefschetz Hyperplane 定理 可 知 , AAAI i: X"(d) > CPn+r 是 一 n 等 
价 , 所 以 X"(d) 和 CP" 具有 相同 的 n BR. A AH, 通过 对 切 从 的 计算 可 知 
X"(d) 的 Pontrjagin 类 p, c H^*(X^(d)) 是 a?* € H**(X^(d)) 的 倍数 ， 其 中 
rc H?(X"(d)) 为 生成 元 . 从 而 我 们 可 以 比较 不 同 的 复 完 全 交 的 Pontrjagin REA 
相等 . 

Sullivan 猜想 n > 2 时 两 个 n 维 复 完全 交 X"(d),X"(d’') 微分 同 胚 当 且 仅 
当 它 们 的 Euler 数 、 全 次 数 和 Pontrjagin 类 都 相等 . 

由 于 Euler 数 、 全 次 数 和 Pontrjagin 类 都 可 以 通过 多 重 次 数 d 显 式 地 表达 出 
来 , 因此 若 Sullivan 猜想 成 立 , 则 任 给 d,a', 我 们 可 以 判断 X"(d),X"(d') 是 否 微分 
FH. 

这 一 猜想 是 基于 Sullivan 关于 在 有 限 不 确定 性 下 分 类 单 连通 流 形 的 工作 和 有 
理 同 伦 型 的 工作 而 做 出 的 出 ， 作 为 Kihler 流 形 , 复 完 全 交 是 “形式 ” (formal) FJ, 
BU X"(d) 的 有 理 系 数 上 同调 环 决定 了 其 有 理 同 伦 型 .而 在 给 定 了 有 理 同 伦 型 和 
Pontrjagin 类 的 情况 下 , 至 多 只 有 有 限 个 光滑 流 形 满足 这 些 给 定 的 条 件 . 特别 地 , 对 
于 复 完全 交 , Sullivan 猜测 这 些 条 件 完全 决定 了 微分 同 胚 型 . 

在 维 数 较 低 的 情形 下 , 人 们 对 于 猜测 有 如 下 的 了 解 : 

(1) 当 n = 3 时 . 此 时 X"(d) 为 单 连通 光滑 6 WIG. 利用 Wall, Jupp 以 及 
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Zhubr 关于 单 连 通 6 流 形 的 分 类 的 工作 , 可 以 证 明 Sullivan 猜测 在 n = 3 时 成 立 . 

(2) 34n = 4 时 . 利用 Kreck 改进 的 Surgery 理论 , 方 复 全 和 S. Klaus 在 拓扑 
范畴 证 明了 Sullivan 猜测 成 立 . 

20 世纪 50 年 代 开 始 发 展 起 来 的 Surgery 理论 是 流 形 分 类 的 标准 工具 , 其 应 用 
模式 是 在 一 个 给 定 的 同 伦 型 中 分 类 所 有 的 流 形 (可 以 在 光滑 、 分 片 线性 或 拓扑 范 
Wir). 由 于 复 完全 交 的 同 伦 型 只 在 中 间 维 数 以 下 是 确定 的 (Lefschetz 定理 ), 所 以 
Surgery 理论 并 不 能 直接 应 用 于 此 问题 的 研究 . 20 世纪 80 年 代 , Kreck 对 Surgery 
方法 做 出 了 改进 办, 使 之 可 以 应 用 于 Sullivan 猜想 , 并 且 将 问题 转化 为 某 些 配 边 群 
的 计算 . 当 n = 4 Bf, 方 复 全 和 S. Klaus 计算 了 相应 的 配 边 群 ,从 而 在 拓扑 范畴 证 
明了 Sullivan AWR. 对 于 一 般 情 形 , Traving 在 一 定 的 条 件 下 计算 了 这 些 配 
边 群 , 从 而 对 于 具有 满足 性 质 “ 对 任意 使 得 pp 一 1) < n - 1 的 素数 p, 全 次 数 d 被 
pl2n--D/Gp-11 整除 ”的 多 重 次 数 d 的 复 完 全 交 X"(q) 证 明了 Sullivan 7948"). 

如 果 不 考虑 光滑 结构 而 将 X^(d) 视 为 拓扑 流 形 , 则 在 拓扑 范畴 我 们 有 相应 的 
Sullivan 猜测 . 方 复 全 证 明了 : 当 全 次 数 d 的 素 因 子 都 不 小 于 (n 十 3)/2 Bf, X"(d) 
的 Euler 数 、 全 次 数 和 Pontrjagin 类 完全 决定 了 X"(q) HMMA, 
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广义 斯 梅 尔 (Smale) 猜想 


Generalized Smale Conjecture 


| X Smale 猜想 ”假设 M 是 一 个 闭 的 3 流 形 , 其 上 有 一 个 局 部 齐 次 的 黎 曼 
度量 (a locally homogeneous Riemannian metric) 使 得 M 不 被 S? x S! fum. 

(1) 如 果 M 以 53, H? 或 可 解 几 何 (Solv geometry) 作为 模型 , 那么 M 上 的 等 
距 同 构 群 (M) 到 M EAA BRR Dif f(M) 的 含 入 是 同 伦 等 价 . 

(2) WR M 以 R AIRES LAT (Nil gometry) 作为 模型 , 那么 M 上 的 仿 射 映射 
群 Aff(M) 到 Diff(M) 的 含 入 是 同 伦 等 价 . 

(3) WR M 以 H x R gi 51(2, R) 作为 模型 , 那么 等 距 群 (M) 中 恒 同 映射 所 
在 的 连通 分 支 到 Diff(M) 中 恒 同 映射 所 在 的 连通 分 支 的 含 入 是 同 伦 等 价 . 

JR] Smale 猜想 是 关于 S? 的 , JP HA Hatcher! 以 肯定 的 形式 解决 了 . Hat- 
cher”! 和 Ivanov!” 证 明了 对 足够 大 的 不 可 约 流 形 , 猜想 是 正确 的 . 对 双 曲 3 流 形 的 
猜想 是 由 Gablaill 建立 的 . 在 具有 球 几 何 的 3 流 形 中 , 有 许多 情形 猜想 是 正确 的 . 
(参看 文献 [5], 在 P135-139 上 有 更 完整 的 相关 工作 .) 于 是 由 文献 [1]、[3] 和 [4], 没 
解决 的 情况 就 出 现在 非 足 够 大 具有 Seifert 纤维 化 的 3 流 形 的 一 个 子 集中 了 . 

Ian Agol 认为 这 个 猜想 可 以 当 作 一 个 “参数 化 ”的 几何 化 猜想 . 要 是 用 Ricci 
流 方法 能 对 这 个 猜想 给 出 一 个 统一 的 证 明 就 好 了 . 这 可 能 就 要 涉及 到 细致 地 了 解 
Ricci 流 在 手术 下 的 参数 化 解 是 如 何 表现 的 了 . 
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广义 度量 空间 问题 


Problem on Generalized Metric Spaces 


问题 背景 ” 欧 氏 空间 除 具 有 线性 结构 外 还 具有 度量 结构 , 它 为 描述 序列 的 收 
HH Ti. 但 具有 度量 结构 的 对 象 很 多 , 它们 未 必 是 欧 氏 空间 ， 比 如 ,以 
C[0,1] 表示 单位 区 间 [0,1] 上 的 实 值 连续 函数 的 全 体 之 集 ，vf,g e Cl0,1], 规定 
d(f,g) = max(| f(x) — g(x) |: x € [0, 1]), W (Cl[0, 1], d) 就 成 为 度量 空间 . 这 时 由 
d(fn, f) — 0(n — 0) 所 描述 的 收敛 是 函数 列 的 一 致 收敛 , 这 里 ClO, 1] 不 是 欧 氏 
空间 , 可 见 度 量 空间 是 比 欧 氏 空间 广泛 的 概念 . 进一步 , 还 有 一 些 我 们 经 常 要 在 它 
上 面 讨论 收 敛 理 论 而 它 又 不 具有 相配 套 的 度量 结构 的 对 象 , 比如 , 仍 考虑 C[0, 1], 这 
时 函数 列 (f) 逐 点 收敛 于 f 就 不 再 能 用 d 去 描述 , 而 必须 要 在 更 广泛 的 拓扑 空间 
中 去 描述 才 行 . 设 X 是 非 空 集 , 9 是 X 的 若干 子 集 之 族 , WRoxc28H3J» 
有 限 交 和 任意 并 运算 封闭 , 就 称 9 是 X 上 的 拓扑 , 称 (X, 7) 为 拓扑 空间 , KT 
中 的 元 为 开 集 , 称 开 集 的 补 集 为 闭 集 , 称 包 含 一 个 集 的 最 小 闭 集 为 该 集 的 闭 包 . 7 
的 子 族 多 OY 9 的 基 (base), BIR 9 中 任 一 开 集 都 可 表示 为 多 中 若干 开 集 之 并 . 
简称 拓扑 空间 为 空间 , 人 们 关心 什么 样 的 空间 是 可 以 度量 化 的 . 空间 (X, 7) 可 度 
量化 指 X 上 存在 一 个 度量 d, 使 所 有 开 球 之 集 构成 9 的 基 . 

问题 陈述 设 是 XX 中 的 一 族 集 合 , WME w 中 的 集 并 起 来 再 取 闭 包 和 先 
把 x 中 各 集 取 闭 包 后 再 并 起 来 一 般 是 不 相等 的 . 设 对 o 的 每 个 非 空 子 族 on, 对 
先 取 并 再 取 闭 包 和 先 取 闭 包 再 取 并 总 是 相等 的 , 则 称 ox 具有 闭 包 保持 性 质 . 如 果 
d 是 局 部 有 限 的 , 即 , 空间 X 中 每 个 点 都 有 一 个 小 邻 域 只 和 a 中 的 有 限 多 个 集 
相交 , 则 容易 证 明 e/ 具有 闭 包 保持 性 质 . J. Nagata 和 J. Smirnov 分 别 于 1950 年 
和 1951 年 独立 地 证 明了 拓扑 空间 的 度量 化 定理 ， 即 , 空间 x 可 度量 化 当 且 仪 当 
X 是 正则 的 且 具 有 o 局 部 有 限 基 . 这 里 正则 性 指 X 中 每 个 点 和 不 含 该 点 的 闭 集 
可 以 用 两 个 开 集 分 开 ; o 局 部 有 限 基 指 这 种 基 Z, 多 是 可 数 多 个 子 族 (2.) WH, 
其 中 每 个 子 族 都 是 局 部 有 限 的 . 例如 , KER 及 就 具有 o 局 部 有 限 基 . 事实 上 , > 
Bn = ((k—1/n,k--1/n) :k 是 整数 }(n = 1,2,---), UF, 就 是 局 部 有 限 的 开 集 
族 , 可 以 看 出 全 体 多, 的 并 就 是 及 的 一 个 o 局 部 有 限 基 . 有 许多 空间 虽 不 一 定 是 可 
度量 化 的 , 但 它们 具有 度量 空间 的 许多 良好 性 质 , 称 这 类 空间 为 广义 度量 空间 . J. 
G. Ceder 于 1961 年 将 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 中 o 局 部 有 限 基 弱 化 为 o 闭 包 
保持 基 , 称 所 得 空间 为 Mi TAU, 它 是 可 度量 化 空间 的 推广 . Mi 空间 果然 具有 类 
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似 于 度量 空间 的 许多 良好 性 质 , 比如 : Mi 空间 的 开 子 空间 仍 是 Mi 空间 ; 可 数 多 个 
M; 空间 的 乘积 空间 仍 是 Mi 空间 ; 既 开 且 闭 的 映射 保持 Mi 空间 ; Mi 空间 的 稠密 
子 空间 仍 是 Mi 空间 , 等 等 . 在 M, 空间 的 基础 上 再 把 o 闭 包 保 持 基 弱化 为 o 闭 包 
保持 拟 基 (quasi-base), 就 得 到 广义 度量 空间 Ma, 这 里 多 叫 空间 X 的 拟 基 是 指 对 
X 的 每 个 点 z 及 其 开 邻 域 U, 多 中 有 B 包含 于 过 HE B 的 内 部 包含 z. Mz 空间 还 
可 进一步 弱化 . 设 空间 x 中 每 个 闭 集 C 都 可 表示 为 一 列 开 集 {G(n, C) HAAN 
A, 且 当 闭 集 C 是 闭 集 D 的 子 集 时 , 对 每 个 nn IIA G(n, C) C Gln, D), 则 称 空间 
X 为 Ms 空间 或 层 空 间 (stratifiable space). Mi 空间 、Ms 空间 和 Ms 空间 通称 为 
广义 度量 空间 . 

问题 进展 ” 早 在 1961 年 J. G. Ceder 就 证 明了 Mi >M2 > Ms, 同时 他 提出 
问题 : Mo >M, 和 Ma > Mo 是 否 成 立 ? G. Gruenhage 和 H. J. K. Junnila 分 别 于 
1976 年 和 1978 年 独立 地 证 明了 Ms 空间 和 Ms 空间 是 等 价 的 2 引 , 但 Mo 二 Mi 或 
Ms > Mi 是 否 成 立 是 至 今 没有 解决 的 难题 . 所 谓 广 义 度量 空间 问题 就 是 问 : 是 否 
每 个 Ms 空间 都 是 Mi 空间 ? 著名 拓扑 学 家 M. Rudin 于 1990 年 在 她 的 著名 文章 
“Some Conjectures” 中 倾向 于 认为 广义 度量 空间 问题 的 答案 是 肯定 的 由, 而 P. M. 
Gartside 和 E. Reznichenko 则 于 2000 年 给 出 了 一 种 可 能 的 构造 反例 的 方法 回 . K 
于 广义 度量 空间 问题 的 进一步 论述 可 参看 文献 [6]. [7]. 


参考 文 献 


[1] Ceder J G. Some generalizations of metric spaces. Pacific J Math, 1961, 11: 105-125 

[2] Gruenhage G. Stratifiable spaces are M2. Topology Proc, 1976, 1: 221-226 

[3] Junnila H J K. Neighbornets. Pacific J Math, 1978, 76: 83-108 

[4] Rudin M. Some conjectures//Open Problems in Topology. Amersterdam: North-Holland, 
1990, 183-193 

[5] Gatside P M, Reznichenko E. Near metric properties of function spaces. Fund Math, 
2000, 164: 97-114 | 

[6] Anderson R D et al. Recent Progress in General Topology. Amsterdam: North-Holland, 
2002, 545-575 

[7 高 国士 . 拓扑 空间 论 . 北京 : 科学 出 版 社 , 2000 


HBA: 王国 俊 
陕西 师范 大 学 


矩阵 的 拓扑 相似 问题 . 213. 


矩阵 的 拓扑 相似 问题 


Topological Similarity Problem of Matrices 


设 A, B 是 两 个 nxn WSC. 我 们 称 两 个 矩阵 A, B 是 拓扑 相似 的 , MRA 
在 一 个 保持 原点 由 的 同 胚 h : R^ 一 R^ 使 得 h(Az) = Bh(z), 对 于 任何 ze R7. 

WREE h 是 线性 变换 , 则 h 必定 由 一 个 可 道 和 矩阵 C 诱导 . 不 难看 出 , CA = 
BC. RBZ, 4 和 B 线性 相似 . 

在 1935 年 , De Rham 猜想 拓扑 相似 的 矩阵 一 定 是 线性 相似 的 . 

对 于 2 MERE, 通过 定义 旋转 数 , 庞 加 菜 证 明 拓 扑 相 似 的 矩阵 一 定 是 线性 相似 
的 . 1973 年 , Kuiper 和 Robbin!!! 证 明 De Rham 猜想 对 于 特征 值 不 在 单位 圆周 上 
的 矩阵 成 立 , 并 且 把 De Rham 猜想 归结 为 周期 矩阵 的 情形 . 此 处 我 们 称 一 个 矩阵 
A 是 周期 矩阵 , 如 果 存 在 一 个 正 整 数 m, 使 得 Am = r, 其 中 了 工 是 恒 同 矩阵 , 这 样 的 
最 小 正 整数 m 被 称 为 4 的 周期 . 

对 于 周期 矩阵 A, B 而 言 , 线性 相似 问题 是 很 容易 判定 的 . 例如 , 由 约 当 标准 型 
理论 知道 , 4 和 B 线性 相似 的 充 要 条 件 是 它们 所 有 的 复 特征 值 相 等 , 并 有 相同 的 重 
数 . 更 进一步 可 以 证 明 , A 和 B 线性 相似 的 充 要 条 件 是 它们 的 迹 相 等 . 

De Rham 猜想 的 第 一 个 反例 是 由 美国 数学 家 Cappell 和 Shaneson) 在 1979 
年 给 出 的 , 他 们 找到 了 两 个 9 x 9 正 交 周期 矩阵 , 这 两 个 矩阵 拓扑 相似 但 不 线性 相 
似 . 

1980 Æ, MÆ. Pardon?! 以 及 Madsen, Rothenberg!4!] 分 别 独立 证 明 ，De 
Rham 猜想 对 于 周期 不 被 4 整除 的 周期 矩阵 成 立 . 

如 何 完全 刻画 拓扑 相似 的 周期 矩阵 仍 是 一 个 有 趣 的 重要 问题 , 直至 最 近 仍 有 一 
些 重要 进展 回 . 
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纽 结 的 交叉 点数 的 计算 和 可 加 性 


Calculating Crossing Number of Knots, and Additivity of 
Crossing Number 


纽 结 是 圆周 在 三 维 欧 式 空间 中 的 幅 入 .如 下 图 是 一 个 三 个 交叉 点 (crossing 
number) 的 纽 结 和 一 个 四 个 交叉 点 的 纽 结 . 


p 


三 叶 绪 ST 


每 个 纽 结 (tame) 都 可 用 平面 图 画 出 , 但 与 之 对 应 的 的 平面 图 有 无 穷 多 个 . 一 个 
纽 结 的 交叉 点 数 是 该 纽 结 的 所 有 纽 结 图 中 交叉 点 数 的 最 小 值 . 容易 证 明 , 交叉 点 数 
至 多 为 2 的 纽 结 一 定 是 平凡 的 . 上 图 中 的 三 叶 结 的 交叉 点 数 是 3. 

一 个 重要 的 问题 是 : 任 给 一 个 纽 结 , 确定 其 所 有 纽 结 图 最 小 的 可 能 交叉 点 数 . 
虽然 数学 家 已 经 知道 该 问题 是 算法 可 解 的 , 并 且 也 有 具体 的 算法 , 但 是 那些 方法 实 
用 性 不 强 . 例如 , 给 定 一 个 30 交叉 点 的 纽 结 图 判断 它 是 否 是 平凡 结 (是 否 交叉 点 数 
是 0), 现在 的 计算 机 都 不 能 胜任 . 

男 一 方面 , 对 于 两 个 纽 结 可 以 定义 它们 的 连通 和 . 例如 , 下 图 是 三 叶 结 和 8 F 


CO ME 


另 一 个 重要 的 问题 是 : 任 给 两 个 纽 结 k,k', 记 KK 为 其 连通 和 . K 的 交叉 点 数 
是 否 是 kk! 的 交叉 点 数 的 和 ? 

由 连通 和 的 定义 易 知 : K 有 一 个 交叉 点 数 为 c(k) 十 c(k') 的 纽 结 图 , 所 以 , cK) 
至 多 为 c(k)-- e(k). 问题 是 : (K) 是 否 可 能 更 小 ? BS, 数学 家 们 不 能 证 明 , 也 不 能 
给 出 反例 . 
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这 方面 已 有 的 结果 有 : 对 于 特殊 纽 结 如 交错 结 , 或 环 面 结 可 加 性 成 立 5~7. 一 
般 情形 有 一 下 界 向 
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纽 结 的 解 结 数 的 计算 和 可 加 性 


Calculating Unknotting Number of Knots, and Additivity of 
Unknotting Number 


Zi £& Re [JS dk — HERR AERA. 每 个 纽 结 (tame) 都 可 用 平面 图 画 出 , 但 
与 之 对 应 的 的 平面 图 有 无 穷 多 个 . 对 于 任 纽 结 图 D, 在 其 每 一 个 交叉 点 的 局 部 , 可 
以 做 一 种 被 称 为 解 结 的 操作 , 如 下 图 . 





容易 证 明 , 对 于 任 一 n 交叉 点 的 纽 结 图 D, 至 多 做 n/2 次 解 结 操作 , 可 以 把 它 
变 成 一 个 平凡 结 的 投影 图 . AAR D 的 解 结 数 是 将 图 D 变 成 一 个 平凡 结 的 投影 
图 所 需 最 少 可 能 的 解 结 操作 的 个 数 , WA u(D). 而 一 个 纽 结 大 的 解 结 数 是 的 所 
有 纽 结 图 D 的 u(D) 的 最 小 值 . 

一 个 重要 的 问题 是 : 任 给 一 个 纽 结 , 确定 其 解 结 数 . 

由 于 一 个 纽 结 有 无 穷 个 纽 结 图 , 所 以 确定 一 个 纽 结 的 解 结 数 是 十 分 困难 的 . 现 
TE, 数学 家 们 只 确定 了 交叉 点 数 至 多 为 10 HABA. 此 外 , 关于 这 方面 有 
如 下 问题 : 

另 一 个 重要 的 问题 : 任 给 两 个 纽 结 k, k, 记 K 为 其 连通 和 . 天 的 解 结 数 是 否 
是 kk 的 解 结 数 的 和 ? 

一 个 较 简 单 的 问题 : 任 给 ”个 纽 结 , 记 K 为 它们 的 连通 和 . K 的 解 结 数 是 否 
大 于 等 于 n? 

美国 拓扑 学 家 M. Scharlemann 证 明了 两 个 非 平凡 纽 结 的 连通 和 的 解 结 数 至 少 
是 2. 对 于 一 般 情形 所 知 甚 少 . 
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其 入 猜想 


Embedding Conjecture of Manifolds 


流 形 的 拓扑 学 理论 中 一 个 重要 的 研究 课题 是 : 给 定 一 个 闭 的 n HERE M, 发 
现 维 数 最 小 的 欧 氏 空间 RY, 使 得 M 可 以 实现 作为 RN 的 子 流 形 . 

Whitney 的 一 条 基本 定理 出 断言 , N < 2n. RBZ, 任何 一 个 闭 的 ” 维 流 形 可 
以 嵌入 到 R2". 例如 , 射影 平面 RP? 可 以 嵌入 到 R^, (EARERA ZI R. 说 明 对 于 
n=2,.N =s 

嵌入 理论 最 有 名 的 一 个 猜想 断言 : 

猜想 ”任何 一 个 闭 的 n 维 流 形 M, 可 以 嵌入 到 Rem), 其 中 a(n) Æ n dE 
2 进 制 展 开 中 1 的 个 数 . 

即便 当 M = RP" 时 ,围绕 嵌入 猜想 已 有 许多 工作 . REN KAR BS 
ib. K 理论 、 示 性 类 理论 等 诸多 深刻 的 数学 有 关 , 20 世纪 60 年 代 发 展 出 来 的 
Surgery 理论 为 流 形 的 嵌入 理论 建立 了 一 定 的 框架 ， 但 离 解决 上 述 舱 入 猜想 尚 相 
距 甚 远 . 

嵌入 猜想 的 一 个 姊妹 猜想 是 浸入 猜想 , 它 断 言 : 任何 一 个 闭 的 ” 维 流 形 M 可 
以 浸入 到 R2"-“() .该 猜想 已 由 R. Cohen"! 在 1985 年 解决 . 
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三 维 流 形 分 类 问题 


Classification of 3-manifolds 


流 形 是 一 类 局 部 具有 欧 氏 空间 性 质 的 连通 的 空间 . 一 维 的 流 形 有 圆周 和 线段 . 
下 图 是 一 些 二 维 流 形 的 例子 . 


< 


三 维 的 流 形 有 三 维 欧式 宇 间 、 三 维 球面 、 三 维 环 面 等 . 二 维 流 形 的 分 类 定理 已 
有 一 百 多 年 的 历史 了 , 但 三 维 流 形 的 分 类 要 难得 多 . 

两 个 重要 的 问题 是 : 

(1) 任 给 两 个 三 维 流 形 M,N, 判断 它们 是 否 同 胚 . 

(2) 给 出 一 种 方法 , 它 可 以 @ 列 出 所 有 三 维 流 形 的 表 ; O 表 中 的 三 维 流 形 两 两 
不 同 . 

近年 来 , 随 着 三 维 Poincaré 猜想 和 几何 化 猜想 的 解决 2~61, 数学 家 对 于 以 上 问 
题 的 解决 有 了 很 大 进展 . W. Jaco 和 J. H. Rubinstein 正在 进行 这 方面 的 研究 出 , 取 
得 了 一 定 进 展 , 但 问题 还 有 很 多 . 
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osp 型 李 超 代数 的 特征 标 问题 


Problem on Characters of Lie Superalgebras of osp Type 


Wg 是 复数 域 C 上 的 有 限 维 典 型 单 李 超 代数 , V 是 g 的 有 限 维 不 可 约 表示 , A 
有 权 空 间 分 解 V = G3ep* Va, HH b Æ g 的 Cartan FARZ, 6* 是 b 的 对 偶 空间 , 则 
V 的 特征 标定 义 为 chV = > (dim Va)e*, 其 中 e^ 为 形式 指数 函数 . 确定 有 限 维 

A€p* 
不 可 约 表示 特征 标 是 李 GR) 代数 表示 理论 的 第 一 个 基本 问题 . 24 g 是 有 限 维 单 李 
代数 时 ， 人 们 有 著名 的 Wey! 特征 标 公式 (这 也 是 Hermann Weyl 1920 年 代 的 成 名 
工作 ); 而 当 g 是 可 对 称 化 的 Kac-Moody 代数 (包括 仿 射 李 代数 ) 时 ， 有 Weyl-Kac 
特征 标 公 式 . 当 g 是 有 限 维 典型 单 李 超 代数 时 , 30 年 前 Kac 就 提出 了 下 列 基 本 
问题 : 

问题 chy =? 

这 一 问题 引起 了 众多 数学 物理 学 家 的 广泛 兴趣 . 当 g 时 sl 型 的 典型 单 李 超 代 
数 时 , Serganova 给 出 了 hV 的 一 个 无 限 递 推 公式 . 之 后 , Brundan 也 给 出 了 chV 
的 一 个 递 推 公式 . 然而 , 由 于 他 们 给 出 的 是 递 推 公式 , 在 实际 问题 中 难以 应 用 . 最 
Xr, 苏 育 才 和 张 瑞 斌 给 出 了 chy 的 一 个 Weyl-Kac 型 的 公式 . 但 对 osp 型 的 李 超 代 
数 问题 仍 没有 解决 . 目前 这 一 问题 的 主要 进展 只 是 解决 了 osp(2|2n) 的 情形 , 而 对 
于 一 般 的 情形 仍 没有 什么 进展 . 
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维特 (Witt) 代数 的 自 同 构 群 问题 


Problem on Automorphism Groups of Witt Algebras 


以 Ernst Witt 的 名 字 命 名 的 复数 域 C 上 的 Witt 代数 Wn 是 个 变量 的 多 项 
式 代 数 Clz1,… ,zn] 的 导 子 组 成 的 李 代 数 , 它 也 是 最 早出 现 的 无 限 维 单 李 代数 的 
例子 , 已 有 100 年 历史 (单个 变量 的 Witt 代数 Wi 由 E. Cartan 于 1909 年 给 出 定 
X). Witt 代数 Wn, 具有 一 组 基 





Ee at = 2 pm 2 人 中 
其 中 Z, = {0,1,---} 和 乘积 运算 ( 换 位 运算 ) 
E stn? LN jnl = stk—1tjk—1stk tik 一 l,tk+1 二 Ik 二 1 in 十 In 
a ae ste—1+je—1,te+je—ltegiatjetis intjn' 
如 果 Wa, 上 一 个 线性 变换 0: Wn 一 Wi 保持 Wr 的 运算 关系 , 即 对 任意 a,b € Wn, 
都 有 6([a,b]) = [(a),0(0)], WH OA Wn 的 一 个 自 同 态 . 如 果 9 还 是 一 个 一 一 映 
射 , 则 称 6 为 Wa 的 一 个 自 同 构 . 记 Aut Wan 为 Wa 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 . 研究 
李 代数 的 自 同 构 群 是 李 代数 结构 理论 的 基本 问题 , 因此 一 个 自然 的 问题 是 
问题 Anut Wn =? 
由 于 这 一 问题 与 具有 70 年 历史 的 著名 的 Jacobi 猜想 有 着 密切 的 联系 (如 , X 
献 [5] 提出 这 样 的 猜想 : W, 的 任 一 非 零 自 同 态 是 自 同 构 并 证 明了 这 一 猜想 可 推出 
Jacobi 猜想 )， 也 与 其 他 Cartan 型 李 代 数 及 Weyl 代数 的 自 同 构 群 密切 相关 , 因此 
得 到 了 人 们 的 极 大 关注 . 34 n = 1 时 , 这 一 问题 是 平凡 的 . 但 当 n > 2 时 , 这 一 问 
题 至 今 没有 解决 , 也 没有 什么 进展 . 设 a kW, 的 任意 元 素 , 则 可 以 定义 WwW, 的 一 
个 线性 变换 ( 称 为 a 的 伴随 算 子 ) ada: Wn > Wn 使 ada( = [a,b], Vb € Wn. Æ 
对 任意 be Wr, 由 ((ada)*(b)|k e Zi} WERI Wn 的 子 空间 都 是 有 限 维 的 , 则 称 
a 是 ad 局 部 有 限 元 . 由 于 任意 自 同 构 必 将 ad 局 部 有 限 元 映 到 ad 局 部 有 限 元 , 因 
此 要 决定 自 同 构 群 通常 的 办 法 是 先 确定 出 这 个 李 代 数 的 ad 局 部 有 限 元 集 . 但 由 于 
Wn 的 ad 局 部 有 限 元 集 太 大 (比如 当 ir = 0 LY, ABE ad 局 部 有 限 元 ) 并 且 
无 法 确定 , 这 也 许 是 该 问题 的 主要 困难 之 处 . 
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维特 (Witt) 代数 的 自 同 构 群 问题 «DOS. 
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非 可 对 称 化 的 卡 茨 一 穆 迪 (Kac-Moody) 代数 的 
定义 关系 问题 
Problem on Defining Relations of Non-symmetrizable 
Kac-Moody Algebras 


设 4 = (ai;)?;_1 是 具有 秩 为 4 nxn BERE. 称 A 为 广义 Cartan 矩阵 
(GCM), WR A 满足 以 下 三 个 条 件 : (i) au 22,1 = 1 ,n; i) 24i z j Bf, ai; 是 
非 正 整数 ; (iii) 若 ai = 0, W aji = 0. 

设 4 是 一 个 GCM. 令 C = (cij) 为 任 一 个 秩 为 m 的 (2n — 2) x n BIER, HAT n 
行为 矩阵 A. 定义 一 个 李 代 数 g(A) 如 下 : 它 具 有 生成 元 ei, fi (i =1,---,n), hp (p= 
1,… ,2n — £) 和 定义 关系 : 


| (1) 


其 中 6; 为 Kronecker 记号 (BI 24 i= j WN, 6;; = 1, AMIDA 0), ij = 1,:…,n; p,q 二 
1,… ,2n 一. & b A hs (p 9 1,… ,2n—2) TKR, FS 7 795 6 具有 平凡 
AEH) g(A) 的 极 大 理想 , 则 g(A) = 8(A)/r 就 是 著名 的 Kac-Moody 代数 . 李 代数 的 
生成 元 与 定义 关系 是 李 代 数 结构 理论 的 第 一 个 基本 问题 . 文献 [1] 证 明了 : 

定理 1 24 A 可 对 称 化 ( 即 存在 nxn DAE D, 使 DA 为 对 称 和 矩阵 ) 
IN, r 由 (ad e;)!7*9e;, (ad fi) * f; (1« à j € n) EM. 

定理 1 说 明 关 系 (1) 和 下 述 关 系 


(adei) "9e; 20, (adf) "9f;-0, 1«i£j&n (2) 


是 可 对 称 化 Kac-Moody 代数 g(A) 的 定义 关系 . 关系 (1) 和 (2) 称 为 Serre 关系 . 一 
个 自然 的 猜想 是 

猜想 1 对 任意 广义 Cartan 矩阵 A, Serre 关系 是 Kac-Moody 代数 g(4) 的 
定义 关系 . 

与 猜想 密切 相关 的 猜想 是 :“ 任 意 Kac-Moody 代数 的 可 积 最 高 权 表 示 不 可 约 ”， 
或 等 价 地 ,“Kac-Moody 代数 的 范畴 O 的 可 积 表示 完全 可 约 ”. 因此 , 具有 40 年 历史 
的 猜想 1 是 Kac-Moody 代数 的 结构 和 表示 理论 中 未 解决 的 重要 问题 . 当 4 是 可 对 
称 化 GCM 时 , 这 一 猜想 已 经 解决 , 即 前 面 的 定理 1, 主要 工具 是 用 到 了 Kac-Moody 
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代数 g(4) 具有 的 非 退 化 对 称 不 变 双 线性 型 (, .). 但 当 A 不 可 对 称 化 时 , 由 于 g(A) 
不 存在 这 样 的 双 线 性 型 , 这 一 问题 至 今 还 没有 什么 进展 . 
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Classification of Nilpotent Elements in Lie Algebras 
and Their Dual Spaces 


以 st(n, C) 表示 迹 为 零 的 n. 阶 复 和 矩阵 的 全 体 . sl(n, C) PHASE A 相似 于 
一 个 Jordan 标准 形 J, 其 中 J 的 对 角 线 上 的 元 素 都 是 0. 而 且 , 相似 于 J BABERE 
都 是 st(n, C) PHS IC. 因此 , 相似 于 J 的 矩阵 的 全 体 就 是 4 在 st(n, C) PRF 
轨道 . 而 s(n, C) 是 一 个 单 李 代数 , 也 就 是 说 , n 阶 对 角 元 素 为 零 的 Jordan 标准 形 
的 分 类 给 出 了 单 李 代数 sl(n,C) 的 帘 零 元 的 分 类 . 很 目 然 地 , 可 以 把 这 个 想法 推广 
到 其 他 单 李 代数 或 更 广 的 情形 , 就 是 李 代数 的 暴 零 元 分 类 问题 . 

一 般 来 说 , 我 们 只 考虑 约 化 李 代 数 的 究 零 元 的 分 类 . 关于 窜 零 元 分 类 的 研究 是 
从 复 李 代数 开始 的 ，Morozov 和 Jacobson 首先 证 明了 复 半 单 李 代 数 的 窜 零 元 可 以 
嵌入 到 一 个 三 维 的 单子 代数 中 . m, Kostanti 证 明了 复 半 单 李 代数 的 三 维 单子 
代数 的 共 斩 类 与 非 零 的 寡 零 元 的 共 辆 类 是 一 一 对 应 的 . 因此 , Dynkin 本 质 上 给 出 
了 复 半 单 李 代 数 的 究 零 元 的 分 类 . 后 来 , Bala 和 Carter! 用 另外 一 种 方法 给 出 了 
特征 p = 0 或 者 p> 4m+ 3 的 代数 封闭 域 上 半 单 代数 群 的 李 代数 的 寡 零 元 的 轨道 
的 完全 分 类 , 其 中 p 表示 基 域 的 特征 , m 表示 李 代数 的 最 高 根 的 高 度 . 

接 下 来 的 工作 就 是 研究 实 李 代数 的 暴 零 元 的 分 类 ， 假 设 g 是 实 半 单 李 代数 ， 
g=—t+p Æ g 的 对 应 于 Cartan 对 合 0 的 Cartan 分 解 , 其 复 化 为 gc = tc + pc, 
c 表示 gc 相对 于 g WH. G 是 g WEER, K 是 G 中 李 代 数 为 的 连通 子 群 ， 
Kc Æ K WAM. Sekiguchi 册 证 明了 g 中 的 G 轨道 与 pc 中 的 Kc 轨道 是 一 一 对 
应 的 . 这 个 对 应 被 称 为 Konstant-Sekiguchi 对 应 . 利用 Konstant 和 Rallis 的 关于 复 
对 称 空 间 的 工作 以 及 Konstant-Sekiguchi 对 应 , Noel?! 证 明了 轨道 Kc .e 与 三 元 组 
(L, qi, w) 是 一 一 对 应 的 , 其 中 e 是 pc 中 的 医 零 元 , ! 是 gc 中 包含 e 的 极 小 的 (06,0) 
不 变 的 Levi 子 代 数 , q 是 [L7] 的 9 不 变 的 抛物 子 代数 , w 是 qo pc 的 包含 e 的 准 
齐 性 空间 . 同时 Kawanaka 也 得 到 了 一 些 相 关 的 结果 . 

利用 Killng 型 , 半 单 李 代 数 g 的 容 零 轨道 与 其 对 偶 空间 g* 的 窜 零 轨道 一 一 
对 应 . 研究 g* HSPN BER MEF: g 的 伴随 群 的 每 一 个 不 可 约 表示 对 应 
于 g* 中 的 一 个 代数 簇 , 而 这 个 代数 艇 是 有 限 个 帘 零 轨道 的 并 . 通常 情形 下 它 是 一 
个 单轨 道 的 闭 包 , 而 这 个 轨道 是 表示 得 很 好 的 一 个 几何 不 变量 . 现在 的 问题 是 , 首 
先 , Bala-Carter 的 分 类 方法 只 对 g 的 究 零 轨道 适用 , 并 不 能 直接 应 用 到 g WES 
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轨道 . 因此 , 这 一 分 类 不 能 给 出 表示 的 代数 簇 的 目 然 的 刻画 . 如 何 克 服 这 一 困难 , H 
前 尚 无 很 好 的 办 法 . 其 次 , 目前 所 有 的 分 类 结果 都 是 分 情形 逐个 讨论 的 . 是 否 存在 
一 个 一 般 性 的 分 类 结果 ? 这 也 是 一 个 极 具 挑战 性 的 问题 . 
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Branching Laws for Representations of Lie Groups 


周期 函数 可 以 用 Fourier 级 数 来 表示 是 一 个 众所周知 的 经 典 结论 , 而 很 多 人 并 
不 知道 这 其 中 蕴含 着 很 重要 的 紧 李 群 表示 的 思想 . 事实 上 , 周期 为 2r 的 平方 可 积 函 
数 的 全 体 构成 一 个 复 Hilbert 空间 H, 周期 性 在 其 上 诱导 了 一 个 S! = {z ecCllz| = 
1) 的 自然 的 作用 或 表示 , 而 将 H 分 解 为 S 的 不 可 约 表示 (不 变 子 空 间 ) WEM 
就 得 到 了 Fourier RW. 这 是 经 典 的 紧 李 群 表示 论 在 最 简单 的 非 平凡 的 连通 紧 李 和 群 
S! 上 的 实现 . 任何 连通 紧 李 群 G 都 存在 极 大 交换 子 群 KRAT, 它 是 者 干 个 
S! WEF. G 的 不 可 约 表示 限制 在 T 上 可 以 自然 地 分 解 为 了 的 不 变 子 空间 ( 权 空 
间 ) 的 直 和 . Cartan 和 Weyl 证 明了 连通 紧 李 群 G 的 不 可 约 表 示 与 G 的 文 配 权 一 
—XN Nl. 

紧 李 和 群 表 示 的 分 歧 律 研究 的 是 G 的 不 可 约 表示 在 它 的 闭 子 群 H 上 限制 的 分 
解 问题 . Ye T 是 G 的 不 可 约 西 表示 , Wor E H 的 限制 表示 7| 可 以 分 解 为 不 可 约 


表示 的 直 和 : tly = 3 msc, 其 中 AA H 的 不 可 约 表示 的 等 价 类 的 全 体 , m, Æo 
ccH 

在 7 中 出 现 的 重 数 . 紧 李 和 群 表 示 的 分 歧 律 的 主要 目标 是 计算 m. 这 与 量子 物理 学 

中 的 breaking symmetry 有 直接 的 联系 . 而 当 H =T ET, 这 就 是 上 述 的 Cartan-Weyl 

理论 . 

WR GAH 都 是 紧 连 通 的 , 已 有 很 好 的 公式 可 以 计算 (至 少 在 G 和 天 的 
秩 相等 的 情形 ， 可 以 利用 软件 计算 ). 其 中 , 经 典 的 分 歧 律 问题 研究 的 (G, H) 是 
(U (n), U (n — 1)), (SO(n), SO(n — 1)) 和 (Sp(n), Sp(n — 1)), 分 别 由 Weyl, Mur- 
naghan 和 Zhelobenko 解决 站 . 对 于 G 的 给 定 最 高 权 的 不 可 约 西 表示 , 在 其 分 解 中 
出 现 的 H 的 不 可 约 表 示 的 最 高 权 都 可 以 确定 出 来 . 当 G = U(n), SO(n) 时 , 在 分 
解 中 出 现 的 表示 的 重 数 都 是 1; 而 当 G = Spin) 时 , 其 重 数 也 是 容易 计算 的 . 

而 对 于 一 般 情形 ，Kostant 得 到 了 一 个 漂亮 的 计算 重 数 的 公式 局 , 并 由 Vogan 
推广 可. 然而 我 们 通常 关心 的 是 H 的 哪些 表示 在 G 的 不 可 约 表示 的 限制 中 出 现 ， 
即 重 数 非 零 ， 这 一 问题 从 Kostant 重 数 公式 很 难得 到 令 人 满意 的 答案 . 给 定 G 的 
表示 T, ERANA u. u dE G 的 余 伴随 作用 下 的 轨道 在 A 的 支配 Weyl 房 的 投影 
构成 一 个 凸 多 面体 年 , 这 个 多 面体 可 以 给 出 所 有 在 cle 中 出 现 的 互 的 表示 . 问题 
是 如 何 确定 这 些 凸 多 面体 , 即 确定 其 各 个 面 . 当 G = U(n) x U(n), H 为 对 角子 群 
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时 ， 这 一 问题 本 质 上 由 KKnutson-Taot5 在 前 人 的 基础 上 最 终 完成 . 但 是 他 们 的 想法 
对 其 他 情形 不 太 适 用 . 除了 上 述 的 经 典 例子 等 少数 情况 外 , 目前 在 此 领域 的 结果 还 
很 少 . 

当 G 是 非 紧 约 化 群 时 , 也 可 以 考虑 类 似 的 分 歧 律 . 如 果 五 为 G 的 极 大 紧 子 
群 ，Harish-Chandra 等 人 得 到 了 著名 的 (g, K) RHC. 4 H 不 是 紧 李 群 时 , 由 
T G 的 不 可 约 丁 表示 除了 平凡 的 以 外 都 是 无 穷 维 的 , HRE 有 石上 的 限制 也 并 非 
离散 的 , 因此 缺乏 有 效 的 研究 工具 . 其 中 , Metaplectic 群 (Sp(n, R) NHB) 的 
Weil 表示 限制 在 dual pair 子 群 上 得 到 了 著名 的 Howe 对 应 (或 称 为 dual pair 对 
应 、Theta XE). 对 一 般 情 况 的 分 歧 律 , Kobayashi 做 了 一 系列 的 研究 , 得 到 了 一 
些 有 意思 的 结果 j'9 . 
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李 群 西 表示 的 分 类 


The Unitary Dual of A Lie Group 


约 化 实 李 群 的 不 可 约 西 表示 分 类 是 当今 数学 研究 中 一 个 尚未 完全 解决 的 重要 
课题 . 由 于 这 一 问题 与 数论 、 微 分 几何 、 调和 分 析 以 及 理论 物理 等 领域 的 研究 有 着 
密切 的 联系 , 所 以 李 群 不 可 约 丁 表示 分 类 倍 受 当今 数学 家 与 物理 学 家 的 关注 . 以 下 
我 们 将 简单 叙述 这 一 研究 课题 的 背景 与 进展 . 

(1) 李 群 及 其 表示 

李 群 是 一 个 具有 光滑 微分 流 形 结构 的 群 , 日 群 的 运算 是 光滑 映射 站. BR G 的 
ERTE G 在 Hilbert 空间 上 的 连续 的 作用 , 而 这 些 作用 保持 空间 内 积 不 变 . 也 就 
是 说 , FRG 的 酉 表示 是 一 个 从 群 G IRA Hilbert 空间 H 上 所 有 西 算 子 构成 的 
BE UH) 的 同 态 映射 

7:G — U(H), 


并 且 G 的 作用 
GxH-H 

是 连续 的 映射 MR G 不 变 闭 子 空间 只 有 和 零 空间 和 它 自 身 , 则 称 此 表示 为 不 可 约 
Bem. 李 群 G 的 不 可 约 本 表示 的 等 价 类 的 全 体 称 为 G 的 unitary dual, 通常 记 为 
G. 因为 在 具体 数学 问题 中 , 很 多 函数 空间 都 具有 Hilbert 空间 的 结构 , 所 以 酉 表示 
是 研究 群 在 函数 空间 上 作用 的 基本 工具 ， 比 如, 圆周 上 的 平方 可 积 函 数 的 Fourier 
级 数 分 解 和 直线 上 平方 可 积 函 数 的 Fourier 变换 都 对 应 于 相应 的 群 的 西 表示 分 解 . 

(2) 紧 李 群 的 表示 

紧 李 群 表示 论 是 数学 中 的 经 典 理论 . 紧 李 群 的 不 可 约 表示 都 是 有 限 维 的 . 连通 
紧 李 和 群 的 不 可 约 表示 由 它 的 最 高 权 完 全 确定 . 确切 地 说 , HG 为 连通 紧 李 和 群 , 而 了 
为 其 极 大 环 面 , 由 此 产生 的 根系 R(G, T) 确定 了 文 配 权 的 锥 形 集合 . 著名 的 Cartan- 
Weyl] 定理 证 明了 连通 紧 李 群 的 不 可 约 表示 与 支配 权 一 一 对 应 局 一般 GER) 李 
群 表示 论 是 在 紧 李 和 群 表示 论 的 基础 上 , 受 相对 论 和 量子 力学 的 影响 而 发 展 起 来 的 . 
李 群 表示 论 又 超越 了 理论 物理 的 范畴 , 与 当代 数学 的 许多 重要 分 文 的 发 展 都 密切 相 
A. 李 群 表示 论 的 中 心 课题 是 非 紧 李 群 的 无 穷 维 表示 理论 , 特别 是 不 可 约 西 表示 的 
分 类 理论 . 

(3) 客 零 李 群 与 可 解 李 群 的 表示 

wg AH G 的 李 代数 , 记 g* Ag 的 对 偶 空间 . FEF G 的 伴随 表示 


Ad: G — GL(g) 
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诱导 了 G Eg 上 的 余 伴随 作用 , 由 此 生成 的 轨道 称 为 余 伴 随 轨 道 (coadjoint or- 
bits). 在 G 为 单 连通 寡 零 李 群 的 情形 ，Kirillov 铅 证 明了 G 的 不 可 约 西 表示 与 G 
的 余 伴随 轨道 一 一 对 应 , 而 且 这 个 对 应 有 着 近乎 完美 的 函 子 映 射 (functoriality) 的 
性 质 : 诱导 表示 与 限制 表示 的 分 解 都 对 应 着 相应 的 余 伴 随 轨道 的 映射 ，Kirillov 的 
理论 开创 了 以 余 伴随 轨道 研究 西 表示 , 亦 即 轨道 方法 (orbit method) 的 先河 . Aus- 
lander 与 Kostantl 进一步 成 功 地 将 轨道 方法 应 用 于 单 连通 的 可 解 李 群 上 , 推广 了 
Kirillov 的 理论 . 然而 轨道 方法 却 不 能 直接 推广 到 约 化 李 群 上 5 , 我 们 将 在 (7) 中 进 
一 步 前 述 轨 道 方 法 在 构造 约 化 李 群 不 可 约 西 表示 所 起 的 作用 . 

(4) GER) 约 化 李 群 可 容许 表示 | 

由 于 Macky 和 Duflo 的 工作 , 李 群 不 可 约 西 表示 的 分 类 归结 为 约 化 李 群 不 可 约 
西 表示 的 分 类 . Harish-Chandral 引 证 明了 不 可 约 西 表示 是 可 容许 的 , 即 它 限制 在 一 
个 极 大 紧 子 群 上 分 解 为 不 可 约 子 表示 的 直 和 时 , 每 个 不 可 约 子 表示 都 只 出 现 有 限 次 . 
而 Langlands’! 给 出 了 (线性 ) 约 化 李 群 不 可 约 可 容许 表示 的 分 类 . 在 Langlands 分 
类 中 找 出 约 化 李 群 的 西 表示 是 当前 李 群 表示 论 研究 的 焦点 . Knapp 和 Zuckerman 
找 出 了 在 Langlands 分 类 中 具有 不 变 非 退化 Hermite 型 的 不 可 约 可 容许 表示 器 .而 
进一步 确定 这 些 Hermite 型 是 否 正 定 是 不 可 约 丁 表示 分 类 的 关键 , 也 是 最 困难 的 地 
方 , 其 中 一 个 重要 的 步骤 是 表示 特征 的 计算 . 

(5) 表示 特征 的 计算 

WR G 是 一 个 紧 李 群 , 那么 它 的 一 个 表示 的 特征 是 对 应 的 群 作用 的 迹 . 这 是 一 
个 在 群 G 的 共 辆 类 上 取 常 值 的 光滑 函数 , 利用 Schwarz 广义 函数 的 概念 , Harish- 
Chandra 在 约 化 群 可 容许 表示 的 研究 中 发 展 了 可 容许 表示 的 特征 理论 着 Vogan 证 
明 并 推出 了 可 容许 表示 的 特征 计算 的 Kazhdan-Lusztig 算法 . 这 为 不 可 约 西 表示 分 
类 提供 了 有 力 的 工具 外. 当时 这 个 算法 非常 复杂 , 对 一 些 特殊 的 群 计算 量 非常 大 ， 

(6) Atlas of Lie Groups and Representations 

Atlas of Lie Groups and Representations 是 近年 来 由 十 几 位 数学 家 组 成 的 研究 
团体 . 他 们 关于 可 容许 表示 特征 的 计算 的 研究 成 果 倍 受 瞩目 . 特别 地 , 他 们 利用 超 
大 型 计算 机 在 2007 年 1 月 得 出 了 可 有 裂 Eg 的 全 部 Kazhdan-Lusztig 多 项 式 011, 相 
关 的 资料 和 软件 可 以 从 http://www.liegroups.org FR. 这 为 不 可 约 西 表示 分 类 的 
彻底 解决 提供 了 新 的 途径 和 工具 . 

(7) 轨道 方法 与 究 单 表示 

刻画 不 可 约 酉 表示 的 关键 是 找 出 为 数 不 多 的 几 类 特殊 不 可 约 本 表示, 而 其 他 不 
可 约 西 表示 都 可 由 这 些 特殊 西 表示 诱导 得 出 . 我 们 称 这 类 特殊 不 可 约 西 表示 为 震 单 
表示 (unipotent representations). HIB FIFE RSE HS REREAD BRA 
能 直接 推广 到 约 化 李 群 上 , 然而 很 多 实例 使 人 们 相信 , EFRR EEDE (nilpotent 
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coadjoint orbits) 的 量子 化 为 构造 匣 单 表示 提供 了 一 个 有 力 工 具 [9l. 


[1] 


[9] 





图 1 李 代 数 Es 的 根系 构成 的 戈 塞 尔 多 面体 421 的 二 维 投影 图 
YE: 这 240 个 根 按 投 影 长 度 不 同 分 为 8 A, 标 以 不 同 颜色 , 每 个 顶点 与 相 邻 的 56 个 顶点 相连 . 


这 张 图 从 一 个 侧面 反映 了 Es 根系 的 对 称 性 . 
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模 李 代数 模 表 示 论 中 的 卡 获 一 Weisfeiler(Kac-Weisfeiler) 猜想 :235- 


模 李 代数 模 表示 论 中 的 
FX — Weisfeiler(Kac-Weisfeiler) 猜想 


Kac-Weisfeiler's Conjectures in The Representation 
Theory of Modular Lie Algebras 


素 特征 p» 3 的 代数 闭 域 上 单 李 代数 的 “广义 Kostrikin-Shafarevich 分 类 猜想 ” 
最 终 为 Strade-Premet 解决 后 , 与 结构 研究 同步 的 模 表示 论 日 益 受 到 新 的 关注 . 一 
个 主要 的 推动 是 围绕 Kac-Weisfeiler 猜想 (基于 文献 [1]~[3], 于 1971 FRH“, 含 
KW 猜想 1 和 KW 猜想 2) 展开 的 8~ 引 ,由 于 模 李 代数 的 有 限 维 模 范畴 比特 征 0 域 
上 的 大 得 多 , 很 多 单 模 不 再 是 通常 的 权 模 , 也 不 再 有 特征 标 公 式 , 研究 此 类 模 主要 
侧重 于 对 维 数 的 整体 估计 , 表现 为 : 这 类 单 模 的 维 数 被 域 特征 的 适当 宕 次 所 整除 的 
“ 维 数 素 暴 整除 性 问题 ”一 一 其 表述 涉及 代数 群 和 代数 几何 的 语言 . 粗略 地 讲 , 参 
数 化 所 有 单 模 的 p 中 心 特征 标 形成 一 个 素 特征 域 上 高 维 代 数 簇 (Zassenhaus 代数 
foe), 其 上 非 分 歧 点 轨迹 (unramified locus) 形成 一 个 Zariski 开 集 , 其 中 每 个 p 中 心 
特征 标 x 唯一 地 刻画 了 一 个 具有 相等 极 大 维 数 的 单 模 同 构 类 ; 分 歧 点 的 p 中 心 特 
征 标 对 应 的 单 模 则 不 仅 具 有 较 低 的 维 数 , 且 有 <p 个 单 模 同 构 类 . 这 里 问题 的 实质 
涉及 处 理 余 伴随 第 零 轨 道理 论 (“orbit method” 由 Kirilov 于 20 世纪 60 年 代 初 提 
E) AR ( 仿 射 ) 群 概 型 理论 以 及 限制 李 代 数 的 支撑 簇 (support varieties) Hie"). 

对 限制 李 代 数 (g, [p])( 即 作为 内 导 子 , (adr)? = ad(z P), v z € g), id spec(U (9) : 
={ 有 限 维 单 g 模 同 构 类 }.，Zassenhaus WEH: Zo(= (x? — rP, x € g) c Z= 
cent(U(g)), U(g) 是 整 闭 的 (Bl spec(Z) ERRAI), (H Nakayama 引 理 和 
Schur 引 理 给 出 的 ) 典范 满 射 x : spec(U(g))  spec(Z) 有 性 质 : 在 一 个 闭 的 判 
别 式 轨迹 (discriminant locus) D C spec(Z) 之 外 的 开 集 上 , x AG, 且 所 有 源 自 
x" (spec(Z) — D) 的 表示 都 有 维 数 pe-", (d = dimg, r = (Q(Z) : Q(Zo)l, QUE) 为 
整 环 Z 的 分 式 域 ); WA x (D) 的 表示 维 数 均 < pt". Rudakovll 对 简约 代数 
群 的 李 代 数 g, 证 明 : r= rank(g). Weisfeiler-Kac!4] 观察 到 : 对 限制 李 代数 的 单 模 
结构 起 掌控 作用 的 p 中 心 特 征 标 xv, 在 的 生成 元 上 取 值 的 p 次 方 根 是 一 个 
定义 在 李 代数 g 上 的 线性 函数 : Ly < g*, 其 中 tv(z) = xv(z? — al)? V x € g, 
V € spec(U(g)). 线性 泛 函 ly 基本 掌控 了 单 g RV 的 维 数 特征 , 而 且 和 它 同 处 一 
个 (在 g 的 内 自 同 构 群 G 的 ) 余 伴 随 作 用 轨道 中 的 元 所 对 应 的 单 模 , 同属 一 个 单 模 
等 价 类 ( 注 : g* 关于 G 的 余 伴随 作用 的 不 同 轨 道 , 对 应 不 同 ( 构 ) 的 单 模 等 价 类 ). 
Kac-Weisfeiler 由 此 猜测 : 
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Kac-Weisfeiler 猜想 1 r = minecs* d(£), 其 中 d(/) = dim(g € g | Z([g, g]) = 
0) = dim Stab(/)—— REZ K / 在 g 中 确定 的 稳定 化 子 (是 g 的 一 个 子 代 数 ). KW 
猜想 1 是 对 刻画 g NAAR ABER RY AZ et 做 出 猜测 . 

Kac-Weisfeiler 猜想 2 对 于 简约 代数 群 G 的 李 代 数 的 任何 单 模 V， 有 
p2 dim(G.4v)| dim V. KW 猜想 2 是 对 g 的 任意 单 模 的 维 数 的 极 大 素 窜 整除 性 提出 猜 
W, ZARRARI A RR OV 所 定义 的 线性 泛 函 £y. 在 内 自 同 构 群 或 代 
数 群 G 作用 下 的 轨道 维 数 的 一 半 . 

Weisfeiler-Kacl*! 对 完全 可 解 李 代数 解决 了 KW 猜想 1; Strade! 对 任意 可 解 
李 代数 , 证 明了 KW 猜想 1; Milner!!!) 用 有 限 群 概 型 理论 给 出 了 KW 猜想 1 的 一 
个 优美 证 明 (但 Kac 认为 其 证 明 未 被 大 家 理解 ). 

Friedlander-Parshall 于 20 世纪 80 年 代 末 在 文献 [5] 中 , 对 文献 [4] 的 参数 化 
单 模 V 的 线性 函数 lv 约 化 到 “ 守 零 部 分 ”的 思想 作 了 深入 挖掘 和 展开 , 并 发 展 了 
限制 李 代 数 的 支撑 簇 理论 , 于 1991 年 仅 对 A 型 李 代 数 给 出 了 KW 猜想 2 的 证 明 ; 
PremetU! 对 简约 代数 群 G 的 李 代数 的 忠实 单 模 (在 换 位 子 群 (G, G) 单 连通 和 p 为 
“好 素数 ”条 件 下 ) 解决 了 KW 猜想 2 (P uH] 都 利用 了 支撑 艇 理论 ), 20 tH 
ARA 21 世纪 初 , Jantzen 在 文献 [5]. [7] 等 基础 上 , 对 限制 的 代数 李 代 数 表示 论 
作 了 系统 的 新 推进 中 , fT FEN" FES p 中 心 特 征 标 参数 化 的 单 模 刻画 问题 . 
但 是 KW 猜想 2 的 彻底 解决 , 还 有 待人 们 对 g* PRE G 余 伴随 作用 的 轨道 
几何 理论 (涉及 抽象 代数 几何 学 ) 的 深入 理解 . 

KW 猜想 的 新 表述 形式 ”对 何 种 限制 李 代 数 具 有 KW 性 质 ( 见 Premet[ 114 
”所 提问 题 1 和 2, 另 见 Kac 对 文献 [7] 所 作 特 色 评 论 [MR1345285(96g: 17007) | 中 所 
提 3 个 新 问题 )? 目前 KW 猜想 的 进展 主要 在 代数 李 代数 上 取得 . 张 禾 瑞 关 于 Witt 
代数 单 模 分 类 的 著名 工作 山 表明 : KW 猜想 应 该 适用 于 Cartan 型 李 代数 , 这 基本 
上 还 是 一 个 开 问 题 . 最 近 的 研究 表明 , KW 猜想 正在 被 推广 到 模 李 超 代数 情形 ， 此 
Ab, KW 猜想 的 新 发 展 是 它 的 量子 化 版 本 : DeConcini-Kac-Procesi 78 48/9), 20 世纪 
90 年 代 初 提出 , 揭示 了 单位 根 处 量子 群 表示 论 的 类 似 特征 , 目前 仅 获 部 分 解决 . 可 
预见 , 围绕 着 KW 猜想 和 CKP 猜想 展开 的 李 代 数 的 模 表 示 论 和 量子 群 在 单位 根 
处 的 “ 模 ” 表 示 论 , 将 促进 几何 表示 论 的 深入 发 展 由 . 李 代 数 模 表 示 论 和 量子 群 单 
位 根 处 表示 论 , 二 者 何以 具有 如 此 神似 的 面纱 , 正 期 待 着 数学 家 们 付出 艰辛 努力 去 
揭 开 . 
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FTES ARIA (Einstein) 流 形 


Homogeneous Einstein Manifolds 


本 问题 涉及 的 是 李 群 在 微分 几何 中 的 应 用 . 我 们 假定 读者 熟知 微分 几何 , 特别 
是 Riemann 几何 的 基本 概念 , 例如 参考 文献 [1] 前 五 章 的 内 容 . 首先 回忆 李 群 的 概 
念 . 假定 G 既是 一 个 抽象 群 又 是 一 个 光滑 流 形 , 且 映 射 


GxGoG:(z,y)ozzy! 


是 光滑 的 , 那么 G 就 称 为 一 个 李 群 . 1939 年 发 表 的 Myers-Steenrod 定理 指出 , 任 
何 一 个 Riemann 流 形 的 等 距 变 换 群 都 是 李 群 2. 这 一 定理 为 利用 李 群 理论 研究 微 
分 几何 , 特别 是 Riemann MEAE T mi. 一 个 Riemann 流 形 (M, g) 称 为 齐 性 的 ， 
如 果 (M,g) 的 等 距 变换 群 I(M,g) YE M 上 的 作用 是 可 迁 的 . 上 述 作用 的 可 迁 性 使 
得 我 们 可 以 将 (M,9) 的 问题 转化 为 李 群 和 李 代数 的 问题 , 因此 有 很 多 代数 的 工具 
可 以 应 用 . 正 是 因为 上 述 原 因 , 20 世纪 齐 性 Riemann 流 形 的 研究 飞速 发 展 , 已 经 成 
为 数学 中 的 一 个 重要 分 支 . 

这 方面 的 最 伟大 的 成 就 当 属 E. Cartan 的 对 称 空间 理论 . E. Cartan 利用 李 代 数 
的 分 类 结果 得 到 了 整体 对 称 的 Riemann 流 形 的 完全 分 类 . Riemann 对 称 空间 的 理 
论 已 经 相当 成 熟 , 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 S. Helgason HAH 35091. 除了 Riemann 
对 称 空间 外 , 很 多 特殊 的 齐 性 Riemann 流 形 的 研究 也 取得 了 重要 成 果 , 其 中 包括 齐 
性 Einstein 流 形 的 研究 . 

1916 年 Einstein 发 表 了 著名 的 广义 相对 论 ， 在 这 一 理论 中 他 用 到 了 Riemann 
几何 , 此 后 Riemann 几何 便 成 为 理论 物理 学 家 必须 掌握 的 工具 . Riemann 几何 中 
有 一 类 特殊 研究 对 象 在 广义 相对 论 中 特别 有 用 , 后 人 将 这 一 类 流 形 称 为 Einstein 流 
形 . 设 (M,g) 为 一 个 Riemann 流 形 , 如 果 (M,g) 的 Ricci 张 量 等 于 g 的 常数 倍 , 即 
存在 常数 c 使 得 Ric = neg, 其 中 n A M 的 维 数 , 则 称 (M, g) 为 Einstein 流 形 ， 
c 称 为 Einstein 常数 . 关于 Einstein 流 形 的 在 广义 相对 论 中 的 应 用 请 参考 文献 [4]. 
一 个 Einstein 流 形 如 果 作 为 Riemann 流 形 是 齐 性 的 , 则 称 该 流 形 为 齐 性 Einstein 
流 形 . MRI Einstein 流 形 的 重要 目标 是 给 出 其 分 类 . 但 是 这 一 问题 非常 复杂 ， 
到 现在 只 得 到 部 分 的 结果 . 问题 的 复杂 性 主要 在 于 , 齐 性 流 形 的 Ricci 曲率 公式 十 
分 复杂 , 很 难 应 用 到 实际 的 研究 中 生 . 我 们 将 这 一 领域 已 获得 的 主要 结果 及 未 解决 
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的 问题 简单 介绍 如 下 : 

1. 1975 年 D. V. Aleskseevskii 等 证 明 , 一 个 Einstein 常数 为 零 的 齐 性 Einstein 
流 形 必 是 平坦 的 , 因此 它 等 距 同 胚 于 一 个 Euclid 空间 或 平坦 环 面向. 这 个 结果 给 出 
T c=0 情形 的 齐 性 Einstein 流 形 的 完全 分 类 . 

2. 由 Riemann 几何 中 的 Bonnet-Myers 定理 可 知 , 如 果 (M,g) 是 一 个 c > 0 
的 齐 性 Einstein JE, M M 必 是 紧 致 的 . 因此 c> 0 的 情形 就 是 紧 致 齐 性 Einstein 
流 形 的 分 类 问题 . 这 一 问题 至 今 没 有 完全 解决 . 一 些 特殊 情形 , 如 正规 齐 性 流 形 上 
的 不 变 Einstein 度量 的 分 类 器， 

3. 容易 证 明 , 如 果 (M,9) 是 一 个 c < 0 的 齐 性 Einstein WIE, 那么 M 必 是 非 
紧 的 . 因此 c < 0 的 情形 归结 为 非 紧 齐 性 Einstein 流 形 的 分 类 . 这 一 方面 有 一 个 著 
名 的 Aleskseevskii 猜想 : 任何 非 紧 的 齐 性 Einstein 流 形 必 可 实现 为 一 个 可 解 李 群 
上 的 左 不 变 度量 . 这 一 猜想 历经 三 十 多 年 ,尚未 解决 . 但 是 受 这 一 猜想 的 启发 , 很 
多 人 研究 了 可 解 李 群 上 的 左 不 变 Einstein 度量 , 获得 了 重要 的 结果 器. 不 过 , 可 解 
李 群 上 左 不 变 Einstein 度量 的 分 类 问题 也 是 非常 复杂 的 , 迄今 没有 解决 ， 

除了 上 述 问题 之 外 , 还 可 以 考虑 更 为 广泛 的 齐 性 Finsler-Einstein 流 形 . Finsler 
流 形 是 Riemann 流 形 的 推广 , 是 几何 大 师 陈 省 喘 晚年 提倡 的 研究 领域 . 在 Finsler JL 
何 中 可 以 定义 类 似 的 Ricci 张 量 , 由 此 可 以 定义 Finsler-Einstein 流 形 的 概念 . 2002 
年 邓 少 强 等 证 明 : 任何 一 个 Finsler 流 形 的 等 距 变换 群 一 定 是 李 群 路. 这 使 得 李 群 
李 代数 研究 齐 性 Finsler-Einstein 流 形成 为 可 能 . 不 过 这 也 是 一 个 更 为 复杂 的 问题 ， 
迄今 没有 获得 重要 结果 . Finsler 几何 的 基础 理论 可 参见 文献 [8]. 
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有 理 顶 点 算 子 代数 的 分 类 


Classifications of Rational Vertex Operator Algebras 


有 理 顶 点 算 子 代数 的 分 类 是 顶点 算 子 代数 理论 研究 中 最 重要 和 最 基本 的 问题 
之 一 . 一 个 顶点 算 子 代数 V 称 为 有 理 的 , 如 果 其 任何 容许 模 都 是 完全 可 约 的 . 顶点 
算 子 代数 的 定义 首先 由 朱 永 昌 在 研究 顶点 算 子 代数 的 迹 函数 的 模 不 变性 时 提出 的 ， 
在 由 朱 永 昌 给 出 的 定义 中 , 还 要 求 另外 两 个 条 件 , 即 V 只 有 有 限 多 个 不 可 约 的 可 容 
许 模 且 每 个 可 容许 模 都 是 权 空 间 有 限 维 的 . 后 来 , 董 崇 英 、 李 海 生 及 G. Mason 证 明 
了 后 两 个 条 件 可 由 完全 可 约 性 推出 . 对 于 经 典 的 有 限 维 李 代数 和 结合 代数 这 等 价 于 
其 半 单 性 . 顶点 算 子 代数 的 产生 源 于 对 最 大 的 散在 单 群 - 魔 群 、moonshine 猜想 和 
物理 中 共 形 场 论 的 研究 . 20 世纪 80 年 代 后 期 , Frenkel-J I. Lepowsky-A. Meurman 
通过 构造 Leech 格 顶 点 算 子 代数 及 其 twisted moonshine- 模 , 给 出 了 moonshine 顶 
点 算 子 代数 的 结构 , 并 证 明了 魔 群 是 此 顶点 算 子 代数 的 自 同 构 群 ,从 而 给 出 了 魔 群 
的 自然 存在 形式 . 1992 年 , R. E. Borcherds 给 出 了 moonshine 猜想 的 证 明 . 近 二 十 
年 来 , 顶点 算 子 代数 及 其 表示 理论 的 研究 已 经 广泛 应 用 到 数学 和 物理 的 诸多 方向 . 
如 代数 、 几 何 、 拓扑 、 量 子 场 论 、 弦 理论 、 黑洞 理论 , 凝聚 态 物 理 等 等 . 共 形 场 论 中 
很 多 重要 、 有 趣 的 研究 结果 都 要 求 所 研究 的 共 形 场 论 是 有 理 的 . 从 数学 的 角度 , HD 
研究 的 顶点 算 子 代数 是 有 理 的 .目前 很 多 熟知 的 顶点 算 子 代数 都 是 有 理 顶 点 算 子 
代数 , 如 Virasoro 代数 的 不 可 约 离散 表示 构成 的 顶点 算 子 代数 、 仿 射 Kac-Moody 
代数 的 可 积 最 高 权 表 示 构 成 的 顶点 算 子 代数 、 格 顶点 算 子 代数 、moonshine 顶点 算 
子 代数 及 frame 顶点 算 子 代数 等 . 围绕 有 理 顶 点 算 子 代数 的 分 类 , 有 很 多 深刻 、 有 
趣 的 研究 工作 . 但 到 目前 为 止 , 做 到 对 有 理 顶 点 算 子 代数 完全 分 类 , 似乎 还 有 相当 
距离 . 其 中 一 个 原因 , 是 因为 顶点 算 子 代数 的 有 理性 的 定义 是 通过 一 个 外 部 条 件 给 
出 的 , 而 不 是 通过 其 内 部 刻画 . 给 定 一 个 顶点 算 子 代数 , 判断 其 任意 的 容许 模 是 否 
完全 可 约 并 不 是 一 件 容易 的 事情 . 因此 , 在 对 有 理 顶 点 算 子 代数 分 类 的 同时 , 给 出 
其 有 理性 的 一 个 内 部 刻画 也 是 一 个 很 重要 的 问题 . 
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Dirac Operators in Unitary Representations 


Dirac 算 子 是 一 个 一 阶 微分 算 子 , CE 1928 年 由 著名 物理 学 家 、 诺 贝尔 奖 获 得 
者 Paul Dirac 作为 Laplace 算 子 的 平方 根 引入 的 . 利用 这 一 算 子 , Dirac 解释 了 电 
子 的 自 旋 并 预言 了 正 电子 的 存在 , 进而 莫 定 了 相对 论 量 子 力学 的 基础 . 目前 , 各 种 
背景 的 Dirac 算 子 广泛 应 用 于 物理 学 的 许多 分 支 , 并 且 被 推广 到 微分 流 形 , 是 数学 
中 非常 重要 的 研究 对 象 . 

Dirac 算 子 在 李 群 表示 论 中 的 应 用 始 于 Parthasarathy, Atiyah-Schmid 的 离散 
序列 表示 的 几何 构造 由. 由 Dirac 算 子 导出 的 西 表示 的 Dirac 不 等 式 也 是 研究 西 表 
示 分 类 的 有 力 工 具 . 对 于 连通 实 半 单 李 群 G, Vogan 利用 泛 包 络 代数 和 Clifford 代 
数 定义 了 一 种 完全 代数 化 的 Dirac 算 子 以 及 (9, K) 模 X 的 Dirac 上 同调 . FRK 
示 的 一 个 很 重要 的 不 变量 是 它 的 无 穷 小 特征 . Vogan 猜想 若 实 半 单 李 群 G 的 不 可 
约 (g, K) 模 X 具有 非 零 的 Dirac 上 同调 , M X 的 无 穷 小 特征 由 其 Dirac 上 同调 完 
全 决定 . 这 个 猜想 已 经 被 黄 劲 松 和 Pandžić WEB?) 事实 上 , 上 面 的 结果 可 以 推广 
到 更 一 般 的 齐 性 空间 G/H H 为 实 半 单 李 群 G ATE), 对 于 Kostant 定义 的 
cubic Dirac 上 同调 也 有 类 似 结论 . 

Vogan 关于 Dirac 上 同调 的 猜想 , 刻画 了 Dirac 算 子 的 一 个 深刻 的 代数 性 质 , 它 
进一步 刻画 了 表示 的 无 穷 小 特征 , 这 为 西 表示 的 研究 提供 了 新 的 工具 . 例如 , 由 此 
可 导出 更 精细 的 Dirac 不 等 式 , 不 可 约 丁 表示 的 几何 构造 也 可 以 简化 . 同时 , Dirac 
上 同调 叉 与 李 代 数 上 同调 密切 相关 , 在 很 多 情形 , Dirac 上 同调 可 以 简化 李 代 数 上 
同调 的 计算 . Dirac 上 同调 的 应 用 日 益 广泛 , 甚至 超出 了 半 单 李 群 表示 的 范围 里 . 

1995 年 , K. Habermann 给 出 了 辛 流 形 上 的 辛 Dirac 算 子 的 定义 并 作 了 系统 的 
Ur. 我 们 知道 , 李 群 的 每 个 余 伴 随 轨道 上 都 有 不 变 辛 结构 , 而 轨道 方法 对 于 
研究 究 零 李 群 的 表示 非常 有 效 . 另外 , 辛 空 间 中 的 Weyl 代数 与 上 面 Dirac ATE 
义 中 用 到 内 积 空间 的 Cillford 代数 有 很 强 的 相似 性 . 如 果 齐 性 空间 G/ 瑟 上 存在 不 
变 辛 结构 , 是 否 也 能 给 出 辛 Dirac 算 子 的 一 个 代数 化 的 定义 ? 是 否 可 以 利用 辛 Dirac 
算 子 来 构造 实 半 单 李 群 的 西 表示 ? 辛 Dirac 算 子 与 余 伴 随 轨道 是 否 有 联系 ? 目前 ， 
这 些 问 题 的 研究 还 处 于 起 步 阶段 . 
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2D 瞬时 频率 . 245 . 


2D 瞬时 频率 


2D Instantaneous Frequency 


Fourier 分 析 是 数学 和 物理 两 门 学 科 中 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 同时 也 是 信和 号 处 
理 的 基石 . Cooley 和 Tukey 于 1965 年 在 计算 机 上 实现 了 快速 Fourier 变换 (FFT)， 
他 们 原本 的 动机 是 监视 核 试验 和 追踪 核潜艇 . 但 后 来 的 发 展 , FFT 成 为 工业 现代 化 
的 关键 工具 ， 因 此 ，Charles van Loan 曾 写 到 :“FFT 是 本 世纪 (20 世纪 ) REE 
大 的 计算 数学 发 展 之 一 . 它 改变 了 科学 和 工程 学 的 面貌 , 以 至 于 可 以 毫 不 夸张 的 说 ， 
我 们 的 生活 因 FFT 而 完全 变 得 不 同 .” 基 于 Fourier 变换 人 们 可 以 定义 频率 概念 . 
包括 一 维 (1D)、 二 维 (2D) 以 及 高 维 . 频率 是 在 频谱 方面 认识 物理 世界 的 基础 . 但 
Fourier 分 析 存 在 两 个 基本 的 限制 : 系统 是 线性 的 , 数据 是 平稳 的 .但 是 无 论 在 科 
学 问题 还 是 工程 问题 中 , 系统 大 多 是 非 线 性 的 , 频率 都 是 随时 间 (1D) 或 位 置 (2D) 
变化 的 . 这 样 瞬时 频率 (2D 时 也 称 为 局 部 频率 ) 就 成 为 对 于 物理 现象 一 个 很 好 的 
描述 方式 . 从 某 种 意义 上 讲 , 瞬时 频率 这 个 概念 在 信号 分 析 中 之 重要 , 犹如 瞬时 速 
度 在 牛顿 力学 中 之 重要 性 . 它 是 个 物理 概念 , 各 种 各 样 的 数学 模型 被 引入 来 描述 和 
计算 瞬时 频率 , 但 是 到 现在 为 止 对 瞬时 频率 的 数学 描述 和 计算 方法 还 没有 完全 满意 
解决 . 

现 有 两 种 “瞬时 频率 ”定义 方法 , 一 种 来 源 于 工程 直观 , 将 瞬时 频率 定义 为 复 
信号 相位 的 导数 "~3 . 方法 是 首先 对 实 信号 做 Fourier 变换 , 然后 “抑制 负 频 率 同 时 
将 正 频 率 的 幅度 乘 以 二 ”以 获得 复 信和 号. Gabor 指出 这 一 过 程 等 价 于 时 域 上 


z(t) = s(t) + 3H[s(t)] = Ae”, 


其 中 s(t) 为 原 实 信号 , z(t) 是 Gabor 构造 的 复 信号 , H 是 Hilbert 变换 , A(t) RA 
振幅 , 9(t) 称 为 幅 角 或 相位 , 它 的 导数 9'(t) 就 是 瞬时 频率 . 由 于 在 理论 上 通过 一 个 
实 信和 号 构造 复 信 号 所 需要 的 虚 部 信号 可 以 有 多 种 构造 方法 , Gabor 通过 Hilbert 变 
换 方 法 唯一 地 给 出 了 一 个 构造 复 信号 的 方法 , 同时 这 个 方法 构造 出 的 复 信 号 是 解析 
信和 号. 虽然 这 种 定义 在 大 多 数 情况 下 合理 , 但 是 我 们 需要 对 信和 号 做 一 些 限定 : 文献 
[2] 和 [3] 都 认为 仅 对 单 成 分 (monocomponent) 信和 号 时 这 种 定义 瞬时 频率 的 方法 才 
有 意义 , 也 就 是 对 于 那些 仅 有 单 频 率 或 者 罕 带 信和 号 来 说 可 以 反映 其 频率 随时 间 变 化 
的 特征 . 但 是 当 信 和 号 为 多 成 分 时 , 这 个 通过 解析 信号 相位 的 导数 定义 瞬时 频率 的 方 
法 不 再 有 效 , 原因 在 于 当 信 和 号 非 窗 带 或 者 多 成 分 时 , 解析 信号 的 瞬时 相位 不 再 反应 
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信号 的 局 部 特征 , 从 而 Hilbert 详 分 析 不 能 有 效 反映 信号 的 时 变 特征 . 55 Ph, 数学 家 
说 它 违 背 测 不 准 原理 
男 一 种 来 源 于 Wigner-Velle 变换 , 得 到 瞬时 频率 的 另 一 种 定义 负 : 


十 co 

J swt, Naf 

jedes 
wit Daf 


其 中 W(t, f) 表示 Wigner-Velle 时 频 分 布 (WVD) 变换 : 


Wit, f) -f «(t4 z) A (t+ =) de, 
这 里 z*(t) 为 解析 信号 z(t) HILLS. Ville 指出 , 从 WVD WBE BB 
时 频率 , 它 也 可 以 用 窗口 Fourier 变换 得 到 , 工程 学 者 认为 那 是 信号 的 线性 表示 工 
H, 不 能 适用 于 非 平稳 信号 分 析 . 

1998 F, 美国 宇航 局 的 Norden E. Huang 等 发 明了 Hilbert- 黄 变换 (HHT). 
HHT 是 针对 非 线 性 和 非 平稳 数据 一 种 分 析 工 具 . 与 传统 的 频谱 分 析 , 小 波 分 析 和 
Vigner 分 布 方法 不 同 , HHT 方法 是 一 种 自 适应 的 时 频 分 析 方 法 , 它 不 需要 任何 的 
先 验 基 函 数 . 首先 通过 EMD 的 第 过 程 从 采样 数据 做 自 适应 分 解 , 形成 近似 正 交 的 
P ZR EE ER C (IMF), 一 般 都 是 单 成 分 信和 号 . 然后 根据 这 些 IMF 的 Hilbert 变换 所 
形成 的 解析 信和 号 的 俯 角 导数 做 为 瞬时 频率 , 在 时 间 频 率 能 量 平面 上 形成 谱 值 . HHT 
方法 作为 一 个 强大 的 分 析 一 维 非 线性 非 平稳 信号 的 工具 , 被 成 功 应 用 于 很 多 重要 数 
据 分 析 领 域 . 尽管 还 存在 很 多 问题 , 比如 如 何 保证 分 解 出 的 每 个 IMP 都 是 单 成 分 ， 
QI A RR RRS (mode mixing) 问题 ; 甚至 如 何 定 义 单 成 分 , 都 是 待 解决 的 
问题 . 

图 像 是 二 维 信号 ， 图 像 中 的 相位 信息 ， 进 而 频率 信息 的 重要 性 早已 为 人 重 
W (R 1)， 纹 理 图 像 一 般 都 是 非 平 稳 的 多 成 分 信号 ， 如 何 对 纹理 图 像 进行 分 析 
一 直 是 图 像 处 理 和 计算 机 视觉 的 难题 . 纹理 分 析 在 遥感 图 像 、 医 学 图 像 、 文 件 分 析 、 
目标 识别 等 多 个 领域 都 有 广泛 的 应 用 . 纹理 分 析 主要 有 四 个 研究 方向 : 纹理 分 割 、 
纹理 分 类 、 纹 理 合 成 和 根据 纹理 的 三 维 重建 . 纹理 分 析 有 很 多 种 方法 , 其 中 信和 号 处 
理 方法 是 人 们 试图 通过 滤波 器 来 刻画 图 像 特征 , 以 前 人 们 常用 Gabor 变换 、Wavelet 
变换 等 , 但 它 是 在 固定 的 基 下 进行 分 解 . HHT 提供 了 一 种 自 适应 分 解 的 方法 , 它 试 
图 将 纹理 图 像 分 解 为 单 分 量 信 号 之 和 , 从 而 可 以 类 似 一 维 的 情况 分 析 每 个 MFE 的 
瞬时 频率 等 特征 . 这 里 一 个 关键 概念 一 一 “2D 瞬时 频率 ”还 没有 建立 . 对 此 问题 ， 
人 们 做 了 一 些 尝试 , 但 都 不 能 给 出 科学 的 2D 瞬时 频率 的 定义 . 基本 想法 有 三 : 一 
是 用 逼近 方法 , 如 T-K AT, QEA 算 子 、AM-FM 分 解 等 , 它们 求 出 了 振幅 和 相 
位 , 但 没有 对 相位 求 导 , 没有 涉及 频率 的 概念 , 并 且 这 是 一 种 近似 表示 , 不 能 完全 重 
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构 ; 二 是 用 多 复 变 中 解析 函数 概念 名 , 这 时 会 出 现 两 个 幅 角 , 再 求 偏 导数 , 会 得 出 四 
个 , 显然 做 瞬时 频率 不 合适 ; 三 是 利用 四 元 数 解析 概念 , 1638 BSR UL ER HEN! | 这 时 求 
导 会 产生 四 或 六 个 瞬时 频率 , 不 利于 表示 . 文献 [9] 还 是 用 一 维 EMD 张 量 积 做 的 
二 维 EMD, 应 用 于 纹理 分 析 及 图 像 瞬 时 频率 估计 , 这 里 的 “图 像 瞬 时 频率 ”是 两 个 
方向 的 一 维 瞬 时 频率 的 张 量 积 , 该 文献 注意 到 了 二 维 瞬时 频率 的 重要 价值 , 但 没有 
给 出 科学 的 定义 . 





1 
ik: 图 中 分 别 把 Fourier 和 Hilbert 的 图 像 分 解 为 振幅 和 相位 ( 见 前 两 行 ), 然后 把 Hilbert 图 像 的 振幅 和 
Fourier 图 像 的 相位 合成 ( 见 第 3 行 ), 合成 的 结果 显示 的 是 Fourier NAR. 这 个 试验 说 明 图 像 的 相位 信 
息 、 进 而 频率 信息 对 人 的 视觉 更 为 重要 . 


合理 的 2D 瞬时 频率 定义 , 应 该 具有 如 下 特征 : O 可 计算 性 ; @ 两 个 方向 的 瞬 
时 频率 与 物理 意义 一 致 性 ; O 有 相当 广泛 的 适用 性 , 能 计算 公认 的 单 成 分 信号 , 模 
式 混 登 不 能 太 严 重 ; © 可 检验 性 , 即 对 平稳 频率 的 图 像 计 算 结果 应 该 于 线性 方法 得 
出 的 结果 相 容 . 
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3n4-1 猜想 与 复 解析 方法 


3n+1 Conjecture and Complex Analysis Method 


设 自然 数 集 N 上 的 自 映 照 f 的 定义 如 下 : BU n 为 奇数 , MAS f(n) = 3n, 
WR n 为 偶数 , WS f(n) = n/2. 对 于 任意 的 非 负 整数 k, 我 们 用 符号 f°* 表示 f 
的 k KER. 对 于 函数 f, 有 如 下 既 有 趣 而 又 长 期 悬而未决 的 困难 问题 . 

3n4À 问题 : 对 于 任意 预先 取 定 的 正 整数 n, 相应 存在 正 整 数 k, 使 得 


join(n) = 1. 


3n 十 1 猜想 断言 : 对 于 任意 取 定 的 正 整数 , 经 f 连续 作用 有 限 次 后 均 无 一 例外 
地 落 入 {4,2,1} 这 一 数字 陷阱. 

20 世纪 30 年 代 L. Collatz 为 了 弄 清 项 点 集 是 自然 数 集 而 有 向 边 集合 为 {(m， 
f(n)) : n e N) 的 有 向 图 是 否 弱 连通 以 及 其 上 到 底 有 多 少 个 有 疝 圈 的 问题 , 产生 
了 3n+1 猜想 的 萌芽 . 直到 1952 4E, Collatz 将 这 一 问题 告诉 了 H. Hasse, 此 后 该 
问题 在 世界 各 地 广 为 流传 , 因而 此 问题 也 就 拥有 了 许 许 多 多 的 名 字 , 例如 3n-- 1728 
TH. Hasse 问题 、Syracuse 问题 、Kakutani 问题 、Ulam 问题 以 及 Thwaites 问题 等 
等 . 人 们 对 于 3n - 1 猜想 的 探索 活动 一 直 长 盛 不 衰 , 各 种 各 样 的 数学 理论 被 用 于 对 
这 一 问题 的 探究 . 

1993 年 , S. Eliahou 证 明了 : 如 果 Diophantine 方程 (3 十 1/n1)(3 十 1/n2):… (3 十 
1/ns) = 2? (其 中 s Al p 为 正 整数 , ni1,n2,:… ,ns 为 s 个 两 两 互 不 相同 的 正 的 奇数 ) 
只 有 平凡 解 s= 1，p = 2,n1 = 1 Wid, 那么 3n+1 函数 只 有 一 个 周期 循环 {4,2,1}. 

然而 要 想 弄 清楚 Diophantine 方程 (3 + 1/n1)(3 + 1/n3) --- (3 + 1/mn,) = 2?( 其 
中 s p HERZ, nino ns 为 s 个 两 两 互 不 相同 的 正 的 奇数 ) 解 的 状况 是 一 
件 极为 困难 的 事情 . 由 此 可 以 看 出 研究 3n + 1 猜想 的 困难 程度 . 

J. Hadamard 曾 说 过 : “沟通 实数 域 中 两 个 真理 之 间 的 最 短路 近 往 往 是 通过 复 
数 域 ". 对 于 某 些 数论 问题 的 研究 , 复 分 析 方法 是 一 个 行 之 有 效 的 方法 . 

1994 Œ, L. Berg 和 G. Meinardus 证 明了 : 3n + 1 猜想 等 价 于 函数 方程 


h(z3) = h(z®) + (h(z?) + Ah(Az?) + A72A(A72z7)} /3z (其 中 入 = e?/3) 


在 单位 圆 盘 {z : |z| < 1) 中 的 解析 函数 解 呈 如 下 形式 : A(z) = ho 十 hiz/(1 — z) CK 
中 ho, ha 为 复 常 数 ). 
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设 g(z) 为 超越 整 函数 ,zo 为 复 平面 中 的 一 点 , 如 果 函 数列 {g"*(z)} 吕 ;存在 子 
列 在 点 zo 的 某 邻 域 中 局 部 一 致 收敛 于 oo 或 某 个 解析 函数 , 则 称 zo 为 g(z) 的 正规 
点 . 记 g(z) 的 正规 点 的 集合 为 Dlg). TA, 8(g) 是 复 平 面 £ 的 开 子 集 . @(9) 的 每 
一 个 最 大 连通 子 区 域 均 称 为 8(g) 的 分 支 . 

1998 4E, S. Letherman, D. Schleicher 和 R. Wood 证 明了 : 任何 整 函数 h(z) 均 
使 得 g(z) = z/2-- (1 — cosnz)(z + 1/2)/2 -- 1/n(1/2 — cos xz) sin zz + h(z) sin? nz 满 
Æ: N C ®(g). 

如 果 能 证 明 存 在 整 函数 A(z), 使 得 对 于 上 述 的 g(z), e(g) 的 每 一 个 包含 某 正 整 
数 的 分 支 D, 均 存 在 zo € D, 使 {9°*(20)}22, 收敛 到 1, 那么 由 此 可 推出 3 + 1 猜 
想 成 立 . 
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布 洛克 (Bloch) 常数 


Bloch Constant 


存在 一 个 常数 > > 0, RE f(z) 是 单位 圆 盘 U WEARS, f'(0) = 1, 则 
FU) 就 一 定 包含 一 个 以 7 为 半径 的 圆 盘 U(f (a), r), 并 且 f^! XE U(f(a), r) 上 有 
定义 且 双 全 纯 . 这 里 的 r 的 上 确 界 被 称 为 Bloch 常数 B. Bloch 首先 发 现 B > 0. 


利用 超 双 曲 度量 的 办 法 L. V. Ahlfors F 1938 年 首先 证 明 B > E 1962 年 


M. Heins 证 明了 Bloch 常数 B > n 随后 这 个 不 等 式 被 不 断 改 进 , 如 H. Chen 和 


P. M. Gauthier 等 外 得 到 估计 B > ue -2x1074B > E 十 0.0002. 


L. V. Ahlfors 和 H. Grunsky!!:2] 等 进一步 猜测 


| "(s)r(s) 
B = 一 一天 一 一 一 一 一 一 =0.4718617.…: 


1 十 V3 1 
didi 
如 果 限 于 考虑 凸 像 全 纯 函 数 , 则 相应 的 Bloch 常数 是 =. 
参考 文献 


[1] Ahlfors L V, Grunsky H. Über die Blochsche Konstante. Math Zeit, 1937, 42: 671-673 

[2] Bloch A. Les theorems de M Valiron sur les fonctions entieres et la theore de l'uniformisa- 
tion. Ann Fac Sci Univ Toulouse IIT, 1925, 17 

[3] Chen H, Gauthier P M. On Bloch's Constant. J d'Analyse Math, 1996, 69: 275-291 

[4] Heins M. Selected Topics in the Classical Theory of Functions of a Complex Variable. 
New York: Holt, Rinehart and Winston, 1962 


IRIA: 刘 劲 松 
中 国 科学 院 数 学 与 系统 科学 研究 院 


. 252 - 10000 个 科学 难题 。 数 学 卷 


博克 纳 - 里 斯 (Bochner-Riesz) 乘 子 问题 


Bochner-Riesz Multiplier Problem 


19 世纪 的 数学 家 Fourier 为 求解 波动 方程 与 热传导 方程 , 引进 了 Fourier 级 数 . 
Fourier 展开 可 以 帮助 人 们 研究 函数 的 整体 性 质 、 各 种 算术 问题 和 微分 方程 ,从 而 
在 数学 及 相关 学 科 的 不 同 领域 中 产生 了 广泛 的 影响 . 从 此 , AK Fourier 级 数 的 各 
种 收敛 问题 一 直 是 分 析 中 的 根本 问题 之 一 . 为 利用 球形 平均 来 研究 周期 函数 的 多 重 
Fourier 级 数 的 求 和 问题 , S. Bochner 于 1936 年 引入 了 Bochner-Riesz RT. 相应 
Ah, 为 研究 Fourier 积分 的 球形 收敛 , 人 们 考察 了 如 下 的 Bochner-Riesz 乘 子 : 


TF(E)=(1-|€P*)2fO©, €eR',az 0, 


其 中 f 表示 f 的 Fourier 变换 , 即 f(£) = f e ?7$f(5)dr H A, = max{A, 0}. 
R^ 
T? 也 被 称 为 Bochner-Riesz 平均 . 
以 下 用 BR(p, a) 表示 T° 在 LR”) AR, 即 存在 正常 数 Cp, a,n 使 得 对 所 有 


1/p 
9 ELR"), IT *F axa) «C» s ol lorte FE Llaves e ( Ife) az] 


4n=-1N, Ga=-O0OH1l<p<w,Mar+OH1<pK<o, 容易 证 明 
BR(p, a) 成 立 ， 当 n 2 2 时 , 情形 变 得 相当 复杂 1954 4E, C. S. Herz 给 出 了 当 


n>2 且 0<a< 7 时 BR(p, a) 成 立 的 一 个 必要 条 件 , ME BR(p, a) RE, N 
p = max{p, p) < 一 2 一 ,其 中 yp 表示 IERIE, B p 满足 1p+1/p — 1 


l ^" = 
1956 4£, E. M. Stein 证 明了 当 m> 2 Ha» 一 一 时 , 对 1 <p < oo, BR(p, a) 成 
ME 


于 是 人 们 猜测 : 4 n > 2,0 <a < T H pr < — 7 i, T° 4E LPR") 


1 
LAF, 这 就 是 所 谓 的 Bochner-Riesz 乘 子 问题 . 当 a = 0 时 , 此 猜测 即 为 著名 的 圆 
盘 猜 测 . 

20 世纪 50~70 年 代 间 , A. P. Calderón, A. Zygmund, E. M. Stein 和 C. Fefferman 
等 著名 数学 家 对 该 猜测 的 研究 做 出 了 重要 的 贡献 . 其 中 , C. Fefferman 于 1971 年 证 
明了 当 n>2 且 a=0 时 , BR(p, a) 成 立 当 且 仅 当 p = 2, 从 而 否定 了 圆 盘 猜 测 . 这 
也 是 C. Fefferman 于 1978 年 获 Fields 奖 的 主要 工作 之 一 . 1972 Œ, L. Carleson 和 
P. Sjölin 利用 振荡 积分 的 方法 完整 地 证 明了 当 a > 0 H n= 2 时 , BR(p, a) RA. 
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注意 到 , 由 插值 定理 可 将 上 述 猜 测 归结 为 当 p* > 2 Ha» ap = (E E 1 E 


5) 时 , BR(p, a) 是 否 成 立 . 特别 地 , 当 n= 3 时 , 只 需 证 明 对 p* > 3 及 a > ap, 


十 
BR(p, a) 是 否 成 立 . 
E 20 世纪 90 ÆRE, J. Bourgain, T. Wolff, T. Tao, A. Vargas 和 L. Vega 先 
后 通过 Kakeya 极 大 函数 的 性 质 和 多 线性 的 Fourier 变 换 的 限制 性 质 出 发 来 对 该 猜 


测 进行 研究 . 2004 Æ, S. Lee 证 明了 当 n > 3 Hf, Æ p* > nee Hoa> a,, Bil 
BR(p, a) 成 立 . 特别 地 , 34 5 — 3 时 , p* > 4— 5. 这 是 目前 已 知 的 最 好 结果 . 

现 回 到 Bochner-Riesz FIM MASKS A, 即 研究 lim T&f(z) = f(z)a.e. 
何 时 成 立 , 其 中 Te fe) = (1 - |e?/R2)a f (e). 该 问题 归结 为 建立 相应 的 极 大 算 子 
(Tef = supro |T2/| 的 某 种 有 界 性 ， 当 a > CI 时 , 由 于 P 被 Hardy- 








前 只 知道 部 分 结果 . P : 

1958 年 , E. M. Stein i : anD. Rd cct an 
时 , 点 态 收敛 性 成 立 . 当 a = 一 给 出 关于 几乎 处 处 收敛 的 一 个 
否定 结论 . R. Fefferman 531A T —2&8 2 |8], 并 猜想 点 态 收 敛 在 该 烂 空间 成 立 ， 陆 
善 镇 , M. H. Taibleson 和 G. Weiss 通过 引入 一 类 块 空间 解决 了 该 猜想 . 陆 善 镇 进 一 
步 证 明了 Bochner-Riesz 在 临界 阶 关 于 Li([—m, x)^) 中 函数 收敛 的 局 部 性 质 在 强求 
和 意义 下 成 立 . 

1983 Œ, A. Carbery we S 4 n=2H2< p 














IN, (To 在 


H2£pc« 


Msn 
LP(R") EAR. 1985 Æ, M. Christ 证 明了 当 n > 3 Bf, 者 a > ———— 


2n 
n —]1 -—2a' 


M a = 0 时 , 若 点 态 收敛 在 LPR) 中 成 立 , WE 2 < p < — i RŽ, A. Carbery, 


i TUE 
则 (Te)* 在 LPR") 上 有 界 . 1988 4E, A. Carbery 和 F. Soria 证 明了 





L?(R") 中 成 立 . 1998 Æ, T. Tao WHT H p « 2 时, Æ (T?)* 在 LR) 上 有 界 , 则 


xD E = 2002 Œ, 34 n = 2 时 , T. Tao 补充 了 A. Carbery 的 工作 , 即 证 明 


了 当 1 <p<2 E a> max} > -g p 4 时 , (Te)* 是 从 LP(R?) 到 LP (R") 





a2 
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2n +4 2n 
« < 一 -一 , 见 T^Y 
n p n — 1 — 2a 则 ( ) 


有 界 的 . 2004 4£, S. Lee 证 明了 当 n > 3 时 , & 


在 L?(R") 上 有 界 . 

最 后 , 值得 指出 的 是 , 在 寻求 解决 Bochner-Riesz 问题 的 过 程 中 , C. Fefferman 
和 E. M. Stein 使 用 Fourier 变换 的 限制 性 定理 获得 一 些 一 般 性 结果 . A. Córdoba 
则 使 用 几何 论证 的 方法 , 把 L. Carleson 和 P. Sjélin 的 证 明 与 Kakeya 极 大 函数 联 
系 起 来 . J. Bourgain 和 T. Wolff 则 基于 进一步 获得 的 Kakeya 极 大 函数 的 性 质 来 
研究 Bochner-Riesz 问题 . T. Tao, A. Vargas, L. Vega 和 S. Lee 更 多 地 从 多 线性 
的 Fourier 变换 的 限制 性 质 出 发 来 研究 该 问题 . Bochner-Riesz 问题 与 Kakeya 问题 
以 及 Fourier 变换 的 限制 性 问题 三 者 的 进展 几乎 同步 , 三 者 之 间 有 着 很 密切 的 联系 . 
此 外 , 这 三 个 问题 与 波动 方程 的 解 的 局 部 光滑 性 猜测 有 关 . 但 是 目前 已 知 的 这 些 方 
法 看 起 来 仍然 不 足以 解决 n > 3 时 Bochner-Riesz 问题 . 
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布 伦 南 (Brennan) 猜测 


The Brennan Conjecture 


众所周知 , 大 学 复 变 函 数 的 内 容 主 要 由 Cauchy 积分 理论 、Weierstrass 级 数理 
论 与 Riemann 共 形 几何 理论 构成 . 在 Riemann 共 形 几何 理论 中 , 其 中 心 内 容 是 以 
下 非常 重要 的 Riemann 存在 性 定理 (有 时 也 称 为 Riemann 映射 定理 ). 

Riemann 存在 性 定理 ” 设 QSC 是 一 个 单 连 通 区 域 , zo e 0, 则 存在 唯一 的 
MO 到 单位 圆 盘 A 的 共 形 映射 f(z), 使 得 其 满足 f(z0) = 0, f (zo) > 0. 

由 上 述 定理 , 对 任何 单 连通 区 域 2, 只 要 其 边界 多 于 两 点 , 总 存在 O 到 单位 圆 
盘 的 共 形 映射 f(z). 这 样 的 映射 也 称 为 Q 上 的 Riemann 映射 . 

现 设 Q c C 是 边界 多 于 两 点 的 单 连通 区 域 , f :0 一 人 是 Riemann RA, 则 
由 初等 微 积 分 知 


J [ if (2) Pdedy = r (EC BEER). 


这 说 明了 f e L^(Q,dzdy). 一 个 自然 的 问题 是 f^ 是 否 属于 其 它 的 Le? 在 这 方面 
该 问题 有 以 下 进展 . 
(1) 在 一 篇 没 发 表 的 论文 中 ，Gehring 和 Haymam 证 明了 f' e L?, 其 中 pe 


(5.2), setius 的 下 界 是 精确 的 
(2) Metzger(Proc. AMS, 1973) 证 明 f'e Le Xf pe ($:3) XAL. 


(3) Brennan!!! 证 明 f'e L? 对 pe (5.20) (po > 3) 成 立 . 

(4) Bertililsson( 博 士 论 文 , KTH Sweden, 1999) 证 明了 在 (3) 中 的 po > 3.422. 
这 是 目前 最 好 的 结果 ， 

在 这 方面 , Brennan 在 1978 年 曾 作 出 如 下 猜测 : 

Brennan 猜测 ” 设 Q GC 为 一 单 连通 区 域 , f 为 从 0 到 入 的 共 形 映射 , 则 


f! € L*(Q,dady) 对 pe ($44) 成 立 . 


关于 Brennan 猜测 , 我 们 有 以 下 两 个 注解 : 


. 256 - 10000 个 科学 难题 。 数学 卷 


(1) 对 于 Koebe 函数 f : C\ | oj 一 人 可 知 f' e L*. 因此, Æ Brennan 
猜测 正确 , WER 4 是 精确 的 . 

(2) Brennan 猜测 具有 很 多 有 意义 的 推论 , 许多 数学 家 , 如 Carleson 和 Makarov 
等 对 此 进行 了 研究 . 最 近 , Bishop(Ark. Math, 2001) 还 指出 它 与 Sullivan 关于 平面 
单 连 通 区 域 的 凸 包 定理 中 的 拟 共 形 映射 最 大 伸缩 商 K 具有 密切 关系 . 
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傅 里 时 (Fourier) 变换 的 限制 性 问题 


Restriction Problem of The Fourier Transform 


1970 4E, C. Fefferman 通过 Fourier 变换 在 单位 球面 Se 上 的 某 些 限制 性 结 
果 得 到 了 关于 Bochner-Riesz 问题 的 一 个 一 般 性 的 结果 . 此 后 关于 Fourier 变换 的 
限制 性 质 的 研究 逐渐 引起 了 人 们 的 兴趣 . 设 S A OR” 中 光滑 流 形 , do 为 其 诱导 的 
Lebesgue 测度 , 1 < p 和 2. 称 L?(R") 限制 对 S 成 立 , EFES p 有 关 的 正 数 g > 1, 
使 得 对 所 有 有 紧 支 集 的 光滑 函数 f, 有 估计 


、^ 1/q 
(f fO) dove) ) € C, soll flim), 


其 中 f 表示 f 的 Fourier 变换 , 即 f(6) = 人 e-2rizejlz)jdz，5o 是 S 的 任意 一 个 


开 子 集 , 并 且 其 闭 包 为 S 的 紧 子 集 ， 由 于 有 紧 支 集 的 光滑 函数 在 LR") 中 稠密 ， 
如 果 以 上 估计 成 立 , 则 由 连续 性 , 对 任意 f € LR), 可 以 定义 了 在 S 上 的 限制 为 
一 个 L4(5, do) 函数. 

下 面 我 们 用 记号 Rs(p,q) 表示 估计 Wf llzecs, do) € Cp, q; Sllfiee. 人 们 发 
M, E 5 包含 于 R 的 某 个 超 平面 上述 估 计 只 对 p = 1 成 立 . SARE S 
有 非 0 曲率 , 则 能 得 到 一 些 非 平凡 的 限制 性 结果 . 其 中 最 引 人 关 注 的 是 S = Sn-! 
的 情形 . 对 此 , 人 们 有 如 下 猜测 : 


N >. si Nz j -1 ; 
x S= S! 时 , Rs(p, q) 成 立 当 且 仅 当 py’ > — Hg Co J (X 


中 对 于 1 <r < o, r 表示 的 共 斩 指标 , BI ” 满足 1r + 1/r' = 1. 
X S= 5"-1 时 , 若 设 丸 s(p, q) ROL, HR f= xr HH RU (0,0, .… ,0) 为 
中 心 、 边 长 分 别 为 62, 5 .… , 6 的 矩形 且 xr 为 R BRIERS, 则 可 验证 p, q 必须 满 


n-1)\' 2 " S 
JE p > — Hg (eee) . 1970 4F, C. Fefferman 证 明了 n = 2 时 这 个 猜测 





成 立 ; 并 且 进 一 步 证 明了 若 p > 1 且 Ra (p, 2) 成 立 , 则 当 a > max { : i 
时 , Bochner-Riesz 平均 Te 在 LP(R^) LAF. 1984 , E. M. Stein 进一步 证 明了 


4p’ > H g (a= 2) IN, Rs(p, q) RL. 由 此 及 C. Fefferman 
n—1 n+l 
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的 结果 可 导出 : 当 a > 一 一 一 5 H max{p, p') < mo RY, Bochner-Riesz 平 


Xj Te 在 L?(R") ore m J. Bourgain WEH T 34 n 2 3 H p’, q' > (p(n))’ 
时 , Rs(p, a) 成 立 , 其 中 p(n) 可 归纳 得 出 且 满足 一 





2n 


2(n? + 3n + 3) B 
n? -- 3n - 1 


, 则 Rs(p, q) A. 2003 f£, T. Tao 证 明了 当 n > 3 时 , E 


A. Moyua, A. Vargas 和 L. Vega 证 明了 当 n > 3 B, a > 


j RE LR) 
A 2 
n^ +n 


p> 1039) gy > (ZED), ini, o) 成 立 . KTHE Bi EAN 


另 一 方面 , 34 n > 3 H. S 为 锥 体 时 , 由 于 Fourier 限制 性 定理 与 波动 方程 紧 
密 联 系 , 这 一 问题 也 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 . 人们 猜测 当 n 2 3 HS 为 锥 体 时 ， 


Rs(p, q) Bars ius p > 07D gg > (£&-»y. 
R. S. Strichartz 最 早 开 始 这 方面 的 研究 , 并 证 明了 当 p > 6 Hd > (z) 
时 Rs(p, q) 成 立 . T. B. Barcelo 证 明了 当 n = 3 时 , 该 猜测 成 立 . T. Wolff 证 明 
TA n = 4 时 , 该 猜测 成 立 , 并 进一步 证 明了 当 n > 5 时 , 若 > At) g 
q> (2), 则 Rs(p, q) 成 立 


最 后 指出 , E. M. Stein 和 P. Tomas 在 证 明 限 制 性 定理 时 主要 使 用 了 L?(S, do) 
的 正 交 性 原理 . J. Bourgain, A. Moyua, A. Vargas, L. Vega 和 T. Tao 则 通过 充分 利 
用 do 的 Fourier 变换 的 衰减 性 在 某 些 LP(S, do)(p A 2) 空间 上 发 展 了 正 交 性 原理 . 
另 一 方面 , J. Bourgain 说 明了 人 们 如 何 能 从 Kakeya 问题 取得 的 任何 非 平 凡 的 进展 
导致 限制 性 问题 取得 某 些 部 分 的 进展 . 但 是 , 从 目前 已 知 的 方法 来 看 , 即使 Kakeya 
问题 彻底 解决 也 不 能 完整 解决 限制 性 问题 . 
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REIA (Julia) 集 的 分 形 维 数 


Fractal Dimensions of Julia Sets 


复 动 力 系 统 主要 研究 复 解析 映照 迭代 生成 的 动力 系统 的 分 析 、 几 何 与 拓扑 性 
ME, 从 而 对 一 些 自然 现象 作出 更 深刻 的 解释 . 复 动力 系统 的 研究 始 于 1920 年 前 
后 , 著名 数学 家 P. Fatou 与 G. Julia 受 Newton XXE UU Klein 群 理论 的 启发 , 把 
当时 的 最 新 数学 研究 成 果 一 一 正规 族 理论 运用 到 动力 系统 , 证 明了 一 系列 黄 基 性 
的 结果 , 形成 了 经 典 的 Fatou-Julia 理论 . 20 世纪 80 年 代 以 来 , 随 着 现代 数学 理论 
的 不 断 完 善 和 计算 机 科学 的 快速 发 展 , 复 动力 系统 又 一 次 出 现 了 造 勃 发 展 的 势头 . 

设 f: CCO 上 是 有 理 映 照 , W f(z) 可 以 表示 为 两 个 没有 公共 因子 的 多 项 式 
之 比 , 以 下 恒 设 有 理 映照 的 次 数 大 于 1. 任 取 自然 数 p, 用 f? 表示 f(z) 的 p WE 
代 , BR zo 是 f(z) 的 周期 点 是 指 f?(zo) = zo, 满足 此 式 的 最 小 的 正 整数 p 称 之 为 zo 
的 周期 , 且 称 导数 值 = (f?)'(z0) 为 zo 的 特征 值 . 车 0< | 和 <1, 称 zo 是 f(z) 的 
吸 性 周期 点 ; 者 Al = 1, RK zo 是 f(z) 的 中 性 周期 点 ; E | 和 | > 1, 称 zo 是 f(z) 的 
斥 性 周期 点 . f(z) 的 Julia R J(f) 定义 为 f(z) 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 , CH f(z) 
迭代 的 不 稳定 集合 . Julia 集 一 般 具 有 非常 复杂 的 分 形 结构 , BUS) AC, WI J(f) 
是 无 处 稠密 的 集合 . 对 于 超越 整 函数 映照 f :C 一 C, f(z) 的 Julia 集 J(f) 可 类 似 
于 有 理 映 照 定义 为 f(z) 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 , 研究 Julia REJ Hausdorff 测度 和 
Hausdorff 维 数 是 复 动力 系统 的 重要 研究 课题 . 

WX 是 nn 维 欧 氏 空间 R^ 的 子 集 , U ER” 的 非 空 的 有 限 或 可 数 子 集 , XC 
UU;(j € I), diamU; = sup{|z — yl, z, y € U;) 满足 0 < diamU; < ô, WARK {U;} BX 
的 一 个 6 FH. > s 20, 对 任意 的 6 > 0, 定义 


Hs(X) = int { (diamo) HU) x 的 5 E 
acl 

则 称 极限 H:(X) = lim H$(X) 为 集合 x 的 s 维 Hausdorff WA, 且 称 HD(X) = 
inf(s|H?(X) = 0) = sup{s|H*(X) = oo) A X 的 Hausdorff 维 数 . 对 于 复 动力 系统 
Julia 集 的 分 形 维 数 , 有 下 面 两 个 重要 问题 , 它们 是 复 动力 系统 、 分 形 儿 何 和 其 他 非 
线性 科学 领域 共同 关注 的 问题 : 

(1) 若 有 理 函 数 f(z) 的 Julia 集 J(f£) 连通 且 不 为 圆周 , 是 否 有 HD(J(f)) > 1? 
何 时 HD(J(f)) = 2? 
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(2) 超越 整 函数 f(z) 的 Julia R J(f) BAA HD(J(f)) > 1? AN ED(J(f)) = 
2? 

关于 上 述 第 一 个 问题 , 目前 已 有 许多 研究 工作 , 其 中 C. McMullen, M. Shish- 
ikura, M. Lyubich, M. Urbanski, F. Przytycki 等 均 做 出 令 人 关注 的 结果 . 1990 年 
A. Zdunik 上 解决 了 多 项 式 映照 的 情形 . 

关于 上 述 第 二 个 问题 , C. MeMullen9l, G. M. Stallardl6;7] 等 有 一 系列 研究 工作 ， 
对 一 些 超越 整 函 数 映 照 类 他 们 研究 了 这 一 问题 . 但 是 对 于 最 一 般 的 情形 , 上 述 两 个 
问题 目前 仍 未 获得 解决 . 
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HA (Kakeya) 问题 


Kakeya Problem 


1917 ££, S. Kakeya 提出 了 著名 的 投 针 问题 : 在 平面 上 连续 地 把 一 根 针 旋转 
2x 角度 所 获得 的 最 小 面积 是 多 少 ? 事实 上 , 投 针 问题 等 价 于 求 Kakeya R (也 称 为 
Besicovitch 集 ) 的 最 小 Lebesgue WE. LERRA E X n EKREN R” 的 Kakeya 
集 是 指 互 为 了 "中 的 紧 子 集 且 包含 了 R 的 每 个 方向 的 一 条 单位 线段 , 即 对 任意 的 
E € Sn-1 (gn-! 表示 R^ 中 的 单位 球面 ), 存在 a € R" 使 得 (a--t£: t € [0, 1]) C E. 
1928 Æ, A. S. Besicovitch 构造 了 Lebesgue 测度 可 以 任意 小 的 Kakeya 集 . 此 后 , A 
们 转 而 研究 Kakeya 集 的 Hausdorff 维 数 . 这 里 集合 E 的 Hausdorff 维 数 定义 为 


dma E sint d 对 任意 0 < 6 抒 1,E CU; B(z;, Ta) r,< 648 Yep 


其 中 对 任意 的 x € R? Alr> 0, B(x, r) 表示 以 z AD, r 为 半径 的 开 球 . — 78 40 
合理 的 猜测 是 : R” 中 的 Kakeya & E 的 Hausdorff 维 数 为 n. 
这 个 猜测 在 调和 分 析 的 振荡 积分 理论 中 起 着 重要 的 作用 , 也 与 Dirichlet RA 
的 分 布 有 密切 的 关系 . 历史 上 , 人 们 取得 了 如 下 一 系列 重要 的 结果 , 但 除了 n = 2, 
该 猜测 还 没有 彻底 解决 . 1971 Æ, R. O. Davies 对 n = 2 证 实 了 该 猜测 . 1995 年 , T. 
13n 十 12 
25 





2 
Wolff 证 明了 ding E > a 1999 4E, J. Bourgain 证 明了 dimy E > 





1999 年 , N. H. Katz 和 T. Tao 证 明了 dimg E > m S: 2002 4E, 他 们 还 证 明了 


dimg E > (2 一 V2)(n 一 4) 十 3, 从 而 改进 了 当 n 2 5 时 已 有 的 结果 . 

另 一 方面 , 关于 Kakeya 集 的 Minkowski 维 数 的 研究 同样 也 引起 人 们 的 极 大 兴 
ER, 并 且 关 于 Minkowski 维 数 取 得 的 进展 与 Hausdorff 维 数 取得 的 进展 几乎 同步 . 
JEJE BEAR. 

KF Kakeya 集 的 研究 强烈 地 依赖 于 如 下 定义 的 Kakeya 极 大 函数 . 给 定 N > 
1, id Ry A R” 中 nn 一 1 条 边 长 为 h,h 50, 且 另 一 边 长 为 Nh 的 矩形 组 成 的 集合 . 
对 局 部 可 积 函 数 f Ro CR", 定义 其 Kakeya 极 大 函数 Ky f(x) 为 


K ) 三 E )| dy, 
nile ge IRI uU 
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其 中 |R| 表示 RAY Lebesgue 测度 . 显然 , Ky 是 从 L>(R") 到 L9 (R") 有 界 的 ， 
且 有 界 常 数 为 1. A AH, 由 于 每 一 个 矩形 包含 在 一 个 半径 为 es IN 的 球 内 , 故 
Knf € CaN” Mf, 其 中 Mf 为 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 .因为 M 是 
从 LR") 到 LSR”) 有 界 的 , 因此 Kw 也 是 从 LR”) 到 LLAR) 有 界 的 ， 
HARES CaN). MAHAR A, 对 1 < p < œ, 有 |IKwfllizcRr) < 


1/p 
C,N@-)/? || fll seus), 其 中 || fll cece) = g finas) 


注意 到 , Kakeya 极 大 函数 Ky 的 L?(R") 有 和 界 常 数 为 N 的 函数 . 确定 该 常数 
XT N 的 增长 阶 直 接 相 关于 确定 Kakeya 集 的 Hausdorff 维 数 和 Minkowski 维 数 ; 
还 与 Bochner-Riesz 问题 、Fourier 变换 的 限制 性 质 以 及 波动 方程 的 解 的 局 部 光滑 性 
质 紧密 相关 . 一 个 公开 的 问题 是 : 当 p= n 时 , 是 否 存 在 正常 数 ap = On, 使 得 Kw 
的 LIR) 有 界 常 数 关 于 N 的 增长 阶 为 (log N)es. 由 插值 方法 可 知 该 问题 分 别 与 
以 下 两 个 问题 等 价 : 


(i) 3àp2nHf, IXu f llzer) < Cn(log N) || fl rogo); 
(ii) Sl <p<nW, Ew f ller) < CaN”? (log N) | fll rs qno). 


历史 上 有 很 多 数学 家 在 这 个 问题 上 做 出 过 贡献 . 1977 年 , A. Córdoba 完整 解决 
了 该 问题 当 n = 2 时 的 情形 . 1986 4E, M. Christ, J. Duoandikoetxea 和 J. L. Rubio 


de Francia 对 任意 维 数 n 及 1<p< — 了 WEHA f (ii). 1991 4E, J. Bourgain 对 任意 





HX nERlc-p« a 十 en 证 明了 (ii), 其 中 e, 可 归纳 得 到 .1995 4E, T. Wolff 





将 p 的 范围 推广 为 1 <p < M. 1999 4E, J. Bourgain 证 明了 存在 常数 c > 3 


使 得 对 充分 大 的 n 及 p < cn, (ii) BEL. 2002 Œ, N. H. Katz 和 T. Tao 证 明了 当 
1 <p< 17D Lit 的 成 立 , 从 而 改进 了 n>9 时 的 已 有 结果 

目前 已 知 有 两 种 方法 来 研究 Kakeya 问题 . 第 一 种 为 几何 方法 , 这 个 方法 强烈 
地 依赖 于 组 合理 论 和 关联 几何 . 最 为 典型 的 是 A. Córdoba 利用 此 方法 解决 了 n==2 
时 的 Kakeya 问题 . 但 是 这 个 方法 对 高 维 情形 不 再 有 效 . 另 一 种 方法 是 算术 方法 , 它 
FH M. Christ, J. L. Rubio de Francia 和 J. Duoandikoetxea 发 展 起 来 , HE X 射线 
估计 问题 有 密切 联系 . 这 个 方法 对 高 维 情形 的 Kakeya 问题 很 有 效 , 但 很 难 被 扩展 
到 其 他 问题 的 研究 中 去 . 此 外 , W. Beckner, A. Carbery, S. Semmes 和 F. Soria 证 
明了 限制 性 猜测 的 解决 能 导致 Kakeya 问题 的 解决 . 目前 看 起 来 现 有 的 方法 仍然 不 
足以 解决 Kakeya 问题 . 


[1] 
[2] 


[6| 


[9] 
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Koebe 问题 


Koebe Problem 


如 果 复 球面 (扩充 复 平 面 ) 上 区 域 的 每 一 个 边界 分 支 或 者 是 圆周 , 或 者 是 一 个 
点 , 我 们 称 之 为 圆 域 . 注意 平面 区 域 可 以 有 不 可 数 个 边界 分 支 . 

Koebe 在 1908 年 提出 了 以 下 猜测 : | 

Koebe 猜测 “平面 上 的 任 一 区 域 共 形 等 价 于 一 个 圆 域 . 

当 区 域 是 单 连通 时 , 这 就 是 经 典 的 Riemann 映照 定理 . 当 区 域 只 有 有 限 多 个 边 
界 分 支 时 , P. Koebel3 证 明了 以 上 猜测 , 并 且 证 明 相 关 的 圆 域 在 相差 一 个 Mobius 
变换 的 意义 下 是 唯一 的 . 当 区 域 的 边界 满足 某 些 极限 性 质 时 , K. L. Strebel! 等 证 
明了 一 些 特殊 情况 . 对 于 区 域 有 可 数 个 边界 分 文 时 ，Z. X. He 和 O. Schramm! 证 
明了 这 个 猜测 , 并 且 证 明 相 关 的 圆 域 在 相差 一 个 Mobius 变换 下 是 唯一 的 . 他 们 的 
方法 是 结合 不 动 点 的 指标 和 数学 归纳 法 等 . 

当 区 域 的 边界 有 不 可 数 个 分 支 时 , Koebe 猜测 还 没有 得 到 完全 解决 , 而 且 可 以 
构造 实例 说 明 相 应 的 圆 域 不 是 唯一 的 . 比如 , 考虑 复 平面 上 有 正面 积 的 一 个 Cantor 
集合 的 补 集 , 则 利用 拟 共 形 映射 理论 可 以 证 明 此 区 域 所 对 应 的 圆 域 不 唯一 . 
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庞 加 莱 (Poincaré) 圆 盘 上 调和 映射 的 
@ Fl (Schoen) 猜想 


The Schoen's Conjecture on Harmonic Maps of The Poincaré Disc 


众所周知 ， 紧 曲面 上 关于 Poincaré 度量 的 调和 了 映射 
与 紧 Riemann 曲面 的 Teichmuller 空间 理论 之 间 有 着 深 
刻 的 联系 , 如 亏 格 为 g > 1 的 紧 Riemann 曲面 之 间 的 任 
何 一 个 同 胚 的 同 伦 类 中 均 存 在 唯一 的 一 个 调和 的 拟 共 形 
映射 ; 通过 调和 映射 的 Hopf 微分 可 以 构造 Riemann 曲面 
5o 的 Teichmuller 空间 T(50) 与 Sy 上 的 全 纯 二 次 微分 空 
| 间 Q(So) 之 间 的 一 个 微分 同 肛 ， 因 此, 紧 Riemann 曲面 
的 Teichmuller 空间 的 一 些 性 质 可 以 不 用 拟 共 形 映射 而 用 





调和 映射 来 建立 . 
| Riemann 曲面 ， Schoen[， Wan[2,3]， Li 和 Tami^], 以 及 


Tam 和 Wanl6l 等 考察 了 Poincaré AA A EEUU. Wan! 证 明了 对 ^ 上 的 
任 一 全 纯 二 次 微分 o, 都 存在 关于 Poincaré 度量 的 调和 了 映射 fp: A 一 人 Bl o JE 
Hopf 微分 , 并 证 明了 调和 映射 f: A 一 A 是 拟 共 形 的 充分 必要 条 件 是 它 的 Hopf 
微分 or 具有 有 限 的 Bers 范 数 , 即 


lglg = sup les(z)p 7(z)| < +00, 


其 中 p(z) = M 是 A 上 的 Poincaré 8: RE. 由 此 构造 出 Bers 空间 B(A), BE A 


D 
上 的 具有 有 限 Bers 范 数 的 全 纯 二 次 微分 的 全 体 , 到 万 有 Teichmuller 空间 T(A) 的 
一 个 映射 : 
V: B(A) 2 T(A), 
= folaa, 
其 中 fe 是 以 o X Hopf 微分 的 Poincaré Al A 到 自身 并 保持 11 和 i 不 动 的 拟 
共 形 调和 了 映射. 这 里 万 有 Teichmuller 空间 T(A) 可 以 定义 为 单位 圆周 OA 的 所 有 
规范 的 拟 对 称 自 同 胚 组 成 的 空间 . 所谓 单位 圆周 OA 的 拟 对 称 自 同 胚 就 是 指 可 以 
拟 共 形 扩张 到 A AN BI, 所 谓 规范 的 就 是 指 它 保持 士 1 和 i 不 动 . 
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文献 [2] 证 明了 映射 关于 B(A) 上 的 Bers 范 数 和 T (A) 上 的 Teichmuller HE 


量 是 连续 的 , 文献 [6] 进一步 证 明了 y 是 解析 的 , 而 且 B(A) YE v. FIRE T(A) 
中 的 开 集 . 


一 个 基本 的 问题 是 y 是 否 是 双 射 ? Schoen JARABE): y 是 双 射 . 
关于 ov 是 否 为 满 射 , 有 时 更 多 地 以 拟 共 形 调和 了 映射 的 Dirichlet 问题 而 为 人 所 


知 , 即 是 否 每 个 单位 圆周 到 自身 的 拟 对 称 同 胚 都 能 拟 共性 调和 扩张 到 单位 圆 内 ? VIE 
多 人 对 此 进行 了 研究 , 如 Akutagawal", Lilgl, Markovic!” 等 . 
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Sierpinski 地 秘 上 狄 氏 型 的 构造 


Construction of The Dirichlet Form on Sierpinski Carpet 


“TW” (fractal) 一 词 是 由 Benoit Mandelbrot 于 1975 年 提出 的 , 来 源 于 拉丁 文 
"fractus", 意味 “破碎 ”或 “破损 ”, 但 分 形 的 数学 思想 可 以 追溯 到 17 世纪 Leibniz 
提出 的 “回归 自 相 似 ” 概 念 .Sierpiriski 复 和 Sierpiński HH 是 两 个 典型 分 形 , 由 波 
兰 数学 家 Waclaw Sierpiński 分 别 于 1915 年 和 1916 年 构造 出 来 , 但 性 质 截然 不 同 ， 
WERT “ARDE”, 即 不 同 的 小 块 相交 为 有 限 集合 , 而 后 者 属于 “无 限 分 枝 ”, 即 
不 同 的 小 块 相交 为 无 限 集合 . 

20 世纪 80 FR, 物理 学 家 和 数学 家 开始 研究 分 形 区 域 上 的 Brown 运动 . 
epee M. Barlow 和 E. Perkins!) 在 1988 年 利用 
5 8888e8 So99o9 DDA 随机 过 程 理论 , 构造 性 地 证 明了 Sierpiński 
篮 上 Brown 运动 的 存在 性 , 并 得 到 转移 密 
度 (或 热 核 ) 的 上 下 界 估计 . 随后 , Barlow 和 
Bass 合作 里, 构造 了 平面 上 Sierpiński 35 
geag eese LR) Brown 运动 , 也 得 到 热 核 优美 的 Gauss 
SR d. 估计 ; 七 年 以 后 外, 他 们 将 此 结果 推广 到 高 
维 空间 中 的 Sierpiński 海绵 (sponge). UA 
ETHE, 都 借助 于 复杂 的 随机 过 程 理 论 , 见 
ei — Barlow 的 综述 文章 向. 一 个 自然 的 问题 : 是 

Sierpiński M 否 可 以 用 简单 的 分 析 方 法 得 到 类 似 结果 , 并 
推广 到 其 他 分 形 区 域 ? 

M. Fukushima 和 T. Shima”! 首先 进行 这 方面 的 研究 , 构造 了 Sierpiński E 
的 局 部 狄 氏 型 , 该 局 部 狄 氏 型 正好 对 应 Barlow 和 Perkins! 中 的 Brown 运动 , 进 
而 他 们 研究 Laplace 算 子 的 谱 维 数 . 随后 , J. Kigamil?l 对 更 一 般 的 一 类 分 形 区 域 ， 
即 后 临界 有 限 自 相似 集 (post-critically finite (简称 为 p.c.f.) self-similar set), 用 分 析 
的 方法 , 系统 地 研究 了 局 部 狄 氏 型 存在 性 . R. Strichartz! 等 人 着 重 研究 Sierpiński 
TE LenB “BR”. 以 上 pef. 分 形 属于 有 限 分 枝 分 形 . 但 对 Sierpiiski HRA 
BRAM ATE, 上 述 分 析 方 法 却 无 能 为 力 . 

自然 而 然 , 有 下 面 一 些 非常 有 趣 的 公开 问题 : 

(1) 如 何 用 纯 分 析 的 方法 构造 Sierpiński 地 毯 等 分 形 上 的 局 部 狄 氏 型 ? 
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(2) 如 何 刻画 局 部 狄 氏 型 的 定义 域 (Sobolev 空间 ), 特别 地 , 如 何 求 出 对 应 的 游 


动 维 数 (或 函数 的 最 大 光滑 指数 )? 


[1] 


[2] 


(3) 如 何 得 到 对 应 热 核 的 Gauss 估计 ? 
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Sierpinski 双 曲 分 支 的 有 界 性 问题 


The Boundedness of Hyperbolic Components of 


Sierpinski Rational maps 


平面 上 的 一 个 紧 集 称 为 是 Sierpiński HA, 如 果 它 是 连通 且 局 部 连通 的 、 无 处 
稠密 的 , 并 且 它 的 余 集 分 支 是 互 不 相交 的 Jordan KIR. 任何 两 个 Sierpiński 曲线 都 
是 同 胚 的 , 因此 它 是 一 个 万 有 的 拓扑 对 象 . 把 一 个 正方 形 分 为 相等 的 九 个 小 正方 形 ， 
挖 掉 中 心 的 正方 形 的 内 部 , 对 于 剩 下 的 八 个 正方 形 重 复 这 样 的 过 程 , 继续 下 去 , 最 
后 得 到 的 就 是 Sierpinski 曲线 . 

在 很 长 一 段 时 间 里 , 复 动力 系统 领域 的 专家 相信 存在 以 Sierpiński 曲线 为 Julia 
集 的 有 理 函 数 , 1992 年 , Minor 和 Tan Lei!!! 证 明 有 理 函 数 f(z) = a(z 271) b Hf 
Julia 集 是 Sierpiński 曲线 , 其 中 a = —0.138115091--- ,b = —0.303108805---. 这 里 
的 f(z) 是 双 曲 的 , BI. f 在 其 Julia 集 上 的 作用 是 扩张 的 . 称 Julia RÆ Sierpiński 
曲线 的 双 曲 有 理 函 数 为 Sierpinski 有 理 函 数 . 

Sullivan，Thurston[23 和 McMullen! 等 建立 了 Klein 群 与 复 动力 系统 研究 
的 对 应 关系 . 我 们 知道 一 个 Klein 流 形 M 是 acylindral 当 且 仅 当 它 的 极 跟 集 是 
Sierpiński 曲线 , 并 且 如 果 M 是 acylindral, 那么 AH (1(M)) 是 紧 的 . 对 应 在 复 动 
力 系 统 中 有 下 面 的 问题 . 

ii Rata JÈ d > 1 的 有 理 函 数组 成 的 空间 .在 Rata 中 定义 一 个 等 价 关 系 
~: V f, g € Rata, 


fg FFF Mobius BRAY y 使 得 ye foy =g. 
$ M(d) = Rata/ ~. 对 于 双 曲 有 理 函 数 f, 定义 它 的 双 曲 分 文 
H(f) = ([g] € Ma | g M f TE Julia REWHA CH}. 


McMullen 在 文献 [4 中 提出 了 下 面 的 问题 : 
问题 ”如 果 f c Rata 是 Sierpiński AARAA, 那么 H(f) C Ma 是 紧 集 吗 ? 
McMullen 在 文献 [4] 中 提 到 tree 可 能 是 解决 这 个 问题 的 一 个 的 途径 . 目前 还 
不 知道 一 个 Sierpiiiski 有 理 函 数 的 例子 , 使 得 它 的 双 曲 分 支 的 闭 包 是 紧 的 . 
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斯 梅 尔 (Smale) 均值 猜想 


Smale’s Mean Value Conjecture 


Fields 74 Steve Smale F 1981 年 在 《美国 数 
学 会 通报 》 上 发 表 了 一 篇 关于 复杂 性 理论 的 文章 :“ 代 
数 和 复杂 性 理论 的 基本 定理 " 山 . 在 文中 提出 了 一 个 关 
于 临界 点 与 临界 值 均值 估计 的 猜想 . 

od 具体 地 , 任意 给 定 一 个 阶 d 的 复 多 项 式 P(z), 其 
(+ neo 定义 为 集合 : 





4 S = (60; : P’(0;) = 0}. 
斯 梅 尔 


这 样 的 临界 点 至 多 有 d 一 1 个 . 临界 值 定义 为 
P(0;), j =1,2, ,d- 1. 
Smale 均值 猜想 
P(0;) — P d 一 
id a D < KJP'(z), 240, K=1, BK =. 








在 国际 数学 联盟 (IMU) 于 2000 年 出 版 的 展望 21 世纪 数学 发 展 的 著作 :《 数 
学 : BUYERS RB) PI 中 , Smale 发 表 了 他 的 著名 综述 文章 :“ 新 世纪 的 数学 问题 ", 其 
中 再 次 提出 关注 和 研究 此 均值 问题 . 

此 问题 与 Newton 方法 、 计算 复杂 性 问题 、 数 值 分 析 、 实 代数 几何 、 积 分 几何 、 
经 济 均衡 理论 均 有 密切 联系 , 因而 引起 人 们 的 广泛 兴趣 . 此 问题 描述 简单 易 懂 , 但 
其 实 十 分 困难 . 先后 有 许多 学 者 不 断 研究 , 并 取得 一 系列 成 果 . Smale 本 人 得 到 的 上 
界 估计 为 4, 近年 来 所 有 一 般 性 的 结果 均 只 能 证 明 均 值 上 界 小 于 4, 但 以 不 同 的 速度 
都 渐 近 趋 于 4. 因此 离 此 猜想 的 完全 解决 , 还 有 很 大 的 距离 . 
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双 曲 猜想 


Hyperbolic Conjecture 


id Rata 为 度 d > 1 的 Riemann ZR C 上 的 有 理 函 数组 成 的 空间 ， 有 理 函 数 
f € Rata 的 Fatou 集 F(f) 是 指 f 的 迭代 序列 (f, 2,… foo d 的 正规 点 集合 ， 
KE J(f) =C- F(f) 称 为 Julia R. 有 理 函数 f 称 为 是 BEN, 如 果 其 扰动 
与 f 在 Julia EHIH. 

1983 4E, Maiié, Sad 和 Sullivan! WEH J 稳定 的 有 理 函 数 全 体 在 Rata 中 形成 
一 个 稠密 的 开 子 集 , 并 且 此 时 在 Julia BLAH ERM. 复 动力 系 
统 的 中 心 问 题 是 刻画 J 稳定 的 有 理 函 数 . 

有 理 函 数 f 称 为 双 曲 的 , WR J(f) 上 存在 度量 使 得 f 是 扩张 的 . 一 个 等 价 的 
定义 是 J(f) 与 临界 点 的 正 向 轨道 的 闭 包 不 相交 . 我 们 知道 双 曲 有 理 函 数 是 J 稳定 
的 . Fatoul?] 提出 如 下 猜想 : 

猜想 1( 双 曲 猜想 ) ” 双 曲 有 理 函 数 在 Rata. 中 是 稠密 的 . 

双 曲 猜想 是 复 动 力 系统 的 中 心 猜 想 , 其 关键 是 Julia 集 的 刚性 , 也 就 是 说 Julia 
集 上 是 否 存 在 拟 共 形 形变 . McMullen 和 Sullivan] 提出 猜想 2. 

猜想 2( 无 不 变 线 域 猜想 ) ”除了 Lattes 映射 以 外 , 有 理 函 数 的 Julia 集 上 没有 
不 变 线 域 . 

Julia 集 上 的 一 个 不 变 线 域 是 指 其 上 不 变 的 模 为 1 的 Beltrami 微分 . 由 猜想 2 
可 以 推出 猜想 1. 

复 动力 系统 最 简单 的 研究 对 和 象 是 二 次 多 项 式 felz) = 2? +0. dd 


M — (ce C | J(f.) 是 连通 的 } 
—(ceC | (f2(0)),21 是 有 界 的 }. 


M 称 为 Mandelbrot Æ. Douady 和 Hubbard 证 明 Mandelbrot 集 是 连通 的 并 猜测 : 
猜想 3(MLC) Mandelbrot 集 是 局 部 连通 的 . 
他 们 证 明 对 二 次 多 项 式 , 猜想 3 可 以 推出 猜想 1 和 猜想 2. 对 于 非 无 穷 可 重 整 
化 的 二 次 多 项 式 fe, Yoccozi4 WEH M 在 c 点 是 局 部 连通 的 . 对 于 无 穷 可 重 整 化 的 
实 二 次 多 项 式 , McMullen!) 证 明 其 Julia 集 上 没有 不 变 线 域 . 目前 对 双 曲 猜想 的 研 
究 主要 集中 在 无 穷 可 重 整 化 的 二 次 多 项 式 的 性 质 以 及 抛物 重 整 化 6 的 方法 . 
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和 双 曲 猜想 有 关 的 一 个 问题 是 Julia 集 的 面积 . Fatou 曾经 猜想 多 项 式 的 Julia 


集 具 有 零 面积 , 显然 此 猜想 可 以 推出 猜想 2. 最 近 Buff 和 Cheritat 证 明 存 在 二 次 
EMAR Julia 集 具 有 正面 积 , 从 而 否定 了 Fatou 的 面积 猜想 8. 


[7] 


[8] 


对 实 多 项 式 的 双 曲 猜想 , Kozlovski, 沈 维 孝 和 van Strien! 证 明 是 正确 的 . 
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双 线 性 希 尔 伯 特 (Hilbert) 变换 的 r^ 有 界 性 


L? Estimates for The Bilinear Hilbert Transform 


20 世纪 60 *E4X, A. P. Calderón!!! 研究 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 积分 算 子 
的 有 界 性 和 相关 的 交换 子 理论 时 , 引入 了 如 下 双 线 性 Hilbert 变换 : 
Ha(f,g)(z) = lim f(z ~ t)g(z at), z,a ER. 


670 Jitze 
A. P. Calderón RI Bes (osos A= rto) e pq) 的 1H 
界 性 能 够 由 算 子 Ha 的 有 界 性 得 到 . 于是, A. P. Calderón 猜测 : (1) 算 子 H, 是 
XT a 从 L?(R) x LR) 到 LR) 有 界 的 ; (2) 当 -1 < a <0 时 , tT Ha 是 从 
L*(R) x L®(R) 到 L?(R) 一 致 有 界 的 . 注意 到 当 a € (0,1) 时 , Ho(f,g) =Hf-g K 
H_i(f,9) = H(f-g), HY? H Æ Hilbert SR. 因而 , (2) 的 关键 是 如 何 证 明 算 子 Ha 
对 于 -1 < a < 0 是 一 致 有 界 的 . 

Calderón 猜想 提出 以 后 很 长 时 间 没 有 任何 进展 . 其 复杂 性 在 于 算 子 Ha 的 双 
线性 象征 —insgn(£ — an) 在 相 平 面 沿 线 & = om 处 间断 ， 因 而 传统 的 分 析 工具 
如 Calderón-Zygmund 和 Littlewood-Paley 理论 失效 ， 1996 年 M. Lacey 和 C. 
Thielel45] 发 展 一 套 新 的 相 平面 分 析 方 法 , 利用 时 频 分 解 、 树 的 组 合 选择 及 精细 的 
正 交 估计 等 技巧 证 明了 如 下 结果 : 

定理 (Lacey-Thiele) 4 a € RM0,—1], 1 < pj, p2 S oo, 
Ju | 

| Ha Cf, 9)» < Caps pall fl|p, llgllpa ; 
其 中 常数 C. uo, 依赖 于 o, pi, pa. 

Lacey-Thiele 定理 回答 了 Calderón 的 第 一 个 猜想 , 同时 也 证 明了 当 -1<aw<0 
时 , SE Ho 是 有 界 的 . 由 于 这 项 工作 , 他 们 获得 了 1996 FE Salem 奖 . ZEDA, 
L. Grafakos 和 X. Li?! 证 明了 算 子 Ha (关于 o) 的 一 致 有 界 性 , 证 实 了 Calderón 的 
第 二 个 猜想 的 正确 性 , 从 而 也 得 到 了 Calderón 一 阶 交 换 子 的 L 有 界 性 一 个 新 的 
证 明 . 

问题 1 REAP Lacey Thiele 定理 中 的 限制 性 条 件 p > 去 掉 , 即 研究 算 子 


Ha 在 3 <p< 3 的 Z 有 界 性 , 这 仍 是 一 个 公开 问题 
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问题 2 研究 双 线 性 Hilbert 变换 的 一 个 推广 即 三 线性 Hilbert 变换 AG (f, g, h) 
的 L? 有 界 性 , 其 中 


Kao hys) lim f(x —t)g(z + t)h(x — at), r,a € R. 
“ltl>e 
有 关 问 题 2, 可 参见 文献 [8]. 
目前 , 这 一 课题 仍然 是 一 个 十 分 活跃 的 研究 领域 . 2000 F, M. Lacey $Ñ C. 
Thielel6 利用 他 们 的 定理 的 证 明 方 法 ， 给 出 了 Carleson 极 大 函数 


N A . 
CHa) =sup| | feas 
N 一 Co 


弱 (2,2) 型 的 一 个 简化 证 明 . 这 个 估计 是 著名 的 Carleson 定理 关于 L 函数 的 
Fourier 级 数 几 乎 处 处 收敛 性 证 明 的 核心 21. 同时 , 许多 人 包括 C. Muscalu, J. Pipher, 
T. Tao 和 C. Thiele 等 研究 了 具有 奇 性 乘 子 的 双 线 性 或 多 线性 算 子 的 有 界 性 , 并 成 
功 地 解决 调和 分 析 和 非 线性 偏 微分 方程 的 一 些 问题 [9.. 
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亚 纯 函 数 的 亏 量 问题 


The Deficiency Problem of Meromorphic Functions 


设 f(z) 是 复 平 面 C 中 的 亚 纯 函 数 , 则 值 分 布 理 论 主 要 关注 方程 f(z) = a(a € 
C) 的 根 在 平面 内 的 分 布 情况 . 

id logt r = max(log z,0)(z > 0). X} C 中 亚 纯 函 数 f(z), id n(r, f) 为 f(z) 在 
Iz| <r 上 的 极点 个 数 . Nevanlinna 曾 引进 了 


27 
mlr) = 示人 logt if (rel), 


Nf [ 268) 00 Day n(0, f)logr 


和 

T(r, f) = m(r, f) + N(r, f). 
我 们 知道 , 当 f(z) 为 非常 数 整 函数 时 , f(z) 在 |z| <r 的 最 大 模 M(r) Æ r 的 严格 
递增 函数 . 经 过 简单 的 分 析 , 我 们 可 以 证 明 T(r,f) 也 是 7 的 严格 递增 函数 . 当 f 
是 整 函数 时 , T(r, f) 与 log Mr, f) 具有 很 多 类 似 的 性 质 . 因此 我 们 可 以 定义 f(z) 
的 下 级 u 与 级 X: 


[BETIS T) xu ET) 
logr 7 一 co  logr 


) ( ) 

m | 7, 一 一 一 N |r, 

ó(a, f) = lim inf E ACE = 1 — lim sup EN ee, 
l OX T(r, f) T— 00 LG, f) 


p = limin 
T —O0 


以 下 定义 的 亏 值 是 值 分 布 理 论 中 最 重要 的 概念 之 一 : 





acc. Mac oo B}, m (r, 
亏 值 . Nevanlinna 证 明了 


Y^ (a, f) < 2 对 一 切 超越 亚 纯 函 数 均 成 立 . 
acC 


Nevanlinna 曾经 猜测 当 上 述 等 号 成 立时 , f(z) 必 具 有 特别 的 性 质 , 如 f(z) 的 级 必 


—) = m(r, f). 当 ó(a, f) » 0 RY, a BRA f(z) 的 二 个 
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是 2 其 中 n 为 一 正 整数 . 这 个 猜测 被 Drasin 所 证 实 . 现在 值 分 布 理 论 中 遗留 的 
最 重要 问题 是 以 下 的 问题 . 
问题 ( 亏 量 问题 )” 设 E, 是 下 级 为 (< +eo) 的 全 体 亚 纯 函 数 . 试 确定 


Ix ient 
" (Laet 


Q(u) = sup 
fe 


由 于 n EEAS, f(z) = e" 是 级 和 下 级 都 为 ”的 整 函数 , H 5(0) = 5(co) = 1. 
对 这 种 情形 , 亏 量 问题 是 平凡 的 . 换 名 话说 , 亏 量 问题 主要 是 考虑 j 是 非 整数 的 情 
形 . 

该 问题 有 以 下 重要 进展 : 当 jy < 1 时 , A. Edrei 于 1962 年 证 明了 


1 
i 0 < < ^A 


Qu) = i 
2 — sinum, 5 <p < Il. 


而 当 jy > 1 时 , 亏 量 问 题 的 研究 几乎 没有 什么 进展 . 
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亚 纯 函 数 与 其 导 函 数 有 公共 的 
波 雷 尔 (Borel) 7j [a] R3 ? 


Do A Meromorphic Function and Its Derivates 


Share A Common Borel Direction? 


一 些 理论 和 实际 问题 的 研究 往往 归结 为 函数 的 零点 分 布 . 这 时 人 们 考虑 的 对 象 
往往 是 整 函数 (全 平面 上 的 解析 函数 ) 与 亚 纯 函 数 . 整 函数 是 多 项 式 的 推广 , 而 亚 
纯 函 数 是 有 理 函 数 的 推广 . 一 方面 它们 将 许多 常见 的 函数 类 都 包含 在 内 , 另 一 方面 
它们 保持 了 许多 优良 的 品质 . Ye f(z) 为 一 整 函数 或 亚 纯 函数 , a 为 一 个 任意 复数 ， 
研究 方程 f(z) = a 是 否 有 根 以 及 根 的 多 少 与 如 何 分 布 , 形成 了 一 个 专门 的 数学 分 
x —— 函数 值 分 布 论 . 自 19 世纪 以 来 , 这 个 领域 吸引 了 许多 著名 学 者 的 兴趣 并 积 
累 了 丰硕 的 成 果 . 

1879 年 , 法 国 数学 家 E. Picard 借助 于 模 函 数 证 明 TEH: 者 f(z) 为 一 整 函 
数 , HABLA ER, 则 对 于 任意 复数 a, 方程 f(z) = a MAR, 至 多 除去 a 的 一 个 
例外 值 . 

Picard 定理 是 数学 历史 上 一 个 十 分 重要 的 结果 , 它 是 值 分 布 理 论 的 开端 . 

代数 基本 定理 告诉 我 们 , 复数 域 多 项 式 的 零点 个 数 由 其 次 数 确定 . 那么 , 如 果 
考虑 整 函数 或 亚 纯 函数 , 有 没有 一 个 量 可 以 起 到 象 多 项 式 次 数 那样 的 作用 来 度量 零 
FAP SVE? 1896 T Borel 正式 引入 整 函数 的 级 的 概念 ， 把 Picard 定理 大 大 推进 了 
一 步 . 他 证 明了 定理 : 若 f(z) 为 一 整 函 数 , 其 级 o 是 有 穷 正 数 , 则 对 于 任意 复数 a 
n ue — log n(r, j sa) 

7 一 oo logr 
至 多 除去 a 的 一 个 例外 值 . 这 里 n(r, f = a) 表示 圆 盘 |z| <r E f(z) = a 的 根 的 个 
数 ( 记 重 数 ). 

若 对 整 函 数 f(z), 上 述 提 到 的 例外 值 a FE, 则 把 a 叫做 f(z) 的 Borel 例外 值 . 
Borel 引入 的 级 可 以 度量 整 函 数 取 值 的 情况 ! 这 种 级 在 整 函数 值 分 布 的 研究 中 起 了 
巨大 的 作用 . Borel 定理 的 证 明基 于 函数 的 增长 性 , 是 纯 分 析 的 , 对 以 后 值 分 布 论 的 
发 展 有 很 大 影响 . 20 世纪 初 , 有 很 多 学 者 从 事 值 分 布 论 的 研究 , 其 中 应 特别 提 到 E. 
L. Lindelof, L. O. Blumenthal, A. Denjoy, À. Wiman, G. Varilon, J. E. Littlewood 
等 . 


= P, 
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1919 年 , G. Julia 应 用 P. Montel 的 正规 定 则 证 明了 定理 : 者 f(z) 为 超越 整 函 
数 , 则 至 少 存在 一 条 从 原点 发 出 的 射线 J: argz= 09 (0< 6 < 2x), 使 得 对 于 任意 
IER € 与 所 有 复数 a, EAR | argz 一 90| <e 内 f(z) =a MAR, 至 多 可 能 除去 a 
的 一 个 例外 值 . 这 样 的 射线 称 为 的 Julia 方向 . Julia 定理 开创 了 在 一 射线 附近 函数 
取 值 情况 的 研究 , 这 类 研究 形成 了 专门 的 理论 , 称 为 辐 角 分 布 论 ; 而 在 整个 平面 上 
函数 取 值 的 研究 , 则 称 为 模 分 布 论 . 

1925 E, 芬兰 数学 家 R. Nevanlinna 把 亚 纯 函 数 作 为 主要 研究 对 象 , 建立 了 两 
个 基本 定理 .他 的 研究 使 值 分 布 论 呈现 了 丑 新 的 面貌 , 开始 了 值 分 布 的 近代 理论 
(也 常常 称 为 Nevanlinna 理论 ). 这 是 对 20 世纪 数学 发 展 的 一 个 重大 贡献 . 对 于 一 
ASW ARPA f(z), Nevanlinna 引进 了 特征 函数 T(r, £P). T(r, 了) 刻 划 了 f(z) 的 增长 
TE, 例如 f(z) 的 级 p 可 定义 为 


7 一 co logr 


= f PHAN, Nevanlinna 证 明了 这 个 级 与 Borel 定义 的 级 相 吻 合 . 更 重要 的 
是 , Nevanlinna 建立 了 两 个 基本 定理 , 成 为 函数 值 分 布 近代 理论 的 基石 . Nevanlinna 
音 此 得 到 了 著名 的 亏 量 关系 . 

应 用 Nevanlinna 理论 , G. Valiron 于 1928 年 将 Julia 方向 作 了 重大 发 展 , 证 明 
T p & Borel 方向 的 存在 性 : Æ f(z) 为 p (0 < p < oo) 级 亚 纯 函 数 , 则 至 少 存在 一 
条 从 原点 出 发 的 射线 J: argz = 09 (0 < bo < 2n), 使 得 对 于 任意 正 数 6€ 与 所 有 复 
数 a( 包 括 oo) 有 


) 





Em n(r,09,£, f = a) 
7 一 co log r 
至 多 除去 关于 a 的 两 个 例外 , 其 中 n(r, 90,e, f = a) 表示 扇形 (2:|z| < r)n(z; |argz- 
09| < €) 上 f(z) = a 的 根 的 个 数 . 

这 一 阶段 有 很 多 杰出 的 学 者 从 事 值 分 布 论 的 研究 . 除了 Nevanlinna 兄弟 、 
Valiron, Milloux 等 人 外 , 还 有 Ahlfors, Bloch, Cartan 等 . 在 整 函 数 和 亚 纯 函数 的 值 
分 布 论 中 , 有 一 个 很 重要 的 方向 就 是 将 函数 取 值 与 其 导数 的 取 值 联系 起 来 . Valiron 
曾经 在 1928 年 提出 了 一 个 重要 而 困难 的 问题 : 

Valiron 问题 ”是否 亚 纯 函 数 与 其 导 函 数 有 公共 的 Borel 方向 ? 

这 个 问题 是 值 分 布 论 中 最 受 人 们 关注 的 问题 之 一 , 但 是 至 今 还 没有 完全 解决 . 
在 A. Rauch, 庄 二 泰 等 获得 了 一 些 附 加 了 条 件 的 结论 后 , H. Milloux 获得 了 重大 进 
Fe, 对 整 函 数 从 正面 回答 了 Valiron 的 问题 : We f(z) 是 一 个 具有 正 级 p HERA, 
则 f'(z) 的 p 级 Borel JÆ f 的 p 级 Borel 方向. 

Milloux 本 人 的 证 明 相 当 复杂 , 篇 幅 长 达 80 多 页 . 到 20 世纪 70 ER, BARA 
张 广 厚 大 大 简化 了 原来 的 证 明 . Milloux 的 这 一 工作 问世 后 , 人们 的 目光 自然 集中 


= p 
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到 了 亚 纯 函 数 , 但 是 Valiron 问题 始终 没有 完全 解决 . 在 这 一 问题 的 研究 上 , HY 
在 假设 f(z) 具有 两 个 Borel 例外 值 的 条 件 下 , 证 明了 f 及 其 导数 有 公共 Borel 77 
向 . 杨 乐 、 张 广 厚 、 张 庆 德 等 人 在 假设 f(z) 具有 一 个 Bore 例外 值 的 条 件 下 , 证 明 
了 了 及 其 导数 有 公共 Borel 方向 , 这 似乎 是 迄今 为 止 最 重要 的 进展 . 
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游 小 连续 统 存 在 性 问题 


The Existence of Wandering Continua 


有 理 函 数 f 的 Fatou R F(f) 是 指 f 的 迭代 序列 CU, f?2,… ,f",…} 的 正规 
点 集合 , 其 余 集 J(f) =C- F(f) 称 为 Julia E. 我 们 提出 下 面 这 个 问题 

问题 ”是 否 存 在 非 退 化 的 连续 统 K C J), 使 得 对 于 所 有 n> m > 0, f^()n 
f"(K) = ©. 

上 述 问题 中 的 K 称 为 游荡 连续 统 . 

在 很 多 情况 下 , 我 们 知道 没有 游荡 连续 统 . 当 f 是 多 项 式 , J(f) 连通 且 局 部 连 
通 时 , WAAR Bee. 当 J(f) 不 连通 时 , 对 周期 的 连通 分 支 , MceMullen?! 证 
A USCS TSA Julia 集 . 对 游荡 分 支 , 上 述 问题 等 价 于 
著名 的 Branner-Hubbard 7478! , 这 个 猜想 最 近 已 被 解决 向 . 

当 /是 几何 有 限 的 有 理 函数 时 , WR J(f) 不 连通 , 则 其 Julia 集 的 游荡 分 支 是 
单 点 或 Jordan HRP. 基于 这 些 观 察 , 我 们 猜测 : 

猜想 ” 设 f 是 几何 有 限 的 有 理 函 数 且 J(f) 连通 , 如 果 f 不 是 flexible Lattés 
映射 , 则 J(f) 上 没有 充满 的 游荡 连续 统 . 

一 个 连续 统称 为 是 充满 的 , 如 果 其 余 集 是 连通 的 . WR f 是 flexible Lattés BR 
射 , 那么 可 以 在 J(f) 上 找到 游荡 的 连续 统 . 这 是 目前 知道 的 唯一 反例 . 
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阿诺德 (Arnold) 猜想 


Arnold Conjecture 


Arnold 猜想 是 辛 几何 与 六 拓扑 的 前 沿 焦 点 问题 之 一 . 这 个 问题 涉及 微分 几何 、 
微分 拓扑 与 代数 拓扑 、 微 分 方程 与 动力 系统 以 及 非 线 性 分 析 和 临界 点 理论 等 众多 
数学 分 支 领域 , 是 近 二 十 年 来 六 几何 与 辛 拓 扑 领 域 发 展 的 重要 动力 之 一 . 这 个 猜想 
是 Poincaré-Birkhoff 定理 的 推广 . 

一 个 2n 维 流 形 M 称 为 辛 流 形 , 如 果 其 上 具有 一 个 处 处 非 退 化 闭 的 2 形式 w. 
‘EN ” 维 子 流 形 工 称 为 Lagrange 子 流 形 , WR w =0. KR H:R/Zx MORE 
一 个 光滑 函数 , 它 定 义 了 一 个 向 量 场 X 满足 (Xu) = dH, 这 个 向 量 场 称 之 为 
Hamilton 问 量 场 . 把 Hamilton 系统 D = X(p(t,r)) 满足 条 件 (0,2) = x 
的 解 确定 的 微分 同 胚 y(1,:) : M 一 M 称 为 Hamilton 微分 同 胚 , 简 记 y = (1, 小 
Hamilton 微分 同 胚 有 退化 和 非 退 化 两 种 情况 . 

Arnold 关于 Hamilton 微分 同 胚 o 的 不 动 点 个 数 的 猜想 (猜想 A): 

对 于 一 个 紧 (无 边 ) FRE M, o 的 不 动 点 个 数 不 小 于 M 上 的 光滑 函数 的 临 
界 点 个 数 的 下 确 界 吕 . 

这 个 命题 对 于 vo 很 靠近 恒 等 映射 时 已 被 证 明 . 大 家 知道 , 对 于 M 上 的 Morse 
函数 (每 个 临界 点 皆 非 退化 ), 其 临界 点 的 个 数 不 小 于 OM 的 Betti 数 之 和 (依赖 于 
系数 群 ). 一 般 情况 下 , 任何 一 个 M 上 的 光滑 函数 , 其 临界 点 的 个 数 不 小 于 M. BRE 
数 , 后 者 不 小 于 M 的 上 同调 群 的 cup RE. 这 些 量 都 是 M 的 拓扑 不 变量 . 

把 非 退 化 Hamilton 微分 同 胚 y 的 不 动 点 个 数 用 M 的 Morse 函数 临界 点 的 下 
确 界 (弱化 为 用 M 的 Betti 数 之 和 ) 估计 的 命题 称 为 上 述 Arnold 猜想 的 非 退化 情 
况 . 把 退化 Hamilton fr [ERE y 的 不 动 点 个 数 用 M 的 光滑 函数 临界 点 的 下 确 界 
(弱化 为 用 M 的 畴 数 或 上 同调 群 的 cup RE) 估计 的 命题 称 为 上 述 Arnold 猜想 的 
退化 情况 . 

Eliashberg 在 1978 年 对 n = 1 证 明了 这 个 猜想 , 但 是 他 未 发 表 他 的 工作 . 对 
于 标准 环 面 T” 而 言 , 猜想 A 的 退化 与 非 退化 情况 于 1983 年 被 C. Conley 和 E. 
Zehnder WEH, 这 个 工作 是 用 变 分 方法 于 Arnold 猜想 研究 的 第 一 个 突破 . 接 下 来 
的 突破 当 属 Floer 于 20 世纪 80 年 代 末 的 一 系列 工作 4, 他 的 这 个 时 期 的 工作 , ER 
了 在 某 种 条 件 下 证 明了 上 述 猜 想 和 后 面 的 猜想 B 外 , 其 方法 对 于 后 来 的 一 系列 工 
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作 起 着 很 重要 的 作用 . 接 下 来 , Hofer SH AZINE, 为 研究 这 个 猜想 作出 了 
重要 贡献 . 20 世纪 90 ERR, 非 退化 情况 y 的 不 动 点 的 个 数 不 小 于 关于 实数 域 的 
Betti 数 之 和 的 命题 分 别 被 Fukaya-Onol9), XK, HANS). MARO 等 证 明 . 在 这 
些 证 明 中 Gromov HJ J 全 纯 曲 线 理论 和 Floer 同调 理论 等 起 到 了 关键 作用 .其 实 ， 
Floer 当年 就 是 为 了 研究 这 个 猜想 而 发 展 了 Floer 同调 理论 384. 对 于 退化 情况 , 无 
论 是 用 M 的 畴 数 还 是 M 的 上 同调 类 的 cup 积 长 做 o 的 不 动 点 的 个 数 的 下 界 估 
iW, 没有 完全 被 证 明 , 一 些 部 分 结果 可 见 文献 [2]、[10]. 

Arnold 关于 Lagrange 子 流 形 相 交 数 的 猜想 (猜想 B): 

对 于 辛 流 形 M 的 紧 Lagrange FIRE L, 它 与 另 一 个 紧 Lagrange 子 流 形 q(L) 
的 交点 个 数 不 小 于 L 上 的 光滑 函数 的 临界 点 个 数 的 下 确 界 山 ， 

这 个 命题 对 于 y 很 靠近 恒 等 映 射 时 已 被 证 明 , 猜想 A 可 从 猜想 B 推出 . 猜想 
B 也 有 非 退 化 (L 与 e(L) 横 截 相交 ) 与 退化 两 种 情况 . 和 猜想 A 一 样 , 对 于 非 退 
化 情况 可 弱化 为 用 工 的 Betti 数 之 和 来 做 相交 数 的 下 界 估计 . 退化 情况 可 弱化 为 用 
L 的 畴 数 或 上 同调 群 的 cup 积 长 来 做 相交 数 的 下 界 估 计 . 但 是 , 值得 注意 的 是 , 这 
个 命题 一 般 情况 下 还 需要 加 一 个 条 件 , 否则 有 反例 , 例如 2 维 环 面 上 的 经 圆 , 可 用 
一 个 Hamilton 微分 同 胚 推 开 而 与 之 不 相交 . 找到 合适 的 附加 条 件 或 者 针对 一 些 特 
例 , 证 明 这 个 命题 , 也 是 相当 有 意义 的 工作 5 了 
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Dry Ten Martini 问题 
The Dry Ten Martini Problem 


Schrödinger 算 子 在 量子 力学 , dA 25975 BAEZA. Schrödinger 算 
子 的 谱 问 题 有 很 长 的 研究 历史 . SimonU! 在 21 世纪 初 曾 撰文 总 结 了 20 世纪 这 个 
问题 的 研究 成 果 并 为 21 世纪 提出 一 些 公开 问题 . 我 们 介绍 其 中 的 一 个 . 

考虑 定义 在 12(Z) 上 的 准 周期 Schrödinger 算 子 H = Hyy woe: 


(Hu), = un41 + Un—1 + 22v(0 + na)u,, 


这 里 v(9) 是 周期 函数 , ACR o. € RAQ,0 € R. 通常 v0) RATA, a RAME, 0 
称 为 相位 . À 称 为 耦合 参数 . M v(0) = cos 时 ， 称 FL) cos,0,6 A Mathieu aT. HE Fal 
期 Schrödinger BS 4E — IX REPRE FARMERS, 我 们 要 研究 这 类 算 子 谱 的 信息 
(如 谱 集 是 否 为 Cantor 集 ? 谱 集 的 Lebesgue WE? 是 否 有 绝对 连续 谱 、 奇 异 连续 
W AW? ). 我 们 知道 Hasse 的 谱 集 与 9 ER, 正则 点 是 开 集 且 其 每 一 个 连通 开 
子 区 间 ( 称 为 谱 阶 ) 和 一 个 形 如 Ska 的 旋转 数 唯一 对 应 (本 结果 称 为 Gap Labelling 
jg 388). 下 面 关 于 Mathieu 算 子 的 谱 问 题 被 Kac 和 Simon"! 称 为 Ten Martini Ù) 
题 和 Dry Ten Martini 问题 . 

Ten Martini 问题 Mathieu F Hy cosa 0o 的 谱 集 是 否 为 Cantor 集 ? 

这 个 问题 近期 被 Avila-Jitomirskaya fif 3). 

Dry Ten Martini 问题 ”Mathieu 算 子 刀 xcos we 的 所 有 谱 除 是否 都 是 打开 的 ? 
即 是 否 对 所 有 的 k, 存在 谱 阶 使 得 其 对 应 的 旋转 数 为 了 ka? 

这 个 问题 目前 只 有 部 分 结果 [8 和. Mathieu 算 子 只 是 极其 特殊 的 Schrödinger 算 
Cd. 进一步 的 问题 还 有 : 是 否 对 通 有 的 v(0), H = Ho a0 的 谱 集 是 Cantor 集 ? EA 
对 通 有 的 v(0), H = Ay se 的 谱 阶 都 是 打开 的 ? 其 中 第 一 个 问题 等 价 于 一 致 双 曲 系 
统 在 下 面 特 殊 的 单 参 数 族 动力 系统 中 的 稠密 性 . 

准 周期 Schrödinger AF H = Hwa 对 应 一 个 T! x SLQ,R) 上 的 线性 斜 积 
映射 : 


(a, A): T'xSL(2,R)— T! x SL(2,R) 
(8, z) + (0 + a, A(0)2), 
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其 中 


我 们 把 Hyva 的 谱 问 题 归 入 动力 系统 是 因为 它 的 谱 性 质 和 其 对 应 的 斜 积 映射 


(a, A) 的 动力 学 性 质 有 着 极其 密切 的 关系 (如 正则 点 和 一 致 双 曲 性 、 点 谱 和 非 一 致 
双 曲 性 、 绝 对 连续 谱 和 可 约 性 等 ), 因此 谱 理 论 问题 可 以 被 转化 为 动力 系统 问题 . 动 
力 系统 的 许多 理论 和 方法 , 如 光滑 遍历 论 、KAM 理论 、 重 整 化 方法 、Green 函数 方 
法 等 对 研究 这 个 问题 起 重要 作用 . 另外 , 这 个 问题 还 和 频率 的 数论 性 质 密切 相关 . 
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菲 尔 斯 腾 贝 格 (Fürstenberg) 猜想 


Fürstenberg's Conjecture 


复 平 面 单位 圆周 T 上 最 简单 的 连续 映射 之 一 是 xn z ET z^" € T, XE n 
是 自然 数 . 对 单个 映射 x, 而 言 , T 中 存在 大 量 xr 不 变 的 闭 子 集 , 同时 T 上 也 存 
EKE xn 不 变 Borel 概率 测度 . 现在 如 果 考 虑 两 个 映射 Xn, Xm, 情况 就 非常 不 
IT. 为 了 让 Xn, xm 本 质 上 是 两 个 不 同 非 恒 同 映射 ,我们 自然 地 要 假设 n,m > 2 


且 n,m 为 乘积 独立 , 即 LEL 为 无 理 数 . 在 这 种 情况 下 , 1967 4E, Fiirstenberg!!! 证 


log m 
BH I T 中 只 有 特殊 少数 闭 子 集 同 时 在 映射 xn, Xm 下 不 变 . 

Fürstenberg 定理 设 mwm > 2 为 两 个 乘积 独立 的 自然 数 ， 假 设 生 是 了 
的 非 空 闭 子 集 且 在 映射 xn, Xm 下 不 变 ( 即 xn(X) C X, Xm(X) € X), WBA 
X =T, BAX 为 有 限 集 . 且 当 X 为 有 限 集 时 , X 的 每 个 元 素 均 为 单位 根 . 

同年 , Fiirstenberg 猜想 对 T 上 在 映射 xn, Xm 下 不 变 Borel 概率 测度 也 有 类 
似 的 测度 刚性 的 结论 . 为 此 对 自然 数 , 我 们 称 T 上 Borel 概率 测度 p 为 xk AB, 
WRX T 的 任意 一 个 Borel FE A 均 有 u(x,1A) = u(A). 对 自然 数 k,l, 我 们 称 
上 在 xk,xi 生成 的 半 群 作用 下 遍历 , WR u 同时 为 x, x. 不 变 , EX T 的 任意 一 
个 满足 xi!4 = 4 和 x714 = 4 的 Borel 子 集 4 均 有 (4)=1 或 4(4)=0. 

Fürstenberg 猜想 E n,m > 2 为 两 个 乘积 独立 的 自然 数 .， WR u ÆT 
上 一 个 Borel 概率 测度 且 在 x, xm 生成 的 半 群 作用 下 遍历 , 则 / BAA T 上 的 
Lebesgue 测度 , 要 么 为 等 分 布 在 有 限 个 点 上 的 原子 测度 . 

Fürstenberg 猜想 是 遍历 理论 中 的 最 著名 的 问题 之 一 . 该 猜想 的 第 一 个 本 质 进 
展 是 Lyons!) 在 1988 年 获得 的 , 他 证 明了 在 Fürstenberg 猜想 原 有 的 条 件 下 , 如 果 
还 要 求 u 相对 于 x, 具有 Kolmogorov 属性 ( 即 保 测 系统 (T, u, xn) 没有 非 平 凡 的 
SWAT), W j AT 上 的 Lebesgue WIRE. 随后 , 1990 年 Rudolphi?! 证 明了 : 

Rudolph 定理 ” 设 n,m > 2 为 两 个 互 素 的 自然 数 , p 是 T 上 一 个 Borel 概 
率 测度 且 在 Xn, xm 生成 的 半 群 作用 下 人 遍历. 如果 u 相对 于 x, AEM, Wp AT 
上 的 Lebesgue 测度 . 

1992 Œ, Johnson!" 将 Rudolph 定理 推广 到 n,m 乘积 独立 的 情形 . 随后 Feld- 
man, Host!® 和 Lindenstrauss, Meiri, Peres!" 也 分 别 给 出 Roudolph 定理 不 同 的 证 
BH, 特别 是 Host 的 证 明 巧 妙 的 使 用 了 调和 分 析 中 的 想法 和 技巧 . 这 些 在 Fürstenberg 
猜想 研究 中 所 产生 的 方法 和 思想 目前 已 经 成 功 地 应 用 到 微分 几何 和 数论 等 领域 的 
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一 些 问 题 的 研究 中 , 例如 ,Lindenstraussl8,'3| 将 它 用 到 微分 几何 量子 唯一 遍历 性 问 
题 的 研究 中 ; Lindenstrauss, Einsieder 和 Katok?! 将 它 用 到 数论 Littlewood 猜测 
的 研究 中 . 尽管 Fürstenberg HAA EN BE CATR, IFS 
情形 目前 还 没有 任何 进展 , 它 的 完全 解决 将 是 一 件 任重道远 的 事情 . 


[1] 
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IRR (Hénon) 映射 族 中 奇异 吸引 子 的 存在 性 问题 


Existence of Strange Attractors in Hénon Family 


Hénon 映射 族 中 奇异 吸引 子 的 存在 性 问题 是 非 双 曲 动力 系统 研究 中 的 一 个 焦 
点 问题 . 现代 动力 系统 的 研究 始 于 20 世纪 Smale 等 人 关于 双 曲 动力 系统 的 理论 工 
作 , 而 关于 非 双 曲 动力 系统 的 研究 则 主要 是 围绕 几 类 著名 的 系统 展开 的 , 而 通过 这 
些 特 例 的 研究 也 带动 了 一 般 的 非 双 曲 系统 的 研究 . 

目前 受到 人 们 普遍 重视 并 得 到 充分 研究 的 几 类 含有 奇异 吸引 子 的 系统 包括 Lo- 
gistic JHK. Hénon 映射 族 以 及 Lorenz 方程 等 . 关于 Logistic 映射 族人 们 已 经 有 
了 充分 的 理解 , Lorenz 方程 也 证 明了 奇异 吸引 子 的 存在 性 , 但 是 有 关 Henon 映射 族 
在 原始 参数 附近 奇异 吸引 子 的 存在 性 问题 的 进展 却 很 少 . 

问题 Henon 映射 族 Ha elx, y) = (1— az? + by, x) 在 参数 a = 1.4,b = 0.3 附 
近 是 否 存在 奇异 吸引 子 ? | 

1991 年 . Benedicks 和 Carleson 利用 一 维 扰动 的 方法 探讨 了 在 a 接近 2, b 接 
Xr 0 时 Hénon 映射 族 的 动力 行为 , 他 们 证 明了 对 于 正 测 度 的 参数 集合 , Hénon 映射 
都 具有 奇异 吸引 子 . Benedicks, Carleson 等 人 的 工作 使 非 双 曲 系统 的 研究 得 到 了 迅 
速 而 富有 成 果 的 发 展 , 许多 数学 家 进一步 探讨 了 同 宿 相 切 、 各 类 分 支 问题 等 复杂 的 
动力 现象 , 他 们 的 工作 推动 了 整个 动力 系统 的 研究 , 而 相关 的 研究 也 在 其 他 学 科 以 
及 数学 的 其 他 分 支 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

就 Hénon 映射 族 本 身 来 讲 , 目前 人 们 只 是 关于 非常 特殊 的 参数 获得 了 一 些 成 
R, 至 今 尚 不 知道 在 初始 参数 附近 存在 奇异 吸引 子 还 是 周期 非常 大 的 周期 轨道 . 如 
果 能 够 证 明 Hénon 映射 族 在 初始 参数 附近 存在 奇异 吸引 子 , 那么 就 解决 了 目前 的 
一 维系 统 的 扰动 方法 所 无 法 处 理 的 情形 , 这 必然 是 引进 了 新 的 方法 或 思想 的 结果 ， 
因此 , 该 问题 的 解决 必 将 带动 整个 非 双 曲 系 统 研 究 的 进一步 发 展 , 使 人 们 能 够 更 好 
地 理解 复杂 系统 的 动力 性 态 , 同时 这 些 新 的 方法 与 技巧 也 会 在 一 般 的 动力 系统 的 研 
究 中 发 挥 强 有 力 的 作用 ， 
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希 尔 伯 特 (Hilbert) 第 16 问题 


Hilbert’s 16th Problem 


Hilbert 第 16 问题 的 后 半 部 分 是 寻求 全 体 n 次 平面 多 项 式微 分 系统 极限 环 的 
最 大 个 数 LH (n), 以 及 这 些 极限 环 可 能 出 现 的 各 种 相对 位 置 . 这 是 德国 数学 家 Hilbert 
在 一 百 多 年 前 所 提 的 23 个 著名 数学 难题 之 一 , 也 是 其 中 少数 尚未 解决 的 问题 之 一 . 

极限 环 是 平面 动力 系统 的 孤立 闭 轨 .当时 间 ( 正 向 或 负 向 ) BRAN, CH 
临近 轨道 的 极限 集 ， 从 数学 上 看 , 当 研 究 一 个 平面 系统 的 轨道 拓扑 结构 时 , 最 核心 
和 最 困难 的 问题 就 是 掌握 它 的 极限 环 的 个 数 及 其 分 布 ; 从 应 用 上 看 , 在 物理 、 力学 、 
工程 、 生 物 、 医 学 , 乃至 社会 科学 等 领域 的 大 量 数学 模型 中 , 极限 环 代表 着 某 种 稳 
定 的 周期 态 , 它 的 存在 与 否 、 存 在 时 的 个 数 与 分 布 都 是 至 关 重 要 的 . 

然而 对 此 问题 的 研究 却 波折 迭出. 1923 F, 法 国人 Dulac 证 明 , 一 个 给 定 的 平 
面 多 项 式 系统 的 极限 环 个 数 是 有 限 的 . 但 是 在 20 世纪 80 ER, 人 们 发 现 他 的 证 明 
中 有 一 个 严重 漏洞 . 俄罗斯 的 lyashenko 和 法 国 的 Ecalle 等 人 经 过 坚 苦 努力 独立 
给 出 长 篇 修补 证 明 , 受到 了 广泛 关注 . 1955 Æ, 前 苏联 的 Petrovskii 和 Landis “证 
明 ” 五 (2) = 3. 但 其 证 明 长 期 受到 一 些 西 方 学 者 的 质疑 , 直到 1979 FREK EHRE 
和 陈 兰 苏 、 王 明 淑 分 别 举 出 至 少 存在 4 个 极限 环 的 二 次 系统 的 反例 , 这 个 问题 才 尘 
埃 落 定 , 并 重新 引发 了 人 们 对 平面 二 次 系统 的 研究 热情 . 

值得 指出 的 是 , 上 述 有 限 性 结果 只 是 对 每 一 个 给 定 的 ”次 多 项 式 系统 而 言 . 而 
H (n) 的 有 限 性 , 是 指 全 体 n 次 多 项 式 系统 极限 环 个 数 的 一 致 有 限 性 . READS 
测 H(2) = 4 但 H(2) 是 否 有 限 的 问题 都 没有 结果 , 这 也 是 国际 上 一 批 数 学 家 至 今 
还 在 研究 的 一 个 课题 , 而 对 n > 2 的 情形 下 Hn) 是 否 有 限 的 研究 尚 无 头绪 . 

对 Hilbert 第 16 问题 的 研究 如 此 艰难 , 缘 于 缺乏 有 效 的 数学 工具 对 极限 环 的 
个 数 给 出 精确 刻画 . 俄罗斯 数学 家 Arnold 从 20 世纪 70 年 代 以 来 多 次 提出 所 谓 弱 
化 的 Hilbert 第 16 问题 : 寻求 全 体 n KEWA 1 形式 沿 所 有 可 能 的 ”+1 次 闭 代 
数 曲 线 族 的 Abel 积分 零点 个 数 的 上 确 界 Z(n). 粗略 地 说 , 当 把 多 项 式 系统 限制 在 
接近 Hamilton 系统 的 范围 内 时 , HE (n) 就 可 以 用 Z(n) RE. 对 这 个 限制 形式 , 可 以 
应 用 一 些 实 分 析 , 复 分 析 和 代数 拓扑 的 工具 . Z(n) 的 有 限 性 已 在 1984 年 得 到 了 证 
BH. 另外 , 经 过 很 多 人 十 余年 的 努力 , 对 Z(2) 的 研究 也 于 2002 年 取得 突破 . 如 果 
把 “接近 Hamilton 系统 ”扩展 为 “接近 可 积 系 统 ”, 或 考虑 n > 2 的 情形 , 弱化 的 
问题 依然 十 分 困难 . 
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近 几 十 年 来 , 国际 上 对 Hilbert 第 16 问题 的 研究 相当 活跃 , 文章 大 量 涌现 , 这 
其 中 也 包括 我 国 数学 工作 者 的 多 方面 贡献 . 我 们 在 参考 文献 里 列 出 了 Ilyashenko 
和 李 继 彬 的 两 篇 综述 文章 , VA BRAS ASR IES? TRS ASS. 

困难 与 挑战 召唤 并 激励 着 有 为 青年 , 也 促进 着 数学 的 发 展 与 创新 . 我 们 有 理由 
相信 , 这 个 世纪 难题 的 解决 之 日 , 将 是 数学 理论 走 上 一 个 更 高 阶梯 之 时 . 
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Palis 猜测 


Palis' Conjecture 


微分 动力 系统 是 20 世纪 60 年 代 以 来 , 以 结构 稳定 性 研究 为 缘起 发 展 起 来 的 
一 个 数学 学 科 . 该 学 科 一 方面 有 微分 方程 定性 论 和 拓扑 动力 系统 的 深厚 背景 , 一 方 
面 有 物理 、 力 学 、 工 程 技术 , 乃至 生物 学 、 金 融 等 多 方面 的 实际 应 用 , 很 受 各 界 的 
关注 . 像 “ 浑 沌 * 、“ 育 异 吸 引子 ”这 样 一 些 引 人 入 胜 的 概念 , 就 是 这 个 学 科 中 的 一 
些 “关键 词 ”. 这 一 学 科 早 期 的 著名 人 物 有 S. Smale, D. Anosov, J. Moser, Ya. Sinai 
等 , RAP REA, 竞 不 胜 枚 举 . 

微分 动力 系统 几 十 年 来 的 发 展 线索 ， 从 结构 稳定 性 角度 来 看 ， 大体 是 从 结构 
稳定 系统 到 结构 不 稳定 系统 , 或 者 说 从 双 曲 系统 到 “ 双 曲 之 外 ”(“beyond hyperboli- 
city)， 早 些 年 这 方面 的 一 个 中 心 问题 是 所 谓 稳定 性 猜测 , 是 以 双 曲 性 为 要 素 的 关 
于 结构 稳定 系统 的 特征 刻 划 . 这 一 问题 经 过 几 十 年 的 努力 , PAE we Mane 
等 人 的 系统 贡献 , 已 基本 解决 . 目前 微分 动力 系统 的 主要 发 展 趋势 是 试图 “走出 双 
曲 之 外 ”，Palis 猜测 就 是 这 方面 一 个 有 重大 影响 的 问题 . 该 猜测 粗略 地 是 说 : 大 多 
数 微分 同 胚 , 或 者 相当 稳定 , 或 者 极 不 稳定 . 其 准确 陈述 如 下 : 


Palis 猜测 : 任 一 微分 同 胚 或 者 能 被 双 曲 系统 Cr BI, 或 者 能 被 具有 同 宿 
切 或 异 维 环 现象 的 系统 C^r 逼近 . 


这 里 , 所 谓 双 曲 系 统 是 指 非 游荡 集 为 双 曲 集 的 系统 . 这 种 系统 概括 了 结构 稳定 
系统 的 精髓 , 具有 相当 程度 的 结构 稳定 性 . 与 此 相对 照 , 所 谓 同 宿 切 是 指 一 个 双 曲 
周期 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 不 横 截 相交 的 现象 , 而 异 维 环 是 指 两 个 不 同 指标 的 双 曲 
周期 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 连 接 成 环 的 现象 . 就 精神 实质 而 言 , 这 两 种 现象 是 一 百 
年 前 庞 加 菜 (Poincaré) 就 注意 到 的 极 不 稳定 的 现象 . 庞 加 菜 发 现 其 动力 形态 极端 
复杂 、 瞬息 万 变 . 这 个 猜测 如 果 成 立 , 就 说 明 在 “ 双 曲 之 外 ”的 世界 , 处 处 会 碰 到 这 
两 种 经 典 的 极 不 稳定 的 现象 . 有 人 曾 问 Palis 他 为 什么 做 这 样 的 猜测 , 他 简单 地 回 
答 :“ 我 相信 庞 加 莱 的 洞察 力 ”. 

对 于 2- 维 情 形 , 在 C^1 拓扑 下 , 这 一 猜测 在 2000 年 被 E. Pujals 和 M. Sam- 
barino 合作 解决 .由 于 异 维 环 现象 在 2- 维 不 可 能 出 现 , 他 们 所 证 明 的 , 也 即 Palis 
对 2- 维 情形 所 特别 猜测 的 , 实际 上 是 曲面 上 任 一 微分 同 胚 或 者 能 被 双 曲 系统 C^ 
EXE, 或 者 能 被 具有 同 宿 切 现象 的 系统 C^1 逼近 . 这 是 一 个 重大 的 进展 . 
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目前 , 对 于 这 一 猜测 的 高 维 情形 的 研究 在 C^ 拓扑 下 出 现 了 一 些 重要 的 进展 ， 
引起 了 整个 学 科 的 注意 . 其 结果 和 方法 有 许多 本 质 的 创新 , 牵动 了 许多 的 方面 . 近 
些 年 出 现 的 关于 部 分 双 曲 (partially hyperbolic) 系统 的 理论 、 由 连接 引 理 引发 刷新 
了 的 通 有 (generic) 理论 和 一 些 经 典 的 筛 滤 理 论 、Conley 理论 等 , 也 不 约 而 同 为 此 
准备 了 条 件 . 该 猜测 高 维 情形 的 研究 目前 颇 为 看 好 . 

如 上 所 述 , 到 目前 为 止 , 关于 这 一 猜测 所 取得 的 进展 都 是 对 C^1 拓扑 而 言 的 ， 
ER > = 1 的 情形 . 这 与 微分 动力 系统 的 若干 基本 扰动 技术 如 封闭 引 理 和 连接 引 
理 都 是 对 C^1 拓 扑 而 言 的 现状 有 关 . 在 这 个 意义 上 , 微分 动力 系统 更 广阔 、 更 精彩 
的 故事 还 在 前 方 . 
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罗 林 (Rohlin) 问题 
Rohlin's Problem 


Rohlin 猜测 是 遍历 理论 中 前 沿 焦点 问题 之 一 . 遍历 理论 是 动力 系统 的 一 个 重 
要 分 支 ， 它 与 概率 论 、 调 和 分 析 、 泛 函 分 析 、 组 合 数论 、 拓 扑 动力 系统 等 其 他 数 
学 分 支 有 着 密切 的 联系 . 称 (X, X, uT) 为 一 个 保 测 系统 , FB (X, X, u) 为 概率 空间 ， 
T: X > X ATAMI, E AT-14) = (A, VA e X. 对 于 一 个 保 测 系 统 (X, X, u, T), 
如 果 对 Acx, TIA = A, 那么 就 有 (A) = 1 或 0, 此 时 称 系 统 为 遍历 的 . WAR 
统 是 遍历 理论 的 主要 研究 对 象 . 如 果 一 个 遍历 系统 和 自己 的 乘积 系统 仍 为 遍历 的 ， 
那么 此 时 系统 称 为 弱 混 合 的 . 可 以 证 明 保 测 系统 (X, A7, n, T) 为 弱 混 合 的 当 且 仅 当 
对 于 任何 可 测 子 集 A, B 都 有 


Pim_A4nT "B)- u(A)u(B), 
其 中 J 为 密度 为 1 的 序列 . 如 果 对 于 任何 可 测 子 集 ALB 都 有 
| w(ANT-"B) > u(A)u(B), n— 00, 


那么 称 系统 为 2 混合 的 , 或 直接 称 为 混合 的 . 遍历 性 、 弱 混合 和 强 混合 性 都 是 动力 
系统 谱 的 性 质 . 

Rohlin 问题 是 一 个 与 混合 相关 的 问题 . 系统 称 为 3 混合 的 是 指 , 对 于 任何 可 
测 子 集 A,B,C, 都 有 pANT" BAT MOC), 34 n,m 趋向 于 无 穷 时 , 它 趋向 于 
p(A)u(B)u(C). 类 似 可 以 定义 n WAH. Rohlin 的 问题 是 : 

ER 2 混合 性 蕴涵 了 任意 的 ”混合 性 ? 

Rohlin 问题 是 遍历 理论 中 的 一 个 核心 问题 党 , 目 它 提出 来 以 后 许多 优秀 的 数学 
工作 者 为 之 奋斗 , 但 是 迄今 尚未 彻底 解决 这 个 问题 . | 

这 个 问题 对 于 一 般 的 群 作 用 是 不 正确 的 , Ledrappier?] 指出 在 Z? 的 作用 下 , F 
在 2 混合 但 是 不 是 3 混合 的 例子 . Rohlin 问题 的 相对 化 问题 也 是 不 正确 的 , 最 近 
Rue” 指出 了 此 点 . 但 是 也 有 许多 例子 支持 了 这 个 问题 的 正面 回答 : Host!!! 证 明了 
在 奇异 谱 的 时 候 , 2 混合 蕴涵 了 任意 混合 ; Kalikow 和 Ryzhikovi9 分 别 对 阶 为 一 
和 阶 有 限 的 系统 证 明了 2 混合 蕴涵 了 任意 混合 . 

Rohlin 问题 的 解决 对 于 深入 理解 保 测 系统 的 内 在 结构 有 着 重要 的 意义 . 它 是 
遍历 论 中 一 个 十 分 重要 的 问题 , 围绕 着 这 个 问题 , 这 个 领域 的 数学 工作 者 已 经 创立 
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了 许多 新 的 技巧 和 方法 , 这 些 都 已 经 极 大 丰富 了 遍历 理论 的 本 身 . 但 是 彻底 解决 
Rohlin 问题 仍 是 一 件 十 分 艰难 的 工作 . 
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Veech 猜测 


Veech's Conjecture 


Veech 猜测 是 拓扑 动力 系统 中 一 个 长 期 未 解决 的 重要 问题 . 众所周知 , 拓扑 动 
力 系统 是 动力 系统 理论 的 一 个 重要 研究 分 支 ， 它 与 遍历 理论 、 调 和 分 析 、 组 合 数 
ib. Ramsey 理论 等 众多 数学 分 支 有 着 密切 的 关系 . 运用 拓扑 动力 系统 的 方法 可 以 
解决 许多 其 他 分 文中 的 问题 , 例如 , Wolf 奖 得 主 Furstenberg 运用 拓扑 动力 系统 的 
方法 重新 证 明了 van der Waerden 定理 , 并 且 得 到 一 系列 的 推广 , 其 中 很 多 结果 至 
A UB AA uE 3, 

很 久 以 前 , 拓扑 动力 系统 专家 们 就 认识 到 许多 组 合 数论 以 及 调和 分 析 中 的 问题 
与 动力 系统 中 的 回复 属性 密切 联系 在 一 起 ，Veech 猜测 就 是 其 中 一 个 古老 的 问题 . 
这 个 问题 虽然 很 早 就 有 , 但 是 最 早 是 由 Veech] 明确 提出 的 : 


如 果 5 是 一 个 相对 稠密 的 整数 集合 , 那么 5 - 5 是 否 为 0 在 整数 集 2 中 的 
Bohr 邻 域 ? 


其 中 一 个 序列 具有 相对 稠密 性 是 指 它 有 一 个 有 限 的 间距 ( 即 如 果 S = {a < 
az < <an <}, 那么 5 为 相对 稠密 或 者 称 为 syndetic 是 指 存在 M > 0 使 得 
an — an-ı < M, Yn > 2), W S-S —(m—n:m,n BF S }. 一 个 群 的 Bohr X 
化 是 指 它 的 一 个 万 有 群 紧 化 , 对 于 Z 的 Bohr 紧 化 就 是 在 离散 拓扑 下 一 维 环 面 T! 
的 对 偶 群 . 在 文献 [4] F, Veech 在 刻画 交换 群 下 极 小 系统 的 等 度 连续 结构 关系 时 ， 
证 明了 在 忽略 一 个 零 密度 集合 的 情况 下 , 对 相对 稠密 集合 S, 5 -5 为 0 在 2 中 的 
Bohr 邻 域 . 但 是 对 于 一 般 的 情况 直到 现在 还 没有 进展 . 

现在 已 经 知道 这 个 问题 与 许多 其 他 重要 的 问题 密切 相关 , 其 中 比较 著名 的 是 
Katznelson 的 问题 . 一 个 集合 A 称 为 拓扑 回复 的 是 指 ， 对 于 任何 拓扑 动力 系统 
(X,d,T) (其 中 X 为 紧 致 度量 空间 , d 为 其 度量 , T: X 一 X 为 连续 映射 ) 以 及 
任何 a > 0, 存在 点 zeX 和 A "PARC n 使 得 d(T"x,x) < a. 如 果 在 上 面 定 义 中 将 
“任何 动力 系统 ” 改 为 “任何 有 限 维 环 面 的 旋转 ”, 那么 集合 A PKA Bohr 回复 集 . 
明显 地 , 根据 定义 任何 拓扑 回复 集 必 为 Bohr 回复 集 . Katznelson 的 问题 是 : 


是 否 任何 Bohr 回复 集 必 为 拓扑 回复 集 B3l? 


可 以 证 明 , 一 个 集合 4 为 拓扑 回复 的 当 且 仅 当 对 任意 相对 稠密 集合 S, AN(S- 
S) # 2. 根据 这 个 结果 可 以 看 出 : 如 果 Veech 猜测 成 立 , 那么 Katznelson 的 问题 
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的 答案 也 是 肯定 的 . 我 们 还 可 以 举 出 许多 类 似 的 例子 说 明 Veech 问题 的 重要 性 . 这 
个 问题 的 解决 将 不 仅 对 理解 动力 系统 的 回复 属性 有 着 重要 帮助 , 而 且 也 将 对 组 合 数 
论 、 调 和 分 析 等 其 他 领域 有 着 重要 的 意义 . 但 是 从 目前 的 发 展 来 看 , 这 个 问题 的 完 
全 解决 似乎 还 是 一 件 遥 远 而 困难 的 事情 . 
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MARA (Weinstein) 猜想 


Weinstein Conjecture 


Weinstein 猜想 是 关于 Hamilton 系统 在 给 定 能 量 面 上 周期 解 存 在 性 的 一 个 猜 
AH. 由 A. Weinstein 在 1979 年 提出 是 . 问题 的 背景 如 下 : 考虑 Hamilton 系统 


OH (x, . O9 H(z, 

» EM. z e (1) 
很 容易 发 现 , 对 上 述 Hamilton 系统 的 一 个 解 (z(t),y(t))  H(z(t)y(t)) = 常数 . 
方程 (1) 的 最 简单 的 解 为 常数 解 ， 除 常数 解 外 , 最 简单 的 解 就 是 周期 解 了 , 因此 研 
究 方程 (1) 的 周期 解 存 在 性 具有 重要 的 意义 . 对 于 给 定 的 常数 c, 设 H(z,y) = c 时 
VH #0, BA £ = ((z,y) € R”, H(z, y) = c) Bie R” 中 的 超 曲 面 , A Hamilton 
系统 (1) 在 X 上 周期 解 存 在 性 不 依赖 于 Hamilton 函数 H 的 选取 , 即 给 定 另 外 
Hamilton 函数 Hi, Æ X = ((z,y) € R”, Hi(z,y) = a}, VHi x 0 (z,y) € X, WW 
Hamilton 系统 (1) 在 只 上 的 解 经 过 适当 的 参数 变换 后 就 是 以 下 Hamilton 系统 
s ee j= a (2) 
fr X ERIH. Weinstein 猜想 要 解决 的 问题 是 在 一 定 的 几何 条 件 下 ，Hamilton % 
Zt (1) 在 给 定 能 量 面 上 周期 解 的 存在 性 . 因为 Hamilton 系统 (1) 可 以 推广 到 
一 般 的 辛 流 形 (M?^,w) E, 因此 也 可 以 对 一 般 的 辛 流 形 (JM?",w) 提 相 应 的 问题 . 
(M? w) 称 为 辛 流 形 , 若 满足 (i) M” 是 2n 维 微 分 流 形 , (ii) w ÆW 2 FUR, 非 退 
化 , BI dw = 0, w^ 40. AEM RRM H : M” — R, 可 由 等 式 —aH(£) = w(Xp,) 

vt 定义 M? 上 的 一 个 向 量 场 Xa, M?^ 上 的 Hamilton 系统 由 以 下 方程 


t= Xnp(Z) (3) 


所 定义. 当 (M,w) = (R?", wo), wo = $ d ^ dy; 时 , (3) 和 (1) 是 等 价 的 . 


1978 年 , A. Weinstein 和 P. H. Rabinowitz 4 2EJuEBg T 3:4 D 是 R” 中 凸 或 者 
星 形 紧 致 超 曲面 时 , 以 S 为 能 量 面 的 Hamilton 系统 (1) YE D FEARI. 
Hamilton 系统 (1) 是 关于 辛 变换 是 不 变 的 , 即 若 R^ 的 微分 同 胚 (X,Y) 一 


(z(X,Y), y CX, Y)) 满足 X adx; Ady, = X da; ^ dyi, 则 Hamilton 系统 (1) 等 价 于 
1 1 
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Hamilton 系统 








86Y " ^ OX ” 4) 
其 中 OK (X,Y) = H(z(X,Y),y(X,Y)). 但 凸 和 星 形 的 条 件 不 是 关于 辛 变换 不 变 的 . 
为 此 , A. Weinstein 在 1979 年 提出 了 如 下 猜想 : 

Weinstein j&?8 | OS c (M?",í0) 为 紧 致 切 触 超 曲 面 , Hi(5,R) = 0, 
H : M?^ > RR 为 光滑 函数 , H(x) =c, VH Z0 Vx € S, 那么 Hamilton 系统 (3) 在 
超 曲面 X 上 存在 周期 解 . 

这 里 超 曲面 X: C (M2",w) 称 为 切 触 超 曲面 , 名 存在 定义 在 多 附近 的 非 零 向 量 
场 E 使 得 (i) £ E x BAR, (i) Lew = v, 其 中 Lew Nw RF EW Lie 导数 . 此 猜想 
的 另外 一 种 叙述 形式 如 下 : (7"71, 0) 称 为 切 触 流 形 , FWE (i) 57^ 是 2n- 1 
维 微分 流 形 , (ii) a 是 1 形式 满足 a A (da)! 4: 0. 由 等 式 a(X) = 1,da(X,£) =0 
VE 可 定义 一 个 522-1 上 的 Reeb 向 量 场 X. 

Weinstein 猜想 ZAME (X21 a) 上 Reeb HEH X. FEAR. 

目前 的 研究 状况 : (以 下 所 有 结果 没有 假设 条 件 H1(5, R) = 0) 

1. ?4 (M,w) = (R?",ug) 时 ， 此 猜想 由 C. Viterbo 在 1987 年 证 明 ， 随 后 ， 
H. OE ence 给 出 了 一 个 简单 的 证 明和 推广 9), xk RA 
H(z,y) = zll + V(x) 情形 , 就 得 到 H. Seifert, S. Bolotin, V. Benci 等 人 关于 二 阶 
Hamilton 系统 的 有 关 结 果 . A. Floer-H. Hofer-C. Viterbo 在 文献 [4] 中 将 这 一 结果 
推广 到 辛 流 形 (M x R2",w @ wo), 其 中 (Mio) 为 紧 致 无 边 辛 流 形 满足 rz(M) = 0, 
n z 1. 刘刚 , FAM) 证 明了 不 需要 假设 rz(M) = 0, 同样 结果 成 立 . 

2. 当 (M,w) = (T*N,wN) 时 , 其 中 N 为 紧 致 无 边 流 形 , ww 是 余 切 从 T*N 上 
标准 辛 形式 ， H. Hofer-C. Viterbol!0 uEBH f 24 5 Pr EB PS 20D SERR, 猜 
想 成 立 . 没有 这 一 附加 条 件 , 蒋 美 跃 和 卢 广 存 分 别 证 明了 N—T"N-SIxN, 
其 中 Ni 为 紧 致 无 边 流 形 , 猜想 成 立 , C. Viterbo 证 明了 N 的 基本 群 有 限时 , 猜想 
成 立 [3,6]. 

3. 当 (M,w) = (CP", Qo0) 时 , 其 中 CP" 为 n 维 复 射影 空间 , Oo 为 标准 辛 形 
式 , H. Hofer, C. Viterbo 证 明了 此 猜想 . 刘刚 , FRU) 证 明了 若干 个 复 射影 空间 的 
RIR (IIRC P" , BFA Np), 猜想 成 立 . 

4. H. Hofer" 对 3 维 紧 致 切 触 流 形 (M, o), MER M = S? 或 者 xo(M) 关 0 
或 者 a overtwisted, 猜想 成 立 . 最 近 , C. H. Taubes! 宣布 对 所 有 3 维 紧 致 切 触 流 
形 , 猜想 成 立 . 

5. 对 于 (M,w) = (T* N,uy + 2) 情形 , 其 中 9 为 N 上 闭 2 BR, 关于 这 个 猜 
想 近 年 来 有 许多 结果 国 . 

6. 对 于 周期 轨道 的 多 重 性 问题 , 特别 是 凸 能 量 面 上 周期 轨道 的 多 重 性 问题 , H. 
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Hofer, K. Wysocki, E. Zehnder 和 龙 以 明 、 朱 朝 锋 得 到 了 重要 的 结果 [19. 


[1] 


[2] 


[3] 


[4] 


[5] 


[6] 
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多 重 亿 历 定理 


Multiple Ergodic Theorems 


遍历 理论 研究 群 在 概率 空间 作用 的 定性 性 质 , 它 是 研究 动力 系统 的 基本 工具 ， 
并 在 数学 的 许多 分 支 中 有 应 用 .过 历 理论 的 起 源 与 统计 物理 学 的 研究 有 密切 的 关 
系 , 当时 人 们 猜想 系统 的 时 间 平 均 和 空间 平均 是 一 样 的 如果 (X,B,u) 为 概率 空 
|], T : X X 为 保 测 变换 , 即 jy(4) = HAT-14) 对 于 所 有 A € B RAL, WART 
为 遍历 的 , 如 果 对 于 满足 TA = ABS Ae B uA) 20 SÉ uA) = 1. 20 世纪 
40 年 代 Birkhofft 证 明了 : WE (X,B,u) 为 概率 空间 , T : X 一 和 为 保 测 变换 , 那 
么 对 于 任意 fe LX, u, 存在 f* € LX, p) 使 得 对 于 几乎 所 有 的 z e X 


1 *( x 
Jim 二 E fTi(z) = f* (v). 
特别 地 , 当 了 为 遍历 时 , f* = J fau. 也 就 是 说 , 当 了 为 遍历 时 , 时 间 平 均 和 空间 
平均 才 是 一 样 的 . 上 面 的 Birkhof 遍历 定理 一 般 称 为 逐 点 裔 历 定理 . von Neumann 
平均 遍历 定理 册 是 说 , WR (X,B,n,T) 为 保 测 系统 , 1 < p < oo, 那么 对 于 fe 
LP(X, u), 那么 存在 f* e L?(X,u) WA f*orT—-f* B 


TIT f'(z) 一 0 


TE L? 意义 下 成 立 . 

自然 数 的 一 个 子 集 S 的 上 半 Banach 密度 定义 为 

BD*(S) = lim sup P i 
| 了] 一 十 oo Hn 

其 中 工 取 遍 自然 数 的 所 有 子 区 间 . 著名 的 Szemerédi 定理 说 明 : MR 5 为 自然 数 
的 具有 正 上 Banach 密度 的 子 集 , M 5 包含 了 任意 长 的 算术 级 数 . Furstenberg! 利 
用 遍历 理论 给 出 了 Szemerédi 定理 的 一 个 证 明 . 在 他 的 证 明 中 , 他 首先 给 出 遍历 系 
统 的 一 个 结构 定理 , 然后 证 明了 : WR Ti, 75, Te 为 概率 空间 (X,B,u) 上 的 相 
互 可 交换 的 保 测 变换 , A c BWA uA) > 0, 那么 





N-1 
. . 1 —T7 -pn n 
lim inf 4- > WT, "ANT,"AN::-NT,"A) >0 


n 二 0 


LERDE . 305 . 


于 是 一 个 自然 的 问题 是 : 如 果 D, T, T 为 概率 空间 (X, B, p) 上 的 相互 可 交换 
的 保 测 变换 ， 是 否 对 于 任意 的 有 界 函 数 fife Pd Tis 


N-1 
xw >. ACD I2) 2) 
n=0 


在 逐 点 或 在 平均 的 意义 下 成 立 ? 
关于 多 重 遍 历 定 理 , 一 个 很 大 的 进展 是 Host 和 Krab! 的 工作 . 他 们 证 明了 : 如 
E (X, B, eT) 为 保 测 系 统 ,大 > 1 为 整数 以 及 fifa fk AAA, 那么 


N=1 
x Yo ATH) fal 22) -- f(T) 
n=0 


在 L?(u) PHRA. 另外 Ziegler! 独立 地 给 出 了 这 个 定理 的 不 同 的 证 明 . 最 近 Taol) 
WEAR T 25 N, Tk X (X, B, u) 上 可 交换 的 保 测 变换 并 且 fi, fo,… fe DAFA 
数 时 


N-1 


S D ATPa) (TY) fel TE) 
n=0 


在 L?(u) 中 收敛 , 从 而 彻底 证 明了 多 重 遍 历 定理 (XE Lu) 意义 下 ). 有 意思 的 是 Tao 
的 证 明 采 用 有 限 遍 历 理论 (finitary ergodic theory), 并 没有 用 到 遍历 理论 中 的 高 深 
知识 . 目前 人 们 正在 寻找 标准 遍历 理论 的 证 明 . H. P. Towsner (arXiv:org:0711.1180) 
和 T. Austin (arXiv:0805. NE 进行 了 尝试 . 


另外 值得 一 提 的 是 二 D 用 (7T7Z)f2(T37z)… fu(Tgo) 是 否 是 逐 点 收敛 的 是 目 
人 问题 Bourgainl67 在 ; = 2 和 p 了 2 时 解决 了 这 个 问 
fl. 另外 , J. Bourgain®) 证 明了 如 果 a, 为 多 项 式 或 素数 则 一 S fT% xr 是 逐 点 收敛 


一 0 
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关于 闸 轨 道 多 重 性 的 塞 弗 特 (Seifert) 猜想 


Seifert’s Conjecture on The Multiple Existence 
of Brake Orbits 


设 Hamilton 函数 H € C?(R?^, R) = {R 上 二 次 连续 可 微 实 值 函 数 全 体 }, 它 
具有 以 下 形式 : | 


n 


H(p,q) = 》 aij(g)pipj +V (a), 
i, j=l 

其 中 Ve C^ (R7, R), Qi; = Qji E C*(R”,R), 对 任意 gE R” WA (Qij (9)?;=1) 是 TL 
Bete IE REFER. 相应 的 Hamilton 系统 为 

_ OH 

p= ôq’ 

__ OH 

q 一 Op 


对 于 系统 (1) 的 任意 一 个 周期 解 (p(t), q(t)), H(p(t),q(t)) = H(p(0),q(0)), BI 
(p(t), q(t) 均 落 在 能 量 面 X = H-'(H(p(0),q(0) E, 其 中 teR. 当 ayl) = 5 时 ， 
q 可 以 看 作 单 位 质量 质点 的 位 移 , p = d JER, V 为 势 函 数 , H (p, q) 为 该 质点 的 动 
能 与 势能 之 和 , 我 们 称 之 为 能 量 函 数 . 系统 (1) 描述 了 保守 系统 中 质点 的 运动 . 对 
于 给 定 能 量 面 上 的 周期 解 的 多 重 性 以 及 稳定 性 已 经 有 许多 的 研究 [9 

1948 Ẹ, Seifert?! 研究 了 (1) 的 一 种 特殊 的 非常 值 周期 解 (p(t), q(t)), 它 满足 
p(0) = p(T) = 0， 因 为 Hamilton 函数 H 关于 p BRM, PTA (p,q) 是 2T 
周期 的 , RP pet =O Mt = T HRA PNR t € R BFA p(-t) = 
—p(t), p(T —t) = -p(T -t), q dE t— 0I t=T DEEN ( 即 对 任意 te RBA 
q(—t) = q(t), q(T — t) 2 q(T +). 这 样 的 周期 解 我 们 称 之 为 阁 轨 道 . 记 (pq) 的 能 
E E = H(p(t),q(t)), W V(q(0)) 2 V(q()) = E. 自然 地 , 我 们 可 以 把 闸 轨 道 周 期 延 
拓 到 及 E, 若 闸 轨道 (p,q) 和 (5,6) 的 像 集 {(p(t), q(t))|t € R} z{(5(t), G4(t))lt € R} 
我 们 称 它们 是 几何 相 异 的 , 否则 称 它们 是 几何 相同 的 . 

Seifert?! BIET BIE Q = {q € R"| V(g) < E) 内 疗 轨道 的 存在 性 . TE 在 


00 上 恒 不 为 零 , a; 5E V 均 为 解析 函数 且 O IRF 了 "中 标准 单位 闭 球 时 , 运用 
Jacobi 度量 
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ds? = (E — V(a)) 》 aij (a)pip; 
i,j—1 

Seifert 证 明了 系统 (1) 28/P TrXE— 4 BER E 的 闸 轨道 . 该 证 明基 于 Maupertuis- 
Jacobi 准则 : 任意 一 条 Jacobi 度量 下 的 非常 值 的 测 地 线 都 可 以 经 过 重新 参数 化 使 
之 成 为 系统 (1) 的 具有 能 量 E 的 闸 轨 道 . 同时 Seifertl9] 提出 如 下 猜想 : 在 上 述 条 件 
F, 系统 (1) FERD ”条 几何 相 异 的 能 量 为 E 的 闸 轨 道 . 

这 一 猜想 及 闸 轨道 的 相关 问题 引起 了 许多 数学 家 的 兴趣 . 1978~1987 年 间 , 在 
与 文献 [9] 中 不 同 或 者 更 弱 的 条 件 下 ，Bolotin,，Hayashi, Gluck 与 Ziller, Benci 和 
Rabinowitz 等 许多 数学 家 证 明了 疗 轨 道 的 存在 性 结果 . 

关于 闸 轨道 的 多 重 性 , 也 有 许多 人 进行 了 研究 . 1989 年 Szulkin WHE H e 
C?(R?^, R), H XF p 是 偶 函数 , X = H-1(1) 是 星 形 曲面 且 被 R 中 两 个 半径 之 
比 小 于 V2 的 同心 球面 夹 住 , 则 x EEDE n 条 几何 相 异 的 系统 (1) 的 闸 轨道 . 在 
不 同 的 夹 条 件 之 下 1985 年 van Groesen", 1993 Æ Ambrosetti, Benci 4175 LJ Bj] U! 
分 别 得 到 了 n 条 几何 相 异 闻 轨 道 的 存在 性 . 以 上 论文 中 假设 夹 条 件 都 是 为 了 保证 
其 证 明 过 程 中 应 用 变 分 方法 和 临界 点 理论 得 到 的 n 条 闻 轨 道 是 两 两 几何 相 异 的 . 

在 不 假定 两 面 夹 条 件 时 , 龙 以 明 、 张 端 智 和 朱 朝 锋 趾 于 2005 年 对 Hamilton A 
统 的 闸 轨 道 定义 了 Maslov 型 指标 . 以 此 为 工具 他 们 证 明了 : 当 n 2 2 时, # H ATF 
变量 p 与 q 均 为 偶 函 数 , 即 A(+p,¢) = H(p,¢) = H(p, tq), 且 H < C?(R?",R) j* 
格 凸 时 , 对 任意 h > min(H(p,q)|(p,q) e R^ x R^) = H(0,0), 能 量 面 Ha) 上 至 
少 有 两 条 几何 相 异 的 系统 (1) 的 六 轨道 , 由 此 当 ajla) = 3 时 , # V e C2(R",RR) 
V 为 偶 函 数 , WO 内 至 少 有 两 条 几何 相 异 的 能 量 为 E 的 闸 轨 道 . 

但 是 , 迄今 为 止 Seifert 关于 闹 轨 道 多 重 性 的 猜想 还 远 未 解决 . 即使 是 在 a;(q) = 
p O 有 界 严格 凸 时 的 特殊 情形 下 , n > 2 时 两 条 几何 相 异 闸 轨道 的 存在 性 也 还 没有 
得 到 证 明 (文献 [7] 中 需要 对 O 加 对 称 性 条 件 , BD Y 为 偶 函 数 ). 该 猜想 中 9 AR 
于 R 中 标准 单位 闭 球 是 一 个 拓扑 条 件 , 困难 之 处 在 于 如 何 有 效 地 运用 它 . Seifert 
这 一 猜想 涉及 人 分析、 拓扑、 几何 等 众多 领域 , 我 们 相信 通过 对 该 猜想 及 相关 问题 的 
研究 一 定 会 促进 上 述 各 领域 的 进一步 发 展 . 
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哈密 顿 (Hamilton) 系统 平衡 点 附近 的 不 变 环 面 
Invariant Tori in The Neighborhood of An Elliptic 


Equilibrium of Hamiltonian Systems 


考虑 原点 为 平衡 点 的 哈密 顿 系统 
£=J(Ar+VP(z)), «x €R, (1) 


这 里 4 为 对 称 常 矩阵 ，P(z) € Osle), RATA FER Liapunov FEM. 
定理 (Liapunov 中 心 定 理 ) WR JA 有 一 对 纯 虚 根 +), H 


kAi £A 1=2,--- nk E€ Z, 


这 里 +); (i = 2,3,… ,n) 是 JA 的 其 他 特征 根 , 则 非 线 性 系统 (1) 在 平衡 点 附近 有 
一 个 (局 部 ) 两 维 不 变 流 形 , 上 面 充 满 周期 解 . 

WR JA 有 /对 有 理 无 关 的 纯 虚 特征 根 土 和 1,… AL < ny 则 线性 系统 (BE 
已 = 0) 有 一 个 2 维 不 变 子 空间 , 上 面 都 是 ! 维 不 变 环 面 . 我 们 考虑 Liapunov 中 心 
定理 的 推广 问题 : 

问题 ”对 线性 系统 加 一 些 条 件 , 使 得 线性 系统 在 平衡 点 附近 的 大 多 数 不 变 环 
面 对 任意 的 高 阶 非 线 性 扰动 保存 下 来 . 

这 个 问题 属于 KAM 理论 的 范畴 . 通常 我 们 需要 假设 入 = (A1,:… An) 是 Dio- 
phantine 向 量 , 即 要 求 存 在 7 > 0 使 得 (k, 入 ) > TT 对 任意 的 天 地 0 成 立 , PRA 
论 不 对 . 另外 我 们 假设 扰动 是 解析 的 . 

这 个 问题 的 特殊 情况 是 下 面 的 Herman 猜测 : 

Herman 猜测 ” 设 入 = (à, , An) ADiophantineA] HB, P(x) € O3(x) 解析 ， 
则 非 线 性 系统 (1) 在 平衡 点 附近 有 一 族 n 维 不 变 环 面 , 且 不 变 环 面 全 体 构成 2n 
维 Lebesgue 正 测 集 . 

Herman 猜测 对 n = 2 RIT, 但 对 n > 3 仍 是 公开 问题 . 扰动 的 解析 性 假设 
BREE, 不 然 猜测 可 能 不 对 四 . 

这 个 问题 的 困难 点 是 未 扰 系统 没有 任何 “扭转 ”. 应 用 规范 型 理论 和 天 AM 3E 
论 可 以 证 明 对 通 有 的 高 阶 扰 动 上 述 问题 的 答案 是 肯定 的 h>4. 但 这 不 是 Liapunov 
中 心 定 理 在 1 > 2 时 的 对 应 物 . 我 们 希望 结论 对 任意 的 高 阶 非 线性 扰动 成 立 . 


[2] 
[3] 


[4] 


[7] 
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紧 流 形 上 的 闭 测 地 线 猜 想 


Closed Geodesic Conjectures on Compact Manifolds 


如 所 周知 , 平面 上 连接 给 定 两 点 的 测 地 线 ( 即 最 短 曲线 ) 为 直线 . 但 在 地 球 表 面 
上 来 确定 这 些 最 短 曲 线 却 是 非常 困难 的 , 确定 地 球 表面 上 封闭 的 测 地 线 的 问题 则 是 
更 加 困难 的 . 数学 上 对 于 这 个 问题 的 刻画 一 般 需 要 引进 Finsler 流 形 与 Riemann 流 
形 的 概念 . 设 M 为 一 个 有 限 维 流 形 , 如 果 函 数 F:TM 一 [0, +oo) 为 满足 下 述 条 
件 的 连续 函数 : 

(1) F: TM \ {0} 一 [0, +00) 是 光滑 的 , 这 里 {0} 表示 M 的 切 从 TM WER 
面 ， 

(2) F(x, Ay) = AF(z,y) MATA y € TM, 2 € M A A> 0 成立， 

(3) 对 所 有 ze M filu,yve TM, 下 面 的 二 次 型 总 是 正定 的 : 


8? 
gz y(u, v) = T F?(z, y + su + tv)|i-s-o, 


Wa F A M 上 的 一 个 Finsler 4. (M, F) 称 为 一 个 Finsler 流 形 . WR F 还 满 
足 F(z,—y) = F(z, y), WE F ÆTTAR. 如 果 存 在 光滑 依赖 于 x e M 的 对 称 正 定 
矩阵 G(r) € GL(T,M), 使 F(x,y)? = ;G(z)u -y ARL, 则 称 F 为 一 个 Riemann 


结构 , 称 (M, F) 为 一 个 Riemann 流 形 . 

设 M = (M,F) 为 一 个 Finsler 流 形 . WAKA 1 的 圆周 为 S = R/Z. WH 
S! 到 M 的 所 有 绝对 连续 一 阶 导 数 平方 可 积 的 映射 ( 称 为 闭 曲 线 ) 的 集合 为 AM, 
称 为 M WAZE. 对 任意 ce AM 和 两 个 实数 a < b, 曲线 c 由 c(a) 到 c(b) 的 


长 度 定义 为 [^ c(t), elt dt. tee AM, 如 果 (S) 上 足够 接近 的 任意 二 点 


p 与 4 都 有 曲线 c 总 是 M 上 连接 p 与 g 的 所 有 绝对 连续 一 阶 导 数 平 方 可 积 的 曲 
线 中 之 最 短 者 , WK c 为 一 条 闭 测 地 线 . 对 任意 自然 数 m, 定义 c 的 m 次 迭代 为 
c" (t) = c(mt), 其 中 t € R. WR c 不 是 其 他 闭 测 地 线 的 迭代 , R c 为 本 原 的 . 称 一 
个 Finsler 流 形 上 的 两 条 本 原 闭 测 地 线 ci 与 co 是 相 异 的 , 如 果 不 存 在 s CR 使 得 
c(£) = ea(t +s) 对 所 有 t € R 成 立 . 称 一 个 可 道 Finsler (或 Riemann) 流 形 上 的 两 
条 闭 测 地 线 ci 与 co 是 几何 相 异 的 , BOR c1(S1) z co(S"). 

n 维 紧 Finsler 或 Riemann 流 形 上 的 闭 测 地 线 的 最 简单 的 例子 为 经 典 n 维 
球面 上 的 大 圆 . 显然 , 这 样 的 大 圆 有 无 穷 多 条 .， 一 个 非常 著名 的 猜想 是 : 任意 紧 
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Riemann 流 形 上 总 存在 无 穷 多 条 几何 相 异 的 闭 测 地 线 . 关于 闭 测 地 线 的 研究 可 以 追 
WA) J. Hadamard, H. Poincaré, G. D. Birkhoff, M. Morse, L. Lyusternik 5 L. 
Schnirlman 等 许多 著名 数学 家 一 个 多 世纪 来 的 工作 . G. D. Birkhoff! 在 1920 FA 
证 明了 任意 Riemann 球面 上 总 存在 至 少 一 条 闭 测 地 线 . 1951 Æ, L. Lyusternik 与 A. 
Fett 证 明了 任意 紧 Riemann 流 形 上 总 存在 至 少 一 条 闭 测 地 线 . 1960 FRAS, W. 
Klingenberg 领导 的 研究 团队 对 闭 测 地 线 问题 做 出 了 许多 基本 的 工作 ， 获得 了 许多 
有 趣 的 成 果 . 判定 几何 相 异 性 的 两 面 夹 条 件 就 是 他 们 提出 的 趾 . 1969 年 , D. Gromoll 
与 W. Meyer? 证 明了 紧 Riemann 流 形 M WATIA Betti 数列 无 界 列 涵 M 上 
总 存在 无 穷 多 条 几何 相 异 的 闭 测 地 线 . 由 于 M. Vigué-Poirrier 和 D. Sullivan1976 年 
的 工作 ho, 25 w 为 单 连通 时 ，M 的 圈 空 间 的 Betti 数列 无 界 当 且 仅 当 M 的 上 同 
调 环 只 有 一 个 生成 元 , 目前 关于 闭 测 地 线 研究 的 兴趣 主要 集中 在 球面 上 . 1990 年 前 
Ja, V. Bangert’?! 与 J. Franks?! 证 明了 任意 2 维 Riemann 球面 S? 上 总 存在 无 穷 
多 条 几何 相 异 的 闭 测 地 线 . 但 是 当 维 数 n > 2 时 , 即使 是 每 个 n HE Riemann 球面 
S" 上 是 否 总 存在 至 少 2 条 几何 相 异 的 闭 测 地 线 的 问题 仍 尚未 解决 . 

上 述 关 于 有 限 多 重 性 的 成 果 均 可 用 变 分 方法 来 导出 , 因此 类 似 的 结果 对 紧 Fin- 
sler 流 形 也 成 立 . 1973 年 A. Katokl6 构造 了 n 维 球面 S” 上 的 一 类 不 可 道 Finsler 
结构 , ERRERA 2[("+1)/2] 条 相 异 的 本 原 闭 测 地 线 . 这 一 成 果 揭 示 了 Finsler 结 
构 的 可 逆 性 对 闭 测 地 线 的 重要 影响 . 2003 Æ, H. Hofer, K. Wysocki 和 E. Zehnder 
证 明了 如 果 一 个 2 维 Finsler 球面 上 的 所 有 闭 测 地 线 非 退 化 , 而 且 所 有 双 曲 闭 测 地 
线 的 稳定 与 不 稳定 流 形 横 截 相交 , 则 其 上 相 异 本 原 闭 测 地 线 的 条 数 必 为 2 或 无 穷 
多 . 2005 年 , V. Bangert 与 龙 以 明证 明了 任意 2 维 Finsler 球面 上 总 存在 至 少 2 条 
相 异 的 本 原 闭 测 地 线 由 . 由 于 这 些 结果 自然 产生 的 关于 一 般 Finsler 球面 上 的 闭 测 
地 线 多 重 性 的 一 个 相关 猜想 是 : 对 任意 正 整 数 n > 2, BARRA n 的 正 整数 
Dn 与 qn 满足 2< pn X hn, X n> +œ 时 有 pn 一 十 oo MWA p =p = 2 mh 
立 , 使 得 任意 n 维 Finsler RH (S^, P) 上 的 相 异 本 原 闭 测 地 线 的 条 数 Kk (P). 总 满 
A. pn € k.(F) € qn A k,(F) = +008]. 目前 关于 这 一 猜想 的 研究 仅 有 一 些 部 分 性 
的 成 果 . 

一 百 多 年 来 关于 闭 测 地 线 的 研究 已 经 导致 了 许多 数学 新 思想 、 新 理论 和 新 领 
域 的 出 现 和 发 展 , 但 目前 距离 上 述 闭 测 地 线 猜 想 的 彻底 解决 还 相差 甚 远 . 相信 和 解决 
这 些 猜 想 的 努力 必 将 进一步 促进 数学 事业 的 发 展 . 
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55 Pinsker 猜想 


Weak Pinsker Conjecture 


在 我 们 日 常生 活 中 , 经 常会 碰 到 不 确定 性 的 问题 . 例如 , 明天 下 两 的 可 能 性 是 
8096, 就 是 一 个 典型 的 不 确 性 问题 . 不 确定 性 问题 所 包含 复杂 度 (或 者 说 不 确定 性 
程度 ) 在 多 数 的 情况 下 是 可 以 用 数学 来 定量 的 描述 . 20 世纪 40 年 代 末 , Shannon 在 
信息 理论 中 提出 的 Shannon W, 1958 Æ, 著名 数学 家 Kolmogorov 对 保 测 系统 引入 
WEARS, 以 及 20 世纪 60 年 代 中 期 , 人 们 对 拓扑 动力 系统 引入 的 拓扑 灶 等 概念 ,都 
是 关于 不 确定 性 事物 复杂 度 的 数学 度量 .它们 是 现代 动力 系统 和 遍历 理论 中 不 可 
或 缺 的 概念 . 在 自然 科学 和 社会 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 需要 指出 的 是 , Shannon 
W. WEAR a SAS Boltzmann 482FAE— X, 但 由 于 在 它们 的 定义 中 均 
XH T EMA SN Boltzmann 公式 的 思想 , 以 及 均 有 体系 结构 越 规则 , 功能 越 
完善 , 这 些 量 就 越 小 这 一 特性 , PIU RRA R”. 

正如 我 们 所 说 的 , d EAR e RC TD FAC AY AI xe PEE RE 3, 一 直 以 来 人 们 对 
不 确定 性 程度 高 的 系统 有 着 浓厚 的 研究 兴趣 ， 在 不 确定 性 程度 高 的 系统 中 ，1958 
4E, Kolmogorov’ 引入 的 测度 K 系统 是 最 为 典型 的 一 类 ， 在 这 里 一 个 保 测 系统 
为 测度 K ABSANS RU SET AE UBI AAR AEM, 测度 K 系统 包含 所 
有 Bernoulli 系统 , 关于 它 的 研究 多 年 来 一 直 是 遍历 理论 的 主要 课题 之 一 . 1960 F, 
Pinsker Jt 1E A8 RW 2& Z5; JU RE K 系统 的 内 在 关系 提出 如 下 猜测 [9 

fi 38 73 EP] 1E A8 38 226 RT UNEA- TERRAMAIRE K 系统 的 直 积 . 

Pinsker 猜测 研究 方面 的 第 一 个 重要 的 进展 是 著名 数学 家 Sinai 在 1962 年 获得 
的 , {WEA YS Feil IE RA TSE Bernoulli 因子 系统 图 . 但 在 随后 
的 十 多 年 时 间 中 Pinsker 猜测 没有 什么 大 的 进展 . 直到 1973 年 Ornstein) 取得 了 
本 质 的 突破 , 他 使 用 Ornstein 同 构 理论 否定 了 Pinsker 猜测 . 1977 F, Thouvenotl9| 
AK —^ AS BR ERA AS Pinsker 属性 , 如 果 对 每 个 充分 小 的 正 数 a, 该 
Wd RAY REDE A SBA a 的 系统 和 一 个 Bernoulli 系统 的 直 积 . 与 此 同时 ， 
Thouvenot?! 提出 了 弱 Pinsker 猜想 : 

每 个 过 历 的 有 限 正业 系 统 均 具有 弱 Pinsker 属性 . 

弱 Pinsker H AE SER REA Ornstein 同 构 理 论 方面 仅 有 的 一 个 主要 的 纬 
构 性 的 公开 问题 , 到 目前 为 止 关于 它 的 研究 人 们 只 有 一 些 零星 的 结果 247.10) 还 
没有 本 质 性 的 突破 . 


i] 
[2] 


[3] 


[5] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 


[10] 
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天 体力 学 中 的 中 心 构 型 有 限 性 猜想 
Finiteness Conjecture of Central Configurations 


in Celestial Mechanics 


Wintner 在 其 关于 天 体力 学 的 经 典 著 作 19 中 提出 了 中 心 构 型 的 概念 . 中 心 构 
型 是 下 述 关于 oz. 和 和 的 实 系 数 非 线性 代数 方程 组 的 解 


OV (x) 
Ox; 


其 中 参数 mi > 0 为 天 体 的 质量 , x; 为 天 体 的 位 置 , vtz) = > 一 为 相应 的 


lz: — 25] 


Amjz, + =0, i=l,- n RE AER, 








Newton 力学 系统 的 势 函数 . 定义 惯量 I(x -me 并 注意 到 局 量 和 势 函数 


的 齐 次 性 , 由 Euler 定理 , BHA = V (2)/I() z: 0. 简单 地 说 , 中 心 构 型 是 这 样 一 
种 天 体 的 相对 位 置 , 当 这 些 天 体 在 万 有 引力 的 作用 下 运动 时 , 它们 将 从 静止 状态 由 
该 相对 位 置 出 发 , 并 在 他 们 的 重心 (坐标 原点 ) 发 生 完全 碰撞 . 如 果 两 个 解 之 间 仅 
差 一 个 放 缩 或 者 SO(d)(d = 2 或 3) 变换 , 我 们 认为 它们 确定 相同 的 中 心 构 型 . 

Wintnerl9| 同时 提出 如 下 有 限 性 问题 : 

在 天 体力 学 的 n 体 问题 中 , 对 于 任何 选 定 的 正 实数 mama 作为 质量 , 中 
心 构 型 的 数目 是 否 有 限 ? 

在 这 一 领域 工作 的 人 们 普遍 认为 该 数目 应 该 为 有 限 , 故而 上 述 问 题 也 称 为 中 心 
构 型 有 限 性 猜想 . Smale 更 将 其 列 为 21 世纪 的 18 个 待 解 决 的 数学 问题 之 一 [9. 

平面 时 候 的 中 心 构 型 又 称 为 相对 平衡 点 , 因为 从 它 出 发 可 以 通过 平面 旋转 构造 
Newton 方程 的 解 , 所 以 上 述 猜 想 也 称 之 为 相对 平衡 点 有 限 性 猜想 . 

中 心 构 型 也 可 以 解释 为 某 函 数 的 临界 点 , 其 中 该 函数 来 自 n- 体 问题 的 势 函 数 . 
更 精确 地 说 , 中 心 构 型 对 应 于 函数 


V :(S—A)/SO(3) > R 


的 临界 点 ,其 中 S = {r € RV] mai = 0,5 Y mls]? = 1), RERA = 
E € S| 对 于 i + j Ari zn BERR SOB) 作用 在 S-A Lb, V 是 势 函数 
)= ga gj 在 商 空间 G-A)/500) EISHSIME HEISE V 5 R 


- v;|| 
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是 在 旋转 群 SO(3) 下 不 变 的 . 对 于 相对 平衡 点 有 类 似 的 解释 , 只 需 将 本 段 中 的 3 换 
成 2, 而 且 商 空 间 S/SO(2) AEF n — 2 维 复 射 影 空间 . 

因此 Wintner 问题 的 一 个 等 价 描述 是 : 对 于 任何 选 定 的 正 实数 m1,… ,mn, 上 
述 V 的 临界 点 个 数 是 否 有 限 ? 

Shub”! 己 经 证 明 临 界 点 集合 是 紧 致 集 , 因此 中 心 构 型 的 有 限 性 等 价 于 V 的 临 
界 点 的 孤立 性 . 应 该 指出 文献 中 已 证 明了 当 n = 3 时 V 没有 退化 的 临界 点 , 但 当 
n 24 时 确 有 退化 的 临界 点 . 

3 体 问 题 共 有 五 个 相对 平衡 点 : 其 中 的 三 个 被 Lagrange 发 现 , 另外 两 个 被 Euler 
所 发 现 ， 太 阳 系 中 的 Trojans 和 Greeks 小 行星 群 相应 于 Lagrange 相对 平衡 点 . 
Euler 相对 平衡 点 和 人 造 卫 星 轨 道 的 设计 有 关 . Hampton 和 Moeckel!4! 证 明了 该 猜 
想 对 4 体 问题 成 立 , 但 他 们 的 方法 不 容易 被 推广 到 (平面 或 空间 )5 体 的 情形 . 迄今 
该 问题 5 体 以 上 的 情形 尚未 解决 . . 

当 mi 允许 为 负 时 , 中 心 构 型 也 有 很 强 的 物理 背景 ( 洲 涡 和 静电 学 等 ). Roberts!® 
通过 构造 例子 证 明 此 时 有 限 性 猜想 不 成 立 . 

众所周知 , n 体 问 题 有 10 个 著名 的 首次 积分 : 重心 , 线 动 量 , 能 量 和 角 动 量 守 
恒 分 别 给 出 其 中 的 3 个 、3 个 、1 个 和 3 个 首次 积分 . G. D. Birkhoff 提出 如 下 问 
题 : TE n 体 问题 中 , 相 空间 中 的 角 动 量 为 常数 的 子 流 形 的 拓扑 是 什么 ? Smale! 在 
平面 ” 体 问题 的 情况 下 讨论 了 拓扑 发 生变 化 的 特征 , Albouy'l 对 空间 ” 体 问题 得 
到 了 和 Smale 同样 的 结果 . 该 问题 的 一 个 阻碍 即 Wintner 问题 . 所 以 平面 和 空间 n 
体 问 题 中 的 Birkhoff 问题 的 最 后 解决 依赖 于 Wintner 问题 的 解答 . 最 近 , McCord- 
Meyer-Wangl9) 对 空间 3 体 问题 情形 解决 了 Birkhoff 问题 . 对 于 诸多 相关 材料 的 一 
个 很 好 的 历史 概述 和 数学 背景 知识 , 也 请 参见 文献 [5]. 

中 心 构 型 在 天 体力 学 中 占有 重要 地 位 . 除了 上 文 提 及 的 它 和 平面 或 空间 ” 体 
问题 的 积分 流 形 的 密切 关系 之 外 , 它 还 和 周期 解 的 构造 (如 同形 解 (homographic 
sohutions),“8” 字 型 解 等 )、 所 有 天 体 的 完全 碰撞 、 非 碰撞 奇 性 的 研究 、” 体 问题 的 
不 可 积 性 等 天 体力 学 的 根本 问题 息息相关 . 另外 , 从 求解 实 代 数 方程 组 的 角度 来 说 ， 
研究 中 心 构 型 方程 本 身 也 很 有 意义 . | 

AI rp 03208 8 PR PET ALA ORI NA 21 : 对 于 任意 选 定 的 正 实数 my, - , 
ma 作为 质量 , 4 体 凸 相对 平衡 点 在 每 种 相对 位 置 下 唯一 . 

更 多 的 背景 知识 可 在 Moeckel 关于 中 心 构 型 的 讲义 (http:/ /www.math.umn.edu/ 
rick/notes/Notes.html) 以 及 Abraham 和 Marsden KJP! 中 找到 . 
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波 利 亚 (Polya) 猜测 


Pólya Conjecture 


dx od m 中 具有 边界 OO 的 有 界 区 域 . 考虑 Laplace 算 子 的 如 下 特征 值 问 
题 : 
| Ay + Ay = 0, TER, (0.1) 


g=, T € Q, 


其 中 Ay = 5 a 是 熟知 的 Laplace A-T. 
j=l 


r? 
J 
众所周知 问题 (0.1) 有 一 列 特征 值 {和}&1, 它们 可 按 递增 的 顺序 排列 成 


OO<AA<A<NM KS SARK 


1912 年 , H. Weyl 在 文献 [1] 中 运用 热 核 和 Tauber 型 定理 证 得 了 如 下 的 渐 近 公式 : 


TE 
Àk ~ Un (5) ; k —> oo, 
其 中 c, = Qa)? / (25-1), ana 是 nn 中 单位 球面 的 面积 , 而 10] 表示 区 域 Q 的 
Lebesgue 测度 . 
基于 上 述 结果 , Polya 于 1954 年 在 文献 [2] 中 提出 了 下 面 的 猜测 : 


Ar > Cn (a) sd ons 
1960 4E, Pólya 本 人 在 文献 [3] 中 就 n = 2 BO 是 平面 覆盖 区 域 的 情形 证 明了 
上 上述 猜想 . 平面 覆盖 区 域 是 一 类 非常 特殊 的 区 域 , 它 是 指 用 该 区 域 不 相交 地 铺垫 起 
来 可 以 覆盖 整个 平面 . 如 长 方形 和 三 角形 是 平面 覆盖 区 域 , 但 圆 盘 不 是 平面 覆盖 区 
域 . 
20 年 之 后 , E. Lieb 于 1980 年 在 文献 [4] 中 证 明 : 存在 一 个 正常 数 Ön < Cn 使 
得 


2 
n 


x k 
之 n l TAT E zu yx 
> un). Rab? 


波 利 亚 (Pólya) 猜测 pA 
据 我 们 所 知 , 关于 Pólya 猜测 的 最 好 结果 是 


n k n 
> — * con . 
Ak > 一 Cn (a) , k-12,-, (0.2) 


这 一 结果 是 由 Peter Li 和 丘成桐 在 1983 年 的 文献 [5] 中 证 明 的 , 并 被 他 们 于 1994 
年 写 进 了 专著 [6]. 


到 目前 为 止 , Pblya 猜测 仍然 是 一 个 悬而未决 的 难题 . 另外 , 关于 Neumann 边 


值 的 特征 值 Pólya 也 给 出 了 一 个 不 等 式 反 向 的 猜测 , 但 除了 文献 [3] 中 的 部 分 结果 
外 没有 任何 进展 . 人 们 也 可 考虑 多 重 调和 算 子 特征 值 的 Pólya 型 猜测 人 7. 


[2] 
i3] 
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IR R25 = (Boltzmann) 方程 的 
Boltzmann-Grad 极限 


Boltzmann-Grad Limit for The Boltzmann Equation 


PST 28 A EM GRO BSP RE BY ae, SHA SU YSN AY 
转变 。 

Boltzmann 方程 是 统计 物理 中 的 一 个 基本 方程 , 它 描述 了 稀薄 气体 中 大 量 粒 子 
通过 碰撞 相互 作用 的 各 种 物理 现象 中 其 分 布 随时 间 的 统计 演化 。 

无 量 纲 化 的 Boltzmann 方程 具有 如 下 形式 : 


Shf + €-Vef + Ve (Ff)=-Q(f,1), (556) ER xR xR. (0) 


这 里 f(x, E t) 2 0 为 粒子 的 分 布 函数 , F 为 外 力 向 量 , Q(f, f) 为 碰撞 算 子 , CEM 
观 速度 的 一 个 双 线 性 非 局 部 算 子 且 其 核 由 粒子 间 相 互 碰撞 的 物理 特性 所 决定 .上 
述 方程 中 的 两 个 参数 Sh 5 k 分 别 是 Strouhal 数 以 及 Knudsen RW. 它们 的 乘积 
Sh. 等 于 平均 自由 时 间 与 参考 时 间 之 比 的 2r 倍 . 无 量 纲 化 的 参数 Sh 与 < 不仅 
刻画 了 分 子 碰撞 的 不 同 效 应 , 而 且 给 出 了 与 碰撞 算 子 相 关 的 时 间 和 空间 导数 的 权 . 

虽然 关于 Boltzmann 方程 的 数学 理论 的 研究 已 取得 了 许多 进展 , 比如 大 初 值 
整体 弱 解 ( 重 正 化 解 ) 的 存在 性 、 平 衡 态 (Maxwell 分 布 ) 附近 小 扰动 整体 解 的 存在 
性 及 上 述 整 体 解 的 流体 力学 极限 等 , 关于 从 Newton 力学 到 Boltzmann 方程 的 极 
BR. 即 所 谓 的 Boltzmann-Grad 极限 的 严格 数学 论证 基本 上 只 限于 Lanford 的 经 典 
THEM), 事实 上 由 粒子 所 满足 的 Newton 方程 组 通过 取 


Now, c0, No >a 


的 极限 来 从 数学 上 严格 推导 Boltzmann 方程 是 由 Grad 提出 的 铅 并 被 Lanford 从 
数学 上 严格 证 明 世 ， 这 从 数学 上 证 实 了 Boltzmann 方程 推导 的 正确 性 ( 见 下 面 的 示 
EC). 这 里 NN 为 粒子 数 , o 为 粒子 的 半径 , a > 0 为 一 常数 . 

与 下 述 示意 图 有 关 的 历史 与 进展 的 一 个 比较 好 的 综述 可 见 文献 [3]. 到 目前 为 
止 与 这 一 示意 图 的 严格 数学 理论 相关 的 工作 有 : 对 硬 球 模 型 , 关于 大 初 值 .小 时 间 段 
的 结果 见 文 献 [7], 小 初 值 、 大 时 间 段 的 结果 见 文献 [5] - [6]. 另外 对 小 初 值 以 及 大 时 
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Newton ġ #2 © Liouville 方 程 
0 


BBGKY 层 次 
Boltzmann-Grad 极 限 
N-eo,g-—0, No’>a 


Boltzmann/Z 1X 


| 分子 混 沌 的 传播 
Boltzmann 方 程 


Boltzmann-Grad 极限 


间 段 , 文献 [2] 讨论 了 一 类 修改 了 的 软 位 势 的 情形 . 所 有 上 面 的 结果 都 是 限于 全 空 
闻 的 情形 且 没 有 考虑 外 力 项 的 影响 . Uchiyama 在 文献 [8] 考虑 了 离散 速度 模型 并 给 
出 了 一 个 Lanford 的 结论 不 成 立 的 粒子 系统 . 文献 [9] 利用 一 个 推广 了 的 Cauchy- 
Kovalevskaya 定理 给 出 了 上 述 结果 的 一 个 比较 简洁 的 证 明 . 事实 上 关于 Newton 方 
程 与 Boltzmann 方程 之 间 的 数学 联系 有 两 个 关键 点 : Boltzmann-Grad 极限 和 分 
子 混沌 传播 的 模式 . 

总 之 , 如 何在 如 下 两 种 情形 下 来 证 实 Boltzmann-Grad 极限 是 一 个 非常 具有 挑 
战 性 的 数学 问题 : 其 一 是 对 大 初 值 以 及 大 的 时 间 段 , 其 二 是 对 其 他 的 物理 情形 比如 
一 般 的 粒子 相互 作用 位 势 的 情形 、 有 具有 外 力 的 情形 和 具有 物理 边界 条 件 的 情形 . 
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玻 尔 兹 曼 (Boltzmann) 方程 的 流体 动力 学 极限 


Fluid Dynamical Limits of The Boltzmann Equation 


在 气体 和 流体 动力 学 中 , 许多 著名 的 运动 方程 已 经 被 推导 , 它们 着 重 于 考虑 气 
体 和 流体 在 不 同 物理 尺度 下 的 不 同方 面 , 而 且 它们 中 的 大 多 数 是 经 典 的 , 可 以 追溯 
到 19 世纪 或 更 早 . 下 面 介绍 的 问题 是 关于 介 观 到 宏观 尺度 的 极限 问题 . 

气体 和 流体 在 宏观 尺度 下 被 看 作 一 个 连续 体 , 它们 的 运动 由 诸如 物质 密度 、 宏 
观 速度 、 绝对 温度 、 压 强 、 张力 、 热 流 等 宏观 量 来 描述 . Xe ^ INE, 在 流体 力学 所 提 
出 的 方程 组 中 最 著名 的 当 属 (可 压 或 不 可 压 ) Euler 方程 组 和 Navier-Stokes 方程 组 . 

与 之 相反 的 是 , 在 微观 尺度 , 气体 、 流 体力 至 任何 物质 都 被 看 作 一 个 由 微观 粒 
CT (原子 /分 子 ) 组 成 的 多 体系 统 . 于 是 , 这 个 系统 的 运动 可 在 经 典 力学 的 框架 下 由 
耦合 的 Newton 方程 组 来 描述 . 如 果 微 观 粒 子 的 数目 为 N, 所 涉及 方程 的 数目 则 为 
6N. 

虽然 Newton 方程 是 经 典 力 学 的 第 一 原理 , 但 由 于 方程 的 数目 太 大 ( 与 Avo- 
gadro 常数 6 x 1073 同 阶 ), 故 不 可 能 给 出 所 有 的 初始 值 , 从 而 这 些 方程 在 实际 应 用 
中 用 处 不 大 , 人 们 只 得 转向 统计 方法 . 另 一 方面 , 前 面 提 及 的 流体 动力 学 宏观 量 是 
与 依赖 于 某 个 微观 状态 的 量 的 统计 平均 有 关 的 . 动力 学 理论 则 给 出 了 气体 和 流体 
的 中 观 描述 , 它 被 认为 是 联系 宏观 和 微观 尺度 的 一 个 核心 理论 . 一 个 基本 且 经 典 的 
动力 学 方程 是 Boltzmann 方程 


fibt Vef = EQU, f), (bv,é) € Rx Re x RY 


这 里 f(z, ë, t) 20 为 粒子 的 分 布 函数 , k BRA Knudsen 数 , 它 等 于 微观 尺度 与 宏观 
REZE, Qf, f) 为 碰撞 算 子 , 它 是 微观 速度 的 一 个 双 线 性 非 局 部 算 子 且 其 核 由 粒 
子 间 相 互 碰撞 的 物理 特性 所 决定 . 

第 一 个 从 动力 学 方程 推导 出 流体 力学 方程 的 是 Maxwell 和 Boltzmann. 这 些 
早期 的 推导 基于 动力 学 方程 中 不 同 项 之 间 的 相互 平衡 的 技巧 . 从 某 种 程度 上 讲 , 这 
些 平衡 技巧 似乎 是 任意 的 . 因此 , Hilbert 认为 这 些 推导 应 该 基于 关于 非 量 纲 的 小 
参数 k 的 一 个 系统 的 展开 , 即 Hilbert 展开 . 稍 后 Chapman 和 Enskog 独立 提出 了 
关于 这 一 小 参数 的 一 个 不 同 的 展开 , 即 所 谓 的 Chapman-Enskog 展开 

Hilbert 展开 和 Chapman-Enskog 展开 的 首 项 为 可 压缩 Euler 方程 , 其 他 阶 依 
次 为 可 压缩 Navier-Stokes 77 f£. Burnett 方程 及 超 Burnett 方程 等 . 验证 这 些 形式 


BURKS (Boltzmann) 方程 的 流体 动力 学 极限 . 825. 


展开 是 很 困难 的 , 部 分 原因 在 于 对 这 些 流 体力 学 方程 基本 的 适 定性 与 正则 性 结果 都 
仍旧 没有 解决 . 我 们 将 从 下 面 三 个 方面 介绍 流体 力学 极限 的 验证 : 

(1) 注意 , 可 压缩 Navier-Stokes 方程 并 不 是 Boltzmann 方程 的 任何 极限 所 导出 
的 方程 . 另 一 方面 , 即使 Boltzmann 方程 和 可 压缩 Euler 方程 在 描述 不 同 尺度 下 的 
波 现象 时 有 相似 之 处 , 从 Boltzmann 方程 到 可 压缩 Euler 方程 的 流体 力学 极限 仍 是 
一 个 本 领域 具有 挑战 性 的 公开 问题 . 其 中 的 一 个 主要 困难 在 于 可 压 盎 Euler 方程 的 
解 一 般 会 产生 奇 性 , 即 激 波 的 形成 , 因而 人 们 不 得 不 转向 弱 解 的 研究 . 于 是 , 问题 是 
如 何 对 满足 适当 燃 条 件 的 弱 解 验证 上 述 极限 . 关于 这 方面 的 一 些 特殊 情形 的 工作 有 
Caflischl$], Nishidal", Ukai-Asanol?] 和 Yu. 

(2) 对 不 可 压 方程 , 有 许多 工作 1>368 研究 了 在 长 时 间 尺 度 下 直接 得 到 不 可 
Jk Navier-Stokes 方程 . 特别 地 ,Golse-Saint Raymond!® 证 明了 Boltzmann 方程 的 
DiPerna-Lions 的 重 整 解 的 适当 的 rescaled 序列 收敛 到 不 可 压 Navier-Stokes 方程 的 
Leray 解 . 即便 如 此 , 该 解 的 唯一 性 和 正则 性 还 是 一 个 大 的 公开 问题 . 

(3) 最 后 , 与 经 典 的 流体 力学 方程 组 相 比 , Boltzmann 方程 提供 了 更 多 的 信息 ， 
所 以 它 可 以 用 来 描述 一 些 经 典 的 方程 如 Euler 和 Navier-Stokes 方程 等 所 不 能 描述 
的 现象 . 这 些 有 趣 的 现象 , 比如 稀薄 气体 中 的 thermal creep flow, 早 在 Maxwell 时 
代 已 为 人 知晓 . 关于 它们 的 研究 , 从 20 世纪 60 年 代 起 就 有 一 些 基 于 动力 学 方程 
的 渐 近 推导 和 数值 计算 的 工作 加, 但 是 这 些 现象 严格 的 数学 理论 至 今 完全 是 一 个 空 
A. 
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不 可 压缩 纳 维 耶 -斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 


Incompressible Navier-Stokes Equations 


不 可 压缩 Navier-Stokes AFER T STE n] HAZ UR DL PR EE. 根据 New- 
ton 力学 中 的 质量 守恒 和 动量 守恒 , 我 们 得 到 如 下 方程 : 


du — vAu + (u: V)u = -Vp + f, (1) 


V.u- Y ðu; — 0, (2) 
i=1 
其 中 , u 表示 速度 场 , p 表示 压强 函数 , v RAPER, f 表示 外 力 场 . 方程 (1) 表 
示 流 体 的 动量 守恒 , 方程 (2) 表示 流体 的 质量 守恒 , 即 不 可 压缩 条 件 . 在 恒温 的 情 
况 下 , 若 速度 场 适 当 光 滑 , 对 不 可 压缩 齐 次 流体 来 说 , 能 量 守恒 是 动量 守恒 和 质量 
守恒 的 推论 . 该 方程 是 法 国 工程 师 Navier 于 1822 年 以 适当 分 子 模型 为 基础 建立 起 
来 的 , 随后 ,由 于 Poisson(1831), de Saint Venant(1843), 特别 是 Stokes(1845) 等 人 
的 贡献 , 他 们 以 连续 介质 力学 为 基础 , 重新 建立 了 该 方程 ， 因 此 , 后 人 称 该 方程 为 
Navier-Stokes 方程 . 
法 国 铸 名 数学 家 J. Leray 于 1933 年 和 1934 年 连续 发 表 了 3 篇 论文 , 建立 了 
条 性 不 可 压缩 流体 力学 的 数学 理论 基础 . 特别 地 , Leray 构造 了 二 维和 三 维 Navier- 
Stokes 方程 Cauchy 问题 具有 有 限 能 量 的 一 类 整体 弱 解 ， 当 初始 值 光 滑 时 ， 存 在 
Ti (20), 使 得 该 弱 解 在 局 部 时 间 (0, 71) 内 是 光滑 的 ; 且 在 某 个 适当 大 的 时 间 TS > T 
之 后 , 该 弱 解 也 是 光滑 的 ，Leray 进一步 分 析 并 证 明了 他 所 构造 的 弱 解 关于 时 间 
的 可 能 奇异 点 集合 的 Lebesgue 测度 为 零 . Hopf(1951) 证 明了 , 在 任意 三 维 区 域 
E, Navier-Stokes 方程 初 边 值 问题 具有 有 限 能 量 弱 解 的 整体 存在 性 ， 随 后 ，Lions， 
Prodi(1959) 和 Ladyzhenskaya(1959) 等 人 证 明了 对 二 维 Navier-Stokes 方程 , 当初 
始 值 适当 光滑 时 , 其 整体 弱 解 的 唯一 性 、 正 则 性 和 稳定 性 , 从 而 证 明了 二 维 Navier- 
Stokes 方程 解 的 适 定性 . 
关于 三 维 初 边 值 问题 , 在 如 下 特殊 情形 之 一 : @ 所 给 初始 值 关 于 某 个 轴 具 有 轴 
对 称 性 , 且 充 满 流 体 的 区 域 不 包括 该 对 称 轴 ; @ 所 给 初 值 是 旋转 对 称 的 ; © 所 给 初 
值 是 螺旋 对 称 的 , 则 Navier-Stokes 方程 是 整体 唯一 可 解 的 . 对 于 一 般 情形 , 在 给 定 
的 初始 值 的 某 种 范 数 适当 小 或 流体 运动 区 域 适当 小 的 假设 条 件 下 , 证 明了 整体 光滑 
解 的 存在 性 ; 或 在 各 种 不 同 的 正则 性 假设 条 件 下 , 研究 了 Leray-Hopf 弱 解 的 唯一 性 
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和 正则 性 . 但 是 , 当初 始 值 是 无 穷 光 滑 且 有 紧 文 集 (初始 值 和 流体 运动 区 域 的 大 小 
没有 任何 限制 ) 时 , 其 Leray-Hopf 弱 解 的 唯一 性 和 正则 性 , 或 光滑 解 的 整体 存在 性 
至 今 没 有 解决 . 从 1976 FE, Scheffer 发 表 了 系列 论文 , 开始 研究 一 类 弱 解 (suitable 
weak solution) 奇异 点 集合 的 大 小 , 即 弱 解 的 部 分 正则 性 问题 . 到 目前 为 止 , 最 好 的 
结果 由 Caffarelli, Kohn 和 Nirenberg(1982) 得 到 . 对 于 一 类 满足 广义 能 量 不 等 式 的 
弱 解 (suitable weak solution), 他 们 证 明了 关于 时 间 空 间 的 可 能 奇异 点 集合 的 一 维 
Hausdorff 测度 为 零 .， 林 芳 华 教授 简化 了 他 们 的 证 明 . 1995 Æ, Necas, Ruzicka 和 
Sverak 等 证 明了 Navier-Stokes 方程 不 存在 非 平凡 的 后 向 自 相 似 解 . Miller, O'Leary 
和 Schonbek(2001) 证 明了 不 存在 非 平 凡 的 更 广 的 一 类 后 向 自 相 似 解 . 

因此 , 当初 始 值 是 无 穷 光 滑 , 散 度 为 零 且 有 紧 支 集 (初始 值 和 区 域 的 大 小 没有 
任何 限制 ) AY, 三 维 不 可 压缩 Navier-Stokes 方程 光滑 解 的 整体 存在 性 , 或 光滑 解 在 
有 限时 间 的 爆破 性 , 是 不 可 压缩 流体 力学 数学 理论 中 最 基本 的 公开 问题 . 它 是 Clay 
研究 所 悬赏 一 百 万 的 七 个 著名 千 禧 年 问题 之 一 ， 也 是 俄罗斯 科学 院 和 著名 数学 家 
Smale 认为 本 世纪 需要 解决 的 重大 问题 之 一 . 

HRERS v TER, Navier-Stokes 方程 初 边 值 问题 的 解 , 在 流体 运动 区 域 
的 内 部 , 是 否 趋 向 于 相应 的 理想 流体 即 Euler 方程 初 边 值 问 题 的 解 ,以 及 流体 边界 
层 问题 的 刻画 ? Navier-Stokes 方程 初 边 值 问题 的 解 究竟 在 何 种 程度 精确 地 描述 了 
实际 流体 的 流动 ? 这 些 也 是 不 可 压缩 Navier-Stokes 方程 研究 中 最 基本 而 很 重要 的 
问题 . 
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等 谱 问 题 


On The Isospectral Problem 


设 Q1 FQ. 为 了 "中 两 个 有 界 区 域 , 分 别 考虑 其 上 的 Laplace 算 子 的 特征 值 
问题 


—Au-Au, zE, -Av = uv, ZE fl, 
(D1) | (D2) | 


ulan, = 0, vlan, = 0, 


则 特征 值 问题 (Di) 和 (Do) 分 别 有 离 散 谱 {Ahen 和 {uher 车 对 每 一 个 ICN, 
JH 
Ài = Hi, (1) 


则 称 OQ, 和 Q5 关于 Dirichlet Laplacian( 也 可 考虑 类 似 的 Neumann Laplacian) 是 两 
个 等 谱 的 区 域 . 于 是 可 以 提出 这 样 的 问题 , BI 


等 谱 问题 E OQ AO, 是 等 谱 的 两 个 区 域 , 那么 它们 一 定 是 等 距 同 构 的 吗 ? 


在 应 用 背景 下 , 每 一 个 特征 值 A; 可 以 看 成 是 对 Q 在 作 某 种 测量 , 所 以 形象 地 
说 , 以 上 等 谱 问 题 是 指 如 果 对 Q 和 Qs 在 所 有 的 那些 (无 穷 多 种 ) 测量 下 得 到 的 数 
据 都 是 相同 时 , 是 否 在 几何 上 可 推出 0, 和 0, 是 可 以 完全 的 重 登 在 一 起 的 ? 遗憾 
的 是 对 于 这 一 问题 的 回答 , 我 们 得 到 的 答案 一 般 却 是 否定 的 . 

这 方面 的 第 一 个 反例 是 Milnor! 给 出 的 , 他 当时 构造 出 了 一 对 等 谱 的 但 非 等 
距 同 构 的 16 维 环 面 的 例子 . 但 人 们 真正 感 兴趣 的 是 在 平面 R 上 是 否 有 上 述 的 等 
谱 问 题 成 立山. 这 方面 的 研究 涉及 到 分 析 (椭圆 算 子 的 谱 )、 几 何 和 拓扑 等 学 科 交 又 
的 内 容 B~ 引 ，1992 年 , Gordon-Webb-Wolperti6l 在 这 方面 取得 了 突破 性 的 进展 , 他 
们 在 平面 R 上 构造 出 了 一 对 边界 逐 段 光滑 的 等 谱 但 非 等 距 同 构 的 例子 . 随后 文献 
[6] 中 的 复杂 证 明 被 文献 [7] 和 [8] 利用 新 的 证 明 思 想 简 化 了 . 接 下 来 这 方面 还 有 两 
个 困难 的 问题 一 直 困 惑 着 人 们 : 四 是 否 在 平面 R 上 可 以 构造 一 对 有 界 连通 区 域 ， 
其 边界 是 非常 不 光滑 (甚至 于 是 具 分 形 的 边界 ) 的 , 使 得 它们 是 等 谱 的 但 却 非 等 距 
HH? (2) 是 否 在 平面 R? 上 可 以 构造 一 对 具 光 滑 边 界 (至 少 要 C1 光滑 的 ) 的 有 界 
连通 区 域 , 它们 是 等 谱 的 但 却 不 是 等 距 同 构 的 ? 

2000 Æ, 文献 [9] 在 平面 R 中 构造 出 了 一 对 具 分 形 边界 的 连通 有 界 区 域 , € 
们 是 等 谱 的 , 但 非 等 距 同 构 , 从 而 解决 了 以 上 所 提 的 问题 (1). 但 按照 专家 们 的 共 
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iR, 以 上 所 提 的 问题 (2) 是 一 个 有 相当 难度 的 问题 , 到 目前 为 止 还 未 见 有 能 被 解决 
的 迹象 . 让 我 们 再 次 叙述 一 下 这 个 问题 : 


问题 平面 R 上 是 否 存 在 一 对 具 光 滑 边 界 (BDA C1 光滑 的 边界 ) 的 有 界 连通 


区 域 , 它们 是 等 谱 的 , 但 却 非 等 距 同 构 ? 
以 上 所 提 的 问题 是 分 析 学 家 、 几何 拓扑 学 家 共同 感 兴趣 的 问题 , 读者 可 通过 这 


里 所 列举 的 参考 文献 进一步 深入 了 解 和 研究 . 
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钝 体 超 背 速 绕 流 问题 的 数学 分 析 


Problem on Supersonic Flow Around Blunt Bodies 


当 一 个 飞行 体 在 空气 中 以 超 音 速 的 速度 飞行 时 , 一 般 在 飞行 体 前 方 就 会 产生 
一 个 激 波 . 按 相 对 运动 的 观点 也 可 理解 为 , 当 一 个 超 音 速 气流 越过 一 个 固定 物体 时 ， 
由 于 物体 的 阻 绕 , 在 物体 前 方 会 形成 一 个 激 波 . 这 个 激流 面 的 形成 , 将 大 大 改变 气 
流 的 状态 , 从 而 改变 物体 受 力 的 情况 . 研究 超 音 速 气流 受 固定 物体 阻 绕 后 所 产生 的 
激 波 面 的 位 置 以 及 波 后 的 流 场 就 称 为 超 音速 绕 流 问题 . 显然 , 它 对 于 现代 高 速 飞行 
技术 的 发 展 是 至 关 重 要 的 ， 

力学 实验 指出 , 当 超 音速 流 越过 的 物体 具有 尖 头 部 时 (例如 物体 呈 落 辟 或 尖 头 
锥 体 时 ), 物体 前 方 的 激 波 是 附着 在 物体 头 部 的 . 这 时 , 在 物体 表面 与 激 波 之 间 的 区 
域 中 流动 仍然 是 超 音 速 的 . 相反 , 当 物 体 头 部 是 钝 头 时 , 例如 该 物体 是 球体 、 具 有 
球形 头 部 的 锥 体 或 具有 大 项 角 的 锥 体 等 , 这 个 激 波 面 将 是 脱 体 的 , 即 激 波 面 与 物体 
表面 有 一 定 的 距离 .在 激 波 的 正 后 方 , 流动 是 亚 音速 的 , 而 在 波 后 下 游 较 远 处 , 流 
动 仍 可 以 是 超 音 速 的 上 上 3， 所 以 在 激 波 到 物 面 的 整个 区 域 中 所 出 现 的 是 一 个 跨 音 

对 于 力学 实验 中 观察 到 的 现象 在 理论 上 给 以 严格 的 证 明 将 能 更 深刻 地 了 解 运 
动 的 特性 , 也 能 为 相应 的 数值 计算 提供 可 靠 的 理论 基础 . 空气 动力 学 中 通常 用 Euler 
方程 或 Navier-Stokes 方程 来 描写 流动 . 如 果 将 空气 的 犁 性 忽略 , 又 将 激流 视 为 一 个 
流动 量 的 间断 面 , 则 确定 激 波 以 及 激 波 后 的 流 场 就 导致 Euler 方程 组 的 一 个 自由 边 
界 问题 . 这 是 偏 微 分 方程 理论 中 一 个 很 复杂 的 问题 . 将 问题 稍 简 化 一 些 , 例如 将 激 
波 后 的 流动 用 无 旋 流 描述 , 则 通过 引入 位 势 函数 o, 可 以 将 Euler 方程 组 简化 为 一 
个 二 阶 非 线 性 偏 微分 方程 , PROS RES FE. 


) (V9)¢z,) = 0, 


这 个 方程 在 超 音 速 区 域 中 为 双 曲 型 方程 , 而 在 亚 音 速 区 域 中 为 椭圆 型 方程 . 这 样 钝 
体 绕 流 的 整个 流动 就 必须 用 一 个 混合 型 方程 来 描写 ， 由 于 流 场 内 流体 速度 的 分 布 
是 未 知 的 , 所 以 从 双 曲 型 方程 变化 到 椭圆 型 方程 的 变型 线 也 是 未 知 的 . 又 因为 流体 
运动 方程 是 非 线性 的 , 从 而 在 描写 钝 体 绕 流 问 题 时 人 们 将 面 对 一 个 非 线性 混合 型 方 
程 的 问题 . 若 直接 用 Euler 方程 组 讨论 钝 体 超 音 速 绕 流 , 方程 的 变型 又 会 与 流 线 特 
征 交 织 在 一 起 . 相应 的 问题 自然 更 为 困难 . 
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对 于 尖 头 物体 的 超 音 速 绕 流 问题 , 已 经 在 一 定 条 件 下 证 明了 在 物体 头 部 含 附 体 


激 波 解 的 存在 性 与 稳定 性 8B~"| . 但 是 对 于 钝 头 物体 超 音速 绕 流 问题 , 由 于 方程 的 变 
型 不 可 避免 , 至 今 无 论 是 关于 解 的 存在 性 、 稳 定性 或 是 关于 解 的 结构 等 都 缺乏 数学 
理论 已 严格 证 明 的 结果 . 因为 即使 是 对 线性 混合 型 方程 , 其 系统 理论 成 果 与 椭圆 型 
方程 或 双 曲 型 方程 相 比 也 要 少 得 多 . 但 由 于 钝 体 超 音 速 绕 流 问题 在 空气 动力 学 中 
的 重要 性 , 而 在 数学 分 析 的 处 理 上 又 会 同时 涉及 非 线 性 、 混 合 型、 自由 边界 、 整 体 
解 等 在 偏 微分 方程 理论 中 普遍 认为 是 最 困难 的 因素 , 所 以 这 个 问题 在 偏 微分 方程 领 
域 中 很 受 人 关注 . 对 这 个 问题 研究 的 进展 将 会 对 偶 微 分 方程 理论 的 发 展 起 重大 的 
推动 作用 . 
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非 线 性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 的 
高 维 黎 曼 (Riemann) 问题 
Multi-dimensional Riemann Problems of Nonlinear 


Hyperbolic Systems of Conservation Laws 


Riemann 问题 是 非 线性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 理论 中 的 一 个 特殊 的 初 值 问题 . 在 
一 个 空间 变量 的 情形 , Riemann 问题 就 是 初始 资料 在 正 负 xz 半 轴 上 分 别 取 常 状态 
的 间断 始 值 问题 . 在 20 世纪 50 年 代 Peter Lax 对 于 含 一 个 空间 变量 的 拟 线性 严 
格 双 曲 型 方程 组 证 明了 如 下 的 结论 : 如 果 它 是 真正 非 线性 或 线性 退化 的 , 那么 当 在 
正 负 z 半 轴 上 所 取 的 常 状态 很 接近 时 , Riemann 问题 在 该 状态 的 邻 域 中 存在 唯一 
ERU 7] NIRE ISTA 99 f I. 对 于 含 一 个 空间 变量 的 拟 线性 双 曲 型 方程 组 , Riemann 
问题 的 解 可 以 作为 “基本 结构 ” (building block) 来 构造 非 线性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 
一 般 初始 值 问题 的 整体 粹 弱 解 , 又 在 一 定 条 件 下 代表 了 初始 值 问 题 整体 粹 弱 解 的 渐 
ARTE! 所 以 , 它 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 

在 多 个 空间 变数 的 情形 , 人 们 也 自然 想 从 最 基本 的 间断 始 值 问 题 着 手 研究 非 线 
性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 理论 的 各 类 问题 . 例如 在 两 个 空间 变数 的 情形 , 将 初始 平面 
划分 成 以 原点 为 心 的 几 个 角 状 区 域 , 在 每 个 区 域 中 初始 资料 取 为 常态 的 始 值 问 题 就 
是 这 样 的 问题 , 它 称 为 二 维 Riemann 问题 . 对 于 含 更 多 空间 变数 的 情形 也 可 以 类 似 
地 定义 更 高 空间 维 数 的 Riemann 问题 . 由 于 Riemann 问题 的 初始 条 件 在 自 变 量 的 
伸缩 变换 下 不 变 . 而 很 多 守恒 律 方程 组 , 例如 空气 动力 学 中 的 Euler 方程 组 , 在 目 变 
量 的 伸缩 变换 下 也 保持 形式 不 变 , 所 以 这 时 相应 Riemann 问题 的 解 也 具有 在 这 种 
变换 下 不 变 的 性 质 , 这 样 的 解 称 为 自 模 解 . 但 是 , 即使 在 含 两 个 空间 变数 的 双 曲 型 
方程 组 Riemann 问题 的 情形 , 只 要 方程 组 含有 真正 非 线性 的 特征 , 它 的 自 模 解 所 满 
足 的 方程 就 不 是 纯 双 曲 的 , 通常 会 是 混合 型 方程 . 于 是 一 个 双 曲 型 方程 组 的 间断 始 
值 问题 将 转化 为 混合 型 方程 的 具 无 穷 远 处 边界 条 件 的 边 值 问题 . 加 上 所 考察 的 解 可 
能 含有 间断 , 问题 就 变 得 十 分 复杂 . 

高 维 Riemann 问题 的 研究 要 求 对 非 线 性 波 的 相互 作用 有 深入 的 了 解 与 细致 的 
刻画 , 它 会 导致 对 非 线 性 方程 许多 特定 边 值 问题 的 研究 , 也 同时 提供 了 混合 型 方程 
各 种 边 值 问题 的 实例 , 此 外 , 一 些 特定 的 物理 问题 也 可 以 视 为 高 维 Riemann 问题 
的 特例 . 例如 角 状 区 域 的 水 坝 退 塌 问 题 、 平 面 激 波 被 斜坡 反射 问题 等 . 所 以 , 高 维 
Riemann 问题 的 研究 不 仅 对 非 线 性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 理论 有 重要 的 意义 , 而 且 对 
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于 整个 偏 微分 方程 理论 的 发 展 也 有 重要 影响 . 
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非 线 性 椭圆 方程 中 的 De Giorgi 
及 吉本 斯 (Gibbons) 猜想 


De Giorgi and Gibbons Conjectures in Nonlinear Elliptic Equations 


许多 实际 问题 通过 一 些 规范 的 数学 技巧 , 可 以 简化 为 研究 下 面 两 类 方程 : 


(I) Au—u+u? =0, u>0, zcRN, 
(IH Au— vu — u? — 0, lu «1, zem, 


其 中 pz > 1,N 是 空间 维 数 . 我 们 称 问 题 (1) AIER Schrödinger 方程 , 称 问题 (11) 
称 为 Allen-Cahn 方程 . 
一 个 基本 的 问题 是 对 (I) 和 (ID) 的 解 进行 分 类 . 
Gidas-Ni-Nirenberg!! 证 明了 如 下 著名 的 结果 : 如 果 (T) 的 解 满足 
lim u(x) =0, (1) 
|z| 一 十 oo 
那么 , u 必然 关于 某 个 点 为 径 向 对 称 的 , 这 样 方程 (1) 就 可 以 化 为 常 微分 方程 了 . 
对 方程 (ID, 我 们 已 知 当 N = 1 时 为 一 个 常 微分 方程 , 并 有 如 下 的 解 : 
t 
u = tanh vm (2) 
1978 4E, De Giorgi?! 提出 如 下 猜想 : 
De Giorgi 猜想 如 果 假 设 v 满足 (II) 以 及 





Qu 
DEN > 0, (3) 
则 至 少 当 N < 8 Hb, u 的 水 平 集 {u = 2) 是 超 平面 (也 就 是 说 i canh 
r.a—b 
Cu) 


De Giorgi 的 猜想 是 和 极 小 曲面 中 的 Bernstein 猜想 有 密切 关系 的 .Bernstein 
猜想 为 : 

Bernstein 猜想 RY 的 极 小 曲面 如 果 是 图 像 , 它 一 定 是 超 平 面 . 

Simons) 证 明了 当 N < 7 WY, Bernstein 猜想 是 对 的 ; Bombieri, De Giorgi 及 
Giusti] 给 出 了 一 个 Bernstein 猜想 在 N > 7 时 的 反例 . 
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最 近 十 年 对 De Giorgi 猜想 的 研究 有 很 大 的 进展 . 如 Ghoussoub 及 Guil! 证 明 
了 当 N = 2 Wf, De Giorgi 猜想 是 成 立 的 . Cabré 及 Amrosiolel 证 明了 N = 3 时 的 
De Giorgi 猜想 . Savin”! 证 明了 当 4 < N « 8 时 , 如 果 假 定 


,, Um, s ur", EN) eL (4) 
则 De Giorgi 猜想 是 对 的 . 
于 是 我 们 可 以 提出 如 下 问题 : 


问题 1 当 4< N «8 时 , 如 果 去 掉 条 件 (4), De Giorgi 猜想 是 否 成 立 ? 
当 N > 9 Wf, Del Pino, Kowalczyk 及 Weil8] 构造 了 一 个 De Giorgi 猜想 的 反 
例 , 他 们 的 证 明 主 要 是 用 到 Bombieri, De Giorgi 及 Giustil? 的 反例 . 
问题 2 当 N >9 时 , 是 否 还 可 以 构造 其 他 更 多 的 反例 ? 
条 件 (4) 是 和 下 面 的 Gibbons 猜测 有 关 的 . 
Gibbons 猜想 ”如果 假设 满足 方程 (II) 以 及 
UID. u(x’, zy) = +1 (5) 
对 2’ 一致 地 成 立 ,， 那么 u = tanh (* T a 
Barlow-Bass-Gui (2000), Berestycki-Hamel-Momeau (2000) 以 及 Farina (1999) 
分 别 给 出 了 Gibbons 猜想 的 不 同 的 证 明 . 
问题 1 的 研究 更 加 困难 ,在 某 些 方面 , 它 和 几何 中 的 常平 均 曲率 曲面 (CMC) 
的 研究 有 很 大 的 关系 ， 并 且 它 的 解 的 结构 极为 复杂 . 例如 Del Pino, Kowalczyk, 
Pacard 及 Weil’! 证 明了 对 任何 一 个 Toda 系统 的 解 , 都 对 应 着 (D) 的 一 个 解 . 
同样 的 , 对 (D, 我 们 可 以 提出 下 面 的 问题 及 猜想 : 
问题 3(Gibbons 猜想 ) 如果 假设 u 满足 方程 (1) 以 及 
lim  u(z',zN)—0 (6) 


|z N | Foo 


对 > 一 致 地 成 立 , 那么 ulr, zw) 对 于 z' 是 径 向 对 称 的 , 对 于 zw 是 周期 的 . 

条 件 (6) WHAT 只 有 两 个 末端 (ends). 对 CMC HM, Korevaar, Kusner 及 
Solomonll9 证 明了 只 有 两 个 末端 的 常平 均 曲率 曲面 一 定 是 Delaunay 曲面 . Gibbons 
猜想 (问题 3) 可 看 作 是 此 几何 上 的 结果 所 对 应 的 PDE 方面 的 一 个 自然 推广 . 
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冯 :. 诺 伊 受 (Von Neumann) f£it 


Von Neumann Paradox 


激 波 反射 的 转换 问题 是 在 激 波 反 射 研究 中 一 个 长 期 未 解决 的 问题 . 如 所 知 , 当 
激 波 遇 上 障碍 物 时 就 会 被 障碍 物 所 反射 .一 个 典型 的 情形 是 平面 激 波 被 平 直 表面 
的 反射 . 当 入 射 角 较 小 时 , 激 波 反射 与 线性 波 反 射 的 图 像 相近 . 但 当 入 射 角 较 大 时 ， 
激 波 反射 与 线性 波 反 射 的 图 像 会 有 很 大 的 区 别 . 这 时 , 入 射 波 与 反射 波 的 交点 不 在 
障碍 物 的 表面 上 , 而 是 与 物体 表面 有 一 段 距离 ， 男 有 一 个 激 波 将 交点 与 物 面 相连 ， 
这 个 激 波 称 为 Mach fF. 在 定常 流 中 的 激 波 反射 与 在 非 定 常 流 中 的 激 波 反射 都 会 
出 现 这 一 现象 . 

1943 Œ, Von Neumann 通过 激 波 面 上 应 当成 立 的 激 波 关 系 (Rankine-Hugoniot 
AUR) 的 分 析 指 出 , 在 上 述 三 个 激 波 交点 处 仅 含 三 个 激 波 不 含 其 他 类 型 间断 的 非 线 
性 波 结构 不 可 能 存在 , 从 而 引入 了 三 个 激 波 加 一 个 接触 间断 的 波 结构 , BR Mach 
结构 . 在 激 波 反射 问题 中 何 时 出 现 正则 反射 结构 或 Mach 结构 可 以 用 激 波 极 线 理 
论 来 分 析 . 激 波 极 线 是 在 相 平面 (例如 以 速度 分 量 u,v 为 坐标 , 或 以 压力 p 与 速度 
Ji 178 9 为 坐标 的 平面 ) 上 能 与 一 个 确定 状态 相连 接 的 所 有 可 能 状态 的 轨迹 . 激 波 
极 线 与 坐标 轴 的 交点 或 不 同 激 波 极 线 的 交点 对 应 于 可 能 的 正则 反射 或 Mach 反射 
这 一 模型 也 称 为 Von Neumann 模型 . 

在 多 数 情形 下 , 由 Von Neumann 模型 可 给 出 会 发 生 哪 种 激 波 反射 的 一 个 预测 . 
但 是 , 在 某 些 流 场 参数 组 合 下 , 按照 激 波 极 线 理论 的 分 析 , 正则 反射 与 Mach 反射 都 
可 能 产生 , 这 就 是 所 谓 双 解 区 域 . 当 入 射 激 波 强度 很 弱 时 , 双 解 区 域 会 很 大 . 由 于 在 
真实 流动 中 , 应 该 只 有 一 种 情况 实际 出 现 , 究竟 哪 种 反射 现象 会 现实 地 出 现 就 是 一 
个 令 人 疑惑 的 问题 ? 此 外 , 在 激 波 反射 中 也 会 出 现 这 种 情形 : 即 按照 Von Neumann 
模型 既 不 可 能 产生 正则 反射 , 也 不 可 能 产生 Mach 反射 , 但 在 实验 中 却 可 以 看 到 类 
WF Mach 反射 的 结构 . 这 种 实验 与 理论 相 背 离 的 现象 , 被 称 为 Von Neumann fF 
ie 21.16] . 

如 果 对 一 个 激 波 强度 已 确定 的 入 射 激 波 , 将 其 入 射 角 从 很 小 的 值 开 始 , 逐渐 增 
X. 那么 激 波 反 射 现 象 将 从 正则 反射 开始 最 终 过 渡 到 Mach 反射 . 转变 点 应 当 落 在 
双 解 区 域 中 . 究竟 何 时 发 生 转 变 ? 这 是 困扰 人 们 很 入 的 问题 . 为 解决 这 个 问题 , 人 们 
提出 了 几 种 准则 : 脱离 准则 , 力学 平衡 准则 , 音速 准则 等 冉 , 但 这 些 准则 都 只 是 部 分 
地 与 实验 相 附 . 近年 来 , 又 有 人 提出 了 滞后 作用 的 观点 来 分 析 双 解 区 域 的 现象 . 另 
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一 方面 , 为 解释 理论 上 无 法 预测 而 实验 中 出 现 的 类 似 Mach 反射 的 现象 , 有 些 学 者 
又 提出 了 新 的 激 波 结构 , 如 Von Neumann 结构 、Guderley 结构 等 , 但 这 些 观点 都 还 
在 探讨 中 . 显然 , 判定 正则 激 波 反射 何 时 转换 成 Mach 反射 已 不 能 仅 依靠 激 波 极 线 
理论 , 它 需 要 利用 流体 动力 学 方程 对 整个 流 场 的 结构 与 稳定 性 进行 更 深入 的 分 析 ， 
这 也 正 是 偏 微 分 方程 理论 所 面临 的 难题 . 
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没有 对 称 性 的 非 线性 椭圆 型 方程 无 穷 多 个 解 的 存在 性 
Existence of Infinitely Many Solutions of Nonlinear 


Elliptic Equations Without Symmetry 


变 分 学 是 一 个 古老 的 数学 分 支 , 产生 于 18 世纪 , Euler 和 Lagrange ERRE 
的 早期 作出 了 主要 贡献 . 20 世纪 初 , Hilbert 提出 了 23 个 著名 的 数学 问题 , 其 中 有 
两 个 涉及 变 分 学 , 特别 是 第 23 问题 预言 变 分 学 将 有 很 大 发 展 . 正如 Hilbert 所 预 
言 , 由 于 拓扑 学 等 学 科 的 渗入 , 20 世纪 的 变 分 学 有 了 长 足 发 展 , 逐渐 演化 成 现代 变 
分 学 , 被 应 用 于 非常 广泛 的 数学 物理 问题 . 

以 Ambrosetti 和 Rabinowitz 于 1973 年 发 表 的 山路 引 理 和 对 称 山 路 引 理 为 标 
志 ， 现代 变 分 学 进入 快速 发 展 时 期 . 作为 对 称 山路 引 理 的 应 用 ， Ambrosetti 和 Rabi- 
nowitz 研究 了 方程 


—Au-f(r,u),rc€Q; u=0, TEQ (1) 


无 穷 多 个 解 的 存在 性 , 这 里 , 9 是 RN 中 有 界 区 域 , 具有 光滑 边界 ON. Ambrosetti 
和 Rabinowitz 证 明 在 下 列 假设 下 方程 (1) 有 无 穷 多 个 解 : 
(Ai) fe C(Q x R,R), 


(Ao) FE c» 0 RI 1 <p< 5 04 N = 1,2 RB p> 1), 使 得 





\f(z,t) < c(1+ |t), Ve EQ,teER, 
(As) FE wp > 2 Al M > 0 使 得 
f 1 
| 本 J 有 
0 H 


(Aa) f(z, =t) = -f (x,t). 

应 当 指 出 , 对 于 更 加 广泛 的 椭圆 型 方程 和 其 他 类 型 的 方程 也 有 类 似 的 结果 . 条 
件 (A4) 是 一 个 对 称 性 条 件 , 它 使 得 对 应 的 能 量 泛 函 成 为 偶 泛 函 , 使 得 Borsuk 定理 
成 为 有 用 的 工具 . 如 果 只 假设 (Al)-(As), 上 述 结论 对 于 某 些 特例 仍然 成 立 . 一 个 例 
TÆN = 1 的 情况 , 此 时 方程 是 常 微分 方程 ; 另 一 个 例子 是 Q 是 RN 中 以 原点 为 
中 心 的 球 或 以 原点 为 中 心 的 两 个 球面 之 间 的 区 域 , 而 f(z,w) 只 依赖 于 |z| 和 u, 此 
时 方程 本 质 上 还 是 常 微分 方程 . 
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一 般 地 , 上述 结论 在 假设 (A1)-(A3) 之 下 是 否 成 立 , 是 一 个 长 期 以 来 没有 解决 
的 问题 , 也 是 非 线 性 分 析 领 域 众 所 熟知 的 难题 , 特别 地 , 在 2007 年 5 月 20 日 至 26 
日 于 南开 大 学 召开 的 变 分 方法 国际 会 议 上 , Rabinowitz 向 全 体 参 会 者 又 一 次 正式 提 
出 了 这 一 问题 (61, 这 一 问题 曾经 令 国 际 上 许多 知名 数学 家 着 迷 , 许多 人 猜想 应 该 有 
肯定 的 答案 , 即 在 假设 (A1)-(As) 之 下 方程 (0) 有 无 穷 多 个 解 . 关于 这 一 问题 虽然 
没有 最 终 答 案 , 但 部 分 结论 还 是 有 的 . 王志强 于 1991 年 证 明 , 在 假设 (Al)-(A3) 之 
下 , 如 果 再 对 f 在 t = 0 附近 附加 适当 条 件 , 则 方程 (1) BA 3 个 非 零 解 , 这 是 
迄今 为 止 关 于 此 问题 最 好 的 结果 . EKR 9 包含 充分 大 的 球 时 , T. Bartsch A T. 
Weth 最 近 证 明 一 个 类 似 方程 至 少 有 5 个 非 零 解 , 但 是 , BORK O 包含 充分 大 的 球 却 
是 额外 附加 的 条 件 . 

从 20 世纪 80 年 代 初 开始 , 为 了 探寻 解决 这 一 问题 的 思路 和 方法 , A. Bahri, H. 
Berestycki, P. L. Lions, P. Rabinowitz, M. Struwe, 李 树 杰 , 董 光 昌 等 数学 家 研究 与 
上 述 问 题 密切 相关 的 对 称 方程 的 扰动 , 即 


—Au = |u u+ f(z), ze; u-0,z€09. (2) 


如 果 关 于 方程 (1) 的 上 述 问 题 有 肯定 答案 , 那么 对 于 任何 f € L2(0) 和 pe (1,(N+ 
2)/(N — 2)), 方程 (2) 应 该 有 无 穷 多 个 解 . A. Bahri 和 P. L. Lions 与 1988 年 证 明 ， 
对 于 任何 fe LUQ 和 pe (1,N/(N —2), HE (2) 有 无 穷 多 个 解 . 这 是 关于 方程 
(2) 的 最 好 的 结果 , 能 否 将 区 间 p e (1, N/(N —2)) 扩大 为 p € (1,(N + 2)/(N — 2)) 
也 是 一 个 尚 没有 解决 的 问题 . 

条 件 (Al)-(As) 是 超 线 性 条 件 , 下 列 条 件 是 与 其 对 应 的 次 线性 条 件 : 

(Bi) FE ô > 0 使 得 f € C(O x (—6,6), R), 

(B2) limy ,0o F(z, t)t * = +00, 

(B3) 2F (x,t) > tf(z,t), Ve € 0, 0 « [t| <6. 

在 假设 (B1)-(B3) 之 下 方程 (1) 是 否 有 无 穷 多 个 解 , 是 与 上 述 问 题 紧 密 相关 的 
又 一 个 尚 没 有 解决 的 问题 . 
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拟 线性 双 曲 型 方程 组 由 特征 向 量 引发 的 奇 性 


Singurality Caused by Eigenvectors for Quasilinear Hyperbolic Systems 


考察 如 下 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 Cauchy 问题 : 


2 + au) e. (1) 
tetur, (2) 


HP u = (wi,… Un)? 是 (tz) 的 未 知 向 量 函 数 , Au) 为 具有 适当 光滑 元 素 aylu) 
(i,j =1,--+,n) 的 n x n WE, 而 v(x) = (yp1(7),… ,pn(7))* 是 具有 有 界 C! 模 的 
C! HERA. 

由 严格 双 曲 型 假设 , 在 所 考虑 的 区 域 上 矩阵 Au) 具有 个 互 异 的 实 特征 值 


A1(u) < Ag(u) < < A«(u). (3) 


对 ;=1 ,nn, 设 (ww) = (la(u),--- ,Ln(w))T( 相 应 地 ,ri(w) = (rulu), ris (u))T) 
为 对 应 于 Alu) 的 左 (相应 地 , 右 ) 特征 向 量 : 


li(u)A(u) = 和 (Wh(w) (相应 地 ,A(w)ri(w) = Acu)ri(u)). (4) 
方程 组 (1) 可 等 价 地 改写 为 如 下 的 特征 形式 : 
l;(u) Garcons eU. oa a (5) 


由 局 部 C1 解 的 存在 唯一 性 , 必 存 在 适当 小 的 5 > 0, 使 得 Cauchy 问题 (1)~(2) 
在 0 和 ti 和 6 上 存在 唯一 的 C1 解 u = ult, e), 而 且 一 般 来 说 , Cauchy 问题 (1)~(2) 
的 C! 解 u = u(t,c) 也 只 能 在 上 的 一 个 局 部 范围 中 存在 , 即 可 能 存在 t, > 0, 使 得 
S tT t, 时 ， 

lut.) = lult, Jlo + lust llo RAFAH, (6) 


其 中 川 。 表示 C9 模 . ÆA (6) 成 立时 , C1 解 u = ult, x) 出 现 奇 性 , 称 为 奇 性 形成 
或 解 的 破裂 . 

显然 , 若 一 切 特征 值 和 (i = 1 n) 及 特征 向 量 UG =1,---,n) BH uk 
X, 方程 组 (1) 或 (5) 就 是 一 个 具有 常 系数 的 线性 双 曲 组 , 其 Cauchy 问题 的 C1 解 
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u = u(t,z) 必 对 一 切 t e R FE, 而 永远 不 会 产生 奇 性 . 因此 , 导致 C1 解 奇 性 形 
成 的 原因 只 能 是 下 述 两 种 情况 至 少 发 生 其 一 : @ 特征 值 Alul = 1,--- ,n) 明显 
地 依赖 于 u. © 特征 向 量 l(u)( = 1,--- ,n) 明显 地 依赖 于 u. 在 研究 Cauchy 问题 
(1)~(2) 的 C! fi u = u(t, e) 的 奇 性 形成 机 制 时 , 必须 考虑 奇 性 的 形成 究竟 是 由 特 
征 值 对 v 的 依赖 性 导致 的 , 还 是 由 特征 向 量 对 v 的 依赖 性 导致 的 , 抑或 由 两 者 联合 
导致 的 , 并 且 考 虑 其 奇 性 形成 的 相应 形态 与 特性 . 
在 一 切 特征 向 量 (i = 1,--- ,n) BS uA, 总 可 设 方程 组 (1) 为 如 下 
的 对 角 型 方程 组 : 
Ou; zao Ou; 
Ot Ox 
此 时 Cauchy 问题 (7) 及 (2) 的 Ci fi u = u(t, a) 的 破裂 自然 只 是 由 于 特征 值 对 u 
的 依赖 性 造成 的 . 这 时 可 以 证 明 (参见 文献 [1]): 
(a) 在 奇 性 发 生 处 , 解 u = u(t, c) 本 身 总 保持 有 界 , 而 其 一 阶 偏 导数 ws 趋 于 无 


=0, i=l, n. (7) 








JF. 

(b) 奇 性 发 生 是 由 于 同族 特征 线 的 包 络 造成 的 , 奇 性 的 发 生 点 即 为 包 络 上 + 上 值 
最 小 的 那 一 点 . 

(c) 对 线性 退化 的 方程 组 , 即 对 i = 1,… ,n 成立 


ilu) _ 
Ou; =" (8) 





时 , 永远 不 会 发 生 奇 性 . 

(d) 车 第 i 特征 Alu) 为 线性 退化 , 则 第 i 族 特征 一 直到 破裂 发 生 的 时 刻 均 不 
会 形成 包 络 . 

在 初 值 p(x) 的 Cl 模 充 分 小 并 适当 衰减 时 , 即使 特征 向 量 可 能 依赖 于 u, 上 
述 这 些 结论 (a)~(d) 仍然 成 立 (参见 文献 [2]. [3]). 这 说 明 : 此 时 对 Cauchy 问题 
(1)~(2) WE, 其 奇 性 的 形成 本 质 上 仍 是 由 特征 值 对 的 依赖 性 导致 的 , 特征 癌 量 
对 的 依赖 性 并 未 改变 奇 性 形成 的 基本 性 态 . 

但 对 于 任意 给 定 的 具有 界 Cl 模 的 初 值 p(x), 情况 就 可 能 发 生 本 质 的 变化 . 为 
说 明 这 一 点 , 考察 一 切 特征 值 Xi( = 1 n) 均 为 常数 的 情形 , 这 时 , Cauchy 问题 
(1)~(2) 的 ca 解 = ult a) 的 奇 性 形成 自然 只 是 由 于 特征 向 量 对 u 的 依赖 性 .A. 
Jeffrey 曾 给 出 了 这 样 的 一 个 由 三 个 方程 构成 的 方程 组 , 并 揭示 了 对 某 些 大 的 初 值 ， 
其 C1 解 必 在 有 限时 间 内 破裂 ( 见 文献 [3]). 从 此 例 可 以 看 到 , 此 时 奇 性 形成 将 具有 
完全 不 同 的 特点 : 

(1) 奇 性 的 形成 不 是 由 于 同族 特征 线 的 包 络 , 而 是 由 于 特征 向 量 对 u 的 依赖 性 ; 

(2) 方程 组 具有 常数 特征 , 因而 线性 退化 , 但 C1 解 仍 可 在 有 限时 间 内 产生 奇 
HE; 
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(3) 在 奇 性 发 生 处 解 本 身 不 再 保持 有 界 ， 从 而 解 本 身 及 其 至 少 一 个 一 阶 偏 导数 
同时 趋 于 无 界 ; 

(4) 在 奇 性 发 生 处 , 特征 疝 量 组 将 丧失 其 完备 性 . 

男 一 方面 , 也 可 以 举 出 一 个 由 三 个 方程 构成 的 方程 组 , 其 一 切 特征 值 均 为 常数 ， 
而 特征 向 量 明显 依赖 于 u, 但 对 一 切 具 有 界 O 模 的 初 值 v(x), 相应 的 Cauchy 问 
题 对 一 切 te R 均 具有 唯一 的 整体 C1 解 , 即 此 时 特征 向 量 对 u 的 依赖 性 不 引起 任 
何 奇 性 . 

这 就 提出 了 下 面 的 问题 : 

(1) 对 特征 向 量 关 于 u 的 依赖 性 作 一 个 完全 的 分 类 : 怎样 的 特征 向 量 会 导致 
Cauchy 问题 C? 解 的 奇 性 形成 , 而 上 怎样 的 特征 疝 量 使 相应 的 Cauchy 问题 永 不 产生 
奇 性 ? 

(2) 由 特征 向 量 引 发 的 奇 性 具有 什么 本 质 上 的 特性 ? 

在 文献 [四 、[6] 中 对 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 引入 了 特征 向 量 引发 的 奇 性 的 概念 ， 
并 进行 了 初步 的 分 析 , 但 离 问 题 的 彻底 解决 尚 相距 其 远 . 
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欧 拉 方 程 整体 Loo 弱 解 的 适 定性 问题 
Well-posedness Problem on The Z Weak Solution for Compressible 


Euler Equations 


欧 拉 方 程 是 流体 力学 的 一 个 基本 的 偏 微分 方程 组 , 在 工程 应 用 中 有 着 广泛 的 应 
A. 它 由 质量 守恒 定律 、 动量 守恒 定律 、 能 量 守恒 定律 组 成 , 用 来 描述 没有 黏 性 影 
响 的 理想 流体 的 运动 , 早 在 18 世纪 就 被 人 们 所 熟知 . 尽管 欧 拉 方程 的 历史 很 悠久 ， 
但 是 人 们 对 它 的 了 解 仍 然 不 多 . 

欧 拉 方程 属于 非 线 性 双 曲 守恒 律 方程 组 . 它 的 一 个 重要 特点 是 : 即使 初 值 充分 
光滑 , 解 的 一 阶 导数 一 般 会 在 有 限时 刻 爆 破 , 即 出 现 激 波 . 激 波 意味 着 解 不 连续 , 人 
们 只 能 在 弱 解 的 范畴 里 来 研究 欧 拉 方程 .这 个 特点 给 欧 拉 方程 的 研究 带 来 极 大 困 
WE. 从 数学 上 来 研究 欧 拉 方程 , 一 个 最 基本 的 问题 就 是 具 一 般 初 值 的 整体 弱 解 的 适 
定性 问题 , 即 整体 弱 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 稳定 性 问题 . 但 即使 是 这 样 的 一 个 基本 
问题 , 人们 也 是 直到 最 近 才 取得 一 些 重要 进展 . 如 对 于 一 般 的 严格 双 曲 守恒 律 方程 
组 , Bressan 等 人 在 2000 年 证 明了 小 BV 初 值 的 整体 BV 弱 解 的 存在 性 , 唯一 性 和 
稳定 性 . 但 是 Bressan 等 人 的 结果 不 能 推广 到 大 初 值 的 情形 ， 事实 上 , 在 大 初 值 情 
ETF, 除了 一 些 特殊 方程 组 , BV 空间 不 是 研究 非 线 性 双 曲 守恒 律 方程 组 的 合适 函 
数 空间 . 对 于 大 初 值 情 形 , 人 们 尝试 在 Lo 函数 空间 里 进行 研究 . 在 此 情形 下 , 补偿 
列 紧 理论 是 一 个 很 有 用 的 工具 , 人 们 可 以 利用 它 研究 双 曲 守恒 律 方程 组 大 初 值 整体 
L^? 弱 解 的 存在 性 . 关于 这 方面 的 研究 现状 是 : 当 欧 拉 方 程 所 描述 的 流体 是 多 方 气 
体 时 , 欧 拉 方 程 也 称 为 空气 动力 学 方程 组 , 它 有 一 个 重要 的 简化 模型 y- BR (y > 1). 
Moa > 1 时 , RAS; 当 y = 1 时 , 称 为 等 温 流 . 第 一 个 整体 Lo 弱 解 的 存在 
性 结果 由 Diperna 在 1983 年 给 出 , 他 证 明了 y > 1 的 一 些 离散 情形 ; 丁 夏 畦 , 陈 贵 
强 和 罗 佩 珠 在 1985 年 证 明了 1<y< > 的 情形 ; Lions 等 人 分 别 在 1994 年 和 1996 
年 证 明了 7 > 3 和 <7 < 3 的 情形 . 以 上 结果 将 等 炳 流 (7 > 1) 的 整体 Lo 弱 解 
的 存在 性 问题 予以 彻底 解决 . 在 文献 [3] 中 证 明了 等 温 流 (y = 1) 的 情形 . 

但 是 对 于 一 维 欧 拉 方程 , 还 有 一 些 基本 问题 未 得 到 解决 . 如 以 上 所 述 的 关于 7- 
律 方程 组 的 一 系列 结果 只 是 针对 欧 拉 方程 的 简化 模型 , 对 于 更 为 重要 的 完全 欧 拉 方 
程 的 大 初 值 整体 L” 弱 解 的 存在 性 , 目前 没有 一 般 结果 . 这 方面 的 主要 困难 在 于 人 
们 很 难 证 明 副 近 解 有 强 收敛 的 子 序列 .对 于 较 存 在 性 问题 困难 得 多 的 大 初 值 弱 解 
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的 唯一 性 和 稳定 性 问题 , 迄今 没有 任何 结果 . 事实 上 , 即使 对 于 简化 模型 y- 律 方程 
组 的 大 初 值 整体 Loo 弱 解 的 唯一 性 问题 , 已 知 结果 也 是 非常 少 . 据 笔 者 所 知 , 迄今 
关于 唯一 问题 最 好 的 结果 是 Bressan 等 人 的 唯一 性 工作 . 但 Bressan 等 人 的 结果 只 
适用 于 小 BV 初 值 , 人 们 还 不 知道 在 大 初 值 情形 下 如 何 研 究 弱 解 的 唯一 性 . 

对 于 高 维 欧 拉 方 程 , 除了 一 些 极 特 殊 的 初 值 外 , 关于 整体 弱 解 的 适 定性 工作 几 
乎 是 一 片 空白 .几乎 所 有 对 一 维 问题 行 之 有 效 的 方法 在 对 付 高 维 欧 拉 方 程 时 都 失 
效 . 因为 我 们 生活 在 三 维 空间 中 , 我 们 最 需要 研究 的 恰恰 是 高 维 问题 . 因此 , 高 维 欧 
拉 方 程 的 数学 研究 在 现在 和 未 来 都 将 是 一 个 极为 重要 的 研究 方向 . 
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趋 化 性 模型 解 的 行为 与 模式 形成 问题 
Pattern Formation and Behavior of Solutions to Mathematical 
Models of Chemotaxis 


趋 化 性 (chemotaxis) 是 指 生物 个 体 (如 细菌 、 昆 虫 ) 或 生物 组 织 (如 细胞 、 血 
管 ) 对 化 学 物质 的 运动 型 反应 . 例如 , 接近 食物 ( 称 为 正 向 趋 化 性 ) 或 逃离 有 害 物 质 
( 称 为 负 向 趋 化 性 )，1970 Æ, E.F. Keller 和 L.A.Segell?] 通过 宏观 分 析 , 建立 了 描述 
阿 米 巴 (amoebae) 趋 化 性 现象 的 第 一 个 数学 模型 (也 就 是 Keller-Segel 模型 ): 
2; = Q- V-(DiaVs) +V - (D2Va), (1) 
其 中 增殖 率 Q、 趋 化 率 D; 和 扩散 率 D。 都 是 未 知 变 量 ass 的 函数 . HX Q= 0， 
Di = 6/s(6 是 常数 ), Da = u 为 常数 , 得 到 


Oa 07a ð / Oln(s) 
3 = Maat ~ 855 (2 On ) (2) 


(这 里 省 略 了 聚集 素 及 其 降解 酶 (acrasinase) 和 降解 产物 的 反应 扩散 方程 组 )， 


其 中 a 表示 阿 米 巴 的 密度 , s 是 聚集 素 (acrasin) 的 浓度 . 这 个 模型 成 功 地 描述 了 阿 
米 巴 在 案 集 素 影响 下 的 聚集 现象 , 引起 了 人 们 的 关注 , 并 开创 了 对 这 类 细菌 趋 化 性 
现象 的 研究 领域 , 出 现 了 大 量 的 研究 成 果 ( 见 文献 [3]~[5]). 

20 世纪 90 年 代 末 , H.Othmer 和 A.Stevens!®] 在 微观 分 析 中 , 利用 有 后 效 的 随 
机 行走 (reinforced random walking) 方法 , 提出 了 几 种 改进 型 的 趋 化 性 模型 , 后 称 为 
Othmer-Stevens 模型 ， 并 论证 了 微观 模型 和 宏观 模型 的 一 致 性 . 他 们 还 引进 了 解 的 
RER RK. PHT AM ae eM, 即 : 设 alz, t) 是 (1) 关于 初 值 oo(z) 的 解 ， 

(1) 4 liminft oo |a, Ðl > |lao(ilz., E lle, Olt, AA, 则 称 之 为 聚集 
(aggregation); 


(2) 325 t 5 T Rb, lal tlr- WH, 则 称 之 为 爆破 (blow-up), T 称 为 爆破 时 





刻 ; 
(3) Æ lim supino lal tll < llaoC)lz.. . WAR ATE (collapse). 
H.A.Levine, B.D.Sleeman 和 M.Nilson-Hamilton"! 在 这 些 基础 上 提出 了 如 下 描 
述 血管 生长 的 趋 化 性 数学 模型 
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其 中 a 表示 毛细 血管 的 密度 , s 表示 影响 血管 生长 的 化 学 物质 的 浓度 ,8(s) > 0. 令 
Dc Dc PLZ — 1, 则 由 (1) 可 得 到 方程 (3)， 他们 的 工作 开创 了 细胞 趋 化 
性 数学 模型 的 研究 领域 , 这 方面 的 工作 还 可 见 文献 上 le]~[10] 

聚集 和 南 塌 是 趋 化 性 模型 最 重要 的 特征 . 细菌 聚集 形成 群落 才能 生成 , AR 
集 形成 组 织 才 起 作用 . 所 以 说 , 能 描述 聚集 和 十 塌 现 象 的 数学 模型 才 是 合理 的 趋 化 
性 模型 . 于 是 , 可 以 提出 如 下 的 两 个 问题 : 

问题 1 增殖 率 Q KUL D 和 扩散 率 D; 为 哪些 类 型 的 函数 时 , 解 可 能 会 
HARE ARARAS? 

问题 2 当 这 些 函 数 类 型 确定 后 , 函数 的 参数 在 什么 范围 内 , 解 会 出 现 聚 集 、 
爆破 和 击 塌 行为 ? 

后 者 可 以 称 为 趋 化 性 模型 的 参数 分 析 ， 前 者 可 以 称 为 趋 化 性 模型 的 非 参数 分 
ji. 

在 生物 学 方面 的 困难 是 现 有 的 生物 化 学 技术 尚 无 法 测定 数学 模型 中 的 参数 . 现 
在 的 研究 是 先 对 构想 的 模型 进行 理论 分 析 和 数值 模拟 , 再 将 理论 分 析 或 数值 模拟 的 
结果 与 观察 到 的 实际 现象 进行 比较 , 取 比 较 接近 的 模型 来 开展 生物 学 研究 . 另外 , 无 
论 在 细菌 趋 化 性 方面 , 还 是 在 细胞 趋 化 性 方面 , 不 同 背 景 下 的 问题 就 需要 不 同 的 模 
型 来 描述 . 所 以 , 尽管 这 方面 已 经 有 很 多 研究 结果 , 但 仍然 还 有 许多 问题 值得 去 深 
入 研究 

在 数学 上 ， 描 述 这 些 数学 模型 的 主 方程 为 拟 线 性 二 阶 发 展 方程 ,其 研究 在 数 
学 上 的 困难 主要 表现 在 以 下 两 个 方面 ，@ 所 研究 问题 的 类 型 随 着 系数 函数 和 控 
制 方程 的 变化 , ERO RASH, 抛物 - 双 曲 耦合 型 和 抛物 -抛物 耦合 型 中 变化 : 
@) 所 涉及 的 方程 组 是 强 耦 合 的 , 这 就 使 得 许多 经 典 的 数学 方法 用 不 上 了 . 目前 对 空 
间 维 数 为 1 时 的 情形 无 论 是 从 理论 上 还 是 在 数值 模拟 上 已 有 一 些 好 的 结果 , 但 对 
高 维 时 的 情形 这 方面 的 研究 尚 有 许多 空白 , 读者 可 从 所 列 的 参考 文献 中 得 到 更 多 的 
Tf. 

因此 , 对 这 个 问题 的 研究 , 不 光 在 生物 学 和 医学 方面 具有 重要 的 应 用 意义 , 同 
时 也 会 推动 非 线性 偏 微分 方程 理论 的 发 展 . 
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声波 和 电磁 波 反 散射 问题 的 唯一 性 
Uniqueness in Inverse Acoustic and Electromagnetic 


Scattering Problems 


声波 和 电磁 波 的 反 散 射 问题 起 源 于 第 二 次 世界 大 战 中 雷达 和 声 纳 的 发 明和 使 
FA. 人 们 发 射 声 波 或 电磁 波 , 并 对 散射 波 进行 远 场 测量 , 以 此 反 演 出 未 知 散射 体 的 
人 位置、 形状、 材料 参数 以 及 其 他 一 些 感 兴趣 的 物理 信息 . 现今 , 同样 的 测量 方法 被 
广泛 使 用 于 国防 工业 、 地 质 勘 探 、 无 损 探测 、 医 疗 成 像 等 领域 . 对 数学 而 言 , 所 涉及 
的 是 偏 微分 方程 (PDE) 的 反问 题 , 这 类 问题 一 般 有 以 下 形式 : 给 定 一 个 PDE 以 及 
方程 解 u 的 一 些 信息 (基于 实际 应 用 考虑 , 这 些 信 息 应 较 容易 通过 测量 得 到 ， 比 如 
边界 值 或 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 等 ), 以 此 反 演 出 PDE 中 的 一 些 未 知 信息 , 如 系数 、 
定义 域 , 甚至 模型 本 身 . 就 反 散 射 问题 而 言 , 我 们 假设 波 是 不 可 穿 透 散射 体 的 , BNR 
射 波 场 仅 存在 于 散射 体外 面 ,针对 此 种 散射 体 的 反 散 射 问 题 称 作 障 碍 反 散 射 问题 . 
以 声波 散射 为 例 人 们 一 般 采 用 时 间 调 和 的 平面 波 wi = exp(ikz - d) 为 入 射 场 , 这 
E k>0 为 波 数 , d € S" 为 入 射 方向 . 我 们 定义 ws 为 散射 场 , 它 仅 存在 于 散射 体 
的 外 部 D^, 此 时 PDE ESSAIS Z4 (Helmholtz) 方程 


dus 
(A+k*)u=0 Æ De Ħ, usu tu’, | liy |z| (7072 (55 -ioj = 0. 


BR, 我 们 还 需 在 散射 体 的 边界 OD 上 给 出 合适 的 边界 条 件 . 如 果 散 射 体 是 声 软 的 
(sound-soft), RATA ulap = 0; 而 当 散 射 体 是 声 硬 的 (sound-hard), 我 们 有 lop = 


0， 我 们 还 可 以 考虑 所 谓 的 阻抗 边界 条 件 (impedance boundary condition), (= 
+ Mu)lap = 0, € C, Im A 2 0, 或 者 更 一 般 的 混合 边界 条 件 . 散射 场 在 无 穷 远 
处 有 如 下 渐 近 表示 : 


eiklz| 


wla) = ys {tol +0 (5) ! "m 


uoo (£) 被 称 为 远 场 , 这 里 3 为 单位 向 量 , 表示 观测 方 癌 . 反 散 射 问题 即 是 以 uol) 
来 反 推 边界 OD. 此 时 一 个 自然 的 问题 就 是 : 我 们 可 不 可 以 用 weo(z) 来 反 演 推出 
0D? 要 用 多 少 观测 数据 才能 真正 反 演 出 0D? 在 数学 上 , 我 们 需要 提出 如 下 的 问题 : 
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唯一 性 问题 : 
F: OD >us?) 是 不 是 一 个 1-1 映射 ? 


或 者 , 应 用 多 少 个 平面 波 所 产生 的 远 场 , 可 以 使 得 F 是 一 个 1-1 映射 ? 

注意 到 在 R” P, uol) 定义 于 一 个 n 一 1 维 的 流 形 上 ( 即 单位 球面 ), 而 0D 
也 是 一 个 n 一 1 维 的 流 形 , RA OD 和 测量 数据 u(r) 依赖 于 一 样 多 的 参数 . 
故而 , 人 们 普遍 地 认为 , 针对 任 一 固定 (或 至 多 n 个 ) 入 射 波 而 得 到 uo, 可 以 唯一 
地 确定 OD, 即 下 是 一 个 1-1 映射 . 这 个 问题 从 提出 至 今 已 有 50 RF, 但 仍 未 被 
完全 解决 ，Schiffer, Lax 和 Phillips 借助 于 Laplace 算 子 的 谱 理 论 得 到 了 第 一 个 唯 
一 性 结果 : 无 穷 多 平面 波 所 产生 的 远 场 可 以 唯一 地 确定 一 个 声 软 的 散射 体 . Kirsch 
和 Kress 借助 Isakov 发 展 出 的 一 种 新 理论 一 一 奇异 源 场 方 法 , 得 到 了 应 用 无 穷 个 
平面 波 产 生 的 远 场 可 以 唯一 确定 一 个 声 硬 散 射 体 的 结果 . Liu 和 Zou 近年 来 发 展 出 
一 种 新 的 方法 一 一 路径 (path) 论证 法 , 可 以 得 到 只 需 一 个 或 n 个 平面 波 的 唯一 性 
结果 , 但 这 种 论证 方法 只 适用 于 散射 体 是 一 般 多 面体 的 情形 . 对 一 般 的 散射 体 , 我 
们 有 如 下 问题 : 

问题 1 对 一 般 的 散射 体 , 使 用 一 个 或 最 优 (有 限 ) 多 个 入 射 波 是 否 可 以 建立 
相应 的 唯一 性 ? | 

这 里 应 该 指出 , 除了 散射 体 的 形状 和 位 置 , 其 他 的 一 些 信息 也 具有 非常 重要 的 
现实 意义 , 比如 散射 体 的 物理 性 质 : 声 软 、 声 硬 还 是 阻抗 类 型 , 阻抗 系数 等 . 另外 当 
散射 体 由 多 个 物体 组 成 时 , 如 何 确定 每 一 个 物体 的 形状 、 位 置 、 物 理性 质 等 等 , 这 
些 问 题 基 本 上 还 没有 得 到 解决 ， 如 果 入 射 波 为 时 间 调 和 的 电磁 波 , 则 相应 的 PDE 
模型 为 时 间 调 和 的 Maxwell 方程 


VxE-ikHs=0, VxHs+ikBs=0 $E D* m. 


XE, Es 和 H5 为 针对 某 些 入 射电 磁场 的 散射 电场 和 磁场 . 当然 , 为 了 使 上 述 方 程 
完备 , 我 们 仍 需 (在 OD 上 和 无 穷 远 处 ) 给 定 相 应 的 边界 条 件 . Es A 五 * 有 相应 的 
远 场 E~ 和 Ho, 而 反 散 射 问题 即 是 以 EB 或 Hoo 来 反 演出 散射 体 本 身 . 与 声波 
场 的 反 散 射 问题 完全 类 似 , 我 们 也 有 相应 的 唯一 性 问题 . 上 述 声波 场 反 散射 问题 中 
的 不 同 的 方法 都 可 以 推广 到 用 来 解决 电磁 波 反 散射 中 的 类 似 的 唯一 性 问题 . 这 里 ， 
同 声波 的 反 散 射 一 样 , 我 们 也 有 类 似 的 未 解决 的 问题 . 

上 面 声波 和 电磁 波 的 障碍 反 散 射 可 以 说 是 相应 领域 里 最 基本 的 问题 , 它们 的 解 
决 方法 对 相关 领域 其 他 问题 具有 非常 重要 的 指导 作用 . 比如 , 相应 的 论证 方法 已 被 
推广 至 解决 其 他 问题 , 如 光纤 光栅 反问 题 中 的 唯一 性 问题 等 . 更 为 重要 的 是 , 众 所 
FAS, 反 散 射 问题 是 非 线性 的 , 而 且 在 Hadamard 意义 下 是 不 适 定 的 , 所 以 , 唯一 性 
结果 对 数值 反 演 算法 具有 非常 深远 的 影响 , 往往 一 个 类 型 的 唯一 性 结果 会 引导 出 一 
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个 相应 的 新 型 算法 . 比如 , Kirsch 和 Kress 的 唯一 性 结果 直接 导致 了 现今 非常 重要 
和 高 效 的 一 类 反 演 算法 线性 抽样 方法 . 

如 果 波 是 可 穿 透 散射 体 的 , 即 散 射 波 场 也 存在 于 散射 体内 部 , 针对 此 种 散射 体 
的 反 散 射 问题 称 作 介 质 反 散射 问题 . 以 声波 散射 为 例 , 此 时 PDE 模型 为 





(A+k2g(z)ju=0 FER" F, u=u Tw, E. jz| (^7 072 (sa 一 io) est 
这 里 q(x) € L%(R"), supp(g — 1) € R” 被 称 为 折射 率 , 而 这 时 的 反 散 射 问题 即 是 以 
远 场 来 反 演 折射 率 . 通常 , 人们 会 采用 uol? d) 作为 反 演 之 观测 数据 , 即 针 对 一 个 
固定 入 射频 率 但 分 别 具 有 不 同 入 射 方向 的 远 场 数 据 . 注意 到 g(z) 是 一 个 R 中 的 
函数 , 这 样 多 的 观测 数据 是 必须 的 (虽然 在 R? 的 情形 下 还 可 改进 ). 可 以 证 明 , 这 样 
的 远 场 测 量 等 价 于 散射 体 边界 的 DtN(Dirichlet-to-Neumann) 测量 . 基于 Uhlmann- 
Sylvester 发 展 出 的 构造 特殊 的 复 几何 光学 解 的 方法 ， 这 个 反 散 射 问题 的 唯一 性 问 
题 已 被 解决 . 我 们 指出 , 这 种 证 明 方法 近年 来 已 在 应 用 数学 和 基础 数学 中 多 个 方向 
得 到 了 长 足 的 应 用 和 发 展 , 比如 也 被 用 来 证 明 电 磁场 介质 反 散 射 问题 中 相应 的 唯一 
性 问题 , 此 时 PDE 模型 为 相应 的 Maxwell 方程 


VxE—ikuH=0, V xH +ikeE = 0, 


其 中 , pe 即 为 需要 反 演 的 散射 体 的 材料 参数 . 我 们 假定 散射 体 是 各 向 同性 的 , BI 
u(z) 和 elz) 为 标量 函数 , TH — 1,0 一 1 RRA RXR. 

在 实际 应 用 中 , 有 时 人 们 只 需 知道 散射 体 的 形状 和 位 置 已 足够 . 对 于 此 介质 反 
散射 问题 , 也 就 是 需要 反 演 出 supp(g 一 1)( 或 supp( — 1). supple — 1)), 显然 此 时 
己 无 需 如 此 多 的 远 场 测 量 . 为 此 可 以 提出 如 下 问题 : 

问题 2 可 不 可 以 使 用 一 个 或 最 优 (有 限 ) 多 个 入 射 波 的 远 场 数 据 来 唯一 地 确 
定 supp(1 — q) (或 相应 的 , supp(u — 1). supp(e — 1))? 

进一步 有 我 们 也 可 以 提出 这 样 的 问题 : 

问题 3 ” 当 散 射 体 是 分 片 常数 时 , 可 不 可 以 使 用 一 个 或 最 优 (有 限 ) 多 个 入 射 
波 来 建立 相应 的 唯一 性 ? 

这 些 未 解决 的 问题 均 具 有 重要 理论 意义 和 实际 应 用 价值 , 读者 可 从 参考 文献 中 
进一步 深入 探究 下 去 . 
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椭圆 算 子 的 谱 渐 近 以 及 韦 尔 - 贝 里 (Weyl-Berry) 猜想 
Spectral Asymptotics of Elliptic Operators 
and The Weyl-Berry Conjecture 


ECR 为 有 界 开 集 , 我 们 考虑 如 下 的 Dirichlet-Laplace 算 子 的 特征 值 问 
fol: 


-Au = àu, TER, 
(P) 
ulan = 0, 


则 问题 (P) 有 离散 谱 {XijicN, 并 且 可 以 排 为 一 列 : 
0cA1,X2A2€X--XAxkX€-, 


这 里 limk Ak = +00. 
我 们 感 兴趣 的 问题 是 O 的 哪些 几何 量 是 谱 不 变 的 (也 就 是 说 由 谱 {XijieN ME 
一 决定 的 ). 这 方面 的 问题 依赖 于 去 研究 当 k 一 +co IN, 特征 值 As 的 渐 近 行为 . 对 
入 > 0, 定义 
NN = NN,—A,0) = HJ | Ay <à} 
为 Dirichlet counting ER. 由 于 N( 和 x) = k, 故而 研究 A, 的 渐 近 行为 等 价 于 去 研 


究 counting 函数 当 入 一 十 oo 时 的 渐 近 行为 . 
这 方面 的 第 一 个 结果 是 H. Weyl"! 给 出 的 : 


N(A) = (21)7^w.|Q], A2 + o(A/2), A +00, (1) 


这 里 wn 为 n 维 单位 球 的 体积 , [Ol AO 的 n 2E Lebesgue 测度 (Q 的 体积 ). Weyl 
的 结果 给 出 了 NA) 的 第 一 项 渐 近 , 并 表明 Q 的 体积 [Ol 是 谱 不 变量 . 所 谓 Weyl 
的 猜想 是 指 : 


NGA) = (2) | QnA"! — c. [90], 3071/2 + o(7/2), Aoo, (2) 
2 


表明 除了 O 的 体积 IO, 外 , 其 边界 的 面积 |OQ|,_1(n — 1 2E Lebesgue WE) 也 是 
谱 不 变量 . 


这 里 C, = [sam ( " =] “此 猜想 给 出 了 NO) 的 第 二 项 渐 近 , 同时 
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1980 Æ, R. Melrose 和 V. Ja. Ivrii 利用 微 局 部 分 析 技 巧 分 别 独立 地 证 明了 
在 光滑 边界 满足 一 定 的 充分 条 件 下 (现在 习惯 上 称 之 为 是 Ivrii 条 件 , 见 文献 [3])， 
Weyl 猜想 H 成 立 . 但 Ivrii 条 件 是 一 类 微 局 部 分 析 意 义 下 的 条 件 , 在 应 用 时 不 易 去 
直接 验证 它 , 故而 我 们 有 如 下 的 问题 : 

问题 1 是 否 可 以 找到 可 直接 验证 的 充分 条 件 , 使 得 Weyl 猜想 成 立 ? BAA 
以 找到 使 得 Weyl 猜想 成 立 的 充分 和 必要 条 件 ? 

Kac 在 文献 [2] 中 对 一 类 特殊 的 区 域 9, 证 明了 NO) 的 第 三 项 渐 近 式 的 系数 
同 O 的 连通 分 支 的 个 数 有 关 , 即 在 这 种 特殊 情形 下 , 区 域 的 连通 分 支 数 也 是 谱 不 变 
E. 那么 我 们 的 第 二 个 问题 为 : | 

问题 2 对 一 般 的 区 域 9, 除了 其 体积 |9?|。 和 边界 面积 [ANni 外 , 还 有 N 的 
哪些 几何 量 是 谱 不 变量 ? 

注解 1 ”这 个 问题 最 早 是 在 1910 年 由 物理 学 家 H. A. Lorentz 提出 的 , 但 他 
提出 的 问题 不 到 两 年 就 被 Weyl) RT. 有 意思 地 是 , 等 Weyl 的 结果 发 表 了 几 
十 年 后 , 人 们 才 发 现 Weyl 的 第 一 项 渐 近 同 早期 量子 力学 中 的 Sommerfeld 量子 化 
条 件 是 殊途同归 的 , 只 不 过 数学 上 的 结果 比 之 物理 上 的 结论 早 了 许多 年 , 这 也 是 科 
学 史上 的 一 段 趣 话 . 

注解 2 从 证 明 NO) 的 第 一 项 渐 近 到 证 明 NO) 的 第 二 项 渐 近 0, 人 们 经 过 
Jit 70 年 的 历程 . 这 里 面 涉及 许多 位 著名 数学 家 的 工作 ( 见 文献 [2], [3]), 由 此 可 
见 这 个 问题 的 难度 . 另外 若 将 问题 (P) 中 的 边界 条 件 改 为 Neumann 边界 条 件 , Wu 
NDA O 第 二 项 的 符号 应 改 为 “十 ”. 

1979 F, 英国 物理 学 家 M. V. Berryt” 在 研究 光波 在 分 形 物 体 上 的 散射 问题 
时 , 将 Weyl 的 猜想 推广 到 了 O 为 分 形 区 域 的 情形 , 这 时 OCR" 为 有 界 开 集 但 具 
分 形 边界 00. 接 下 来 文献 [6] 的 结果 又 将 Berry 当年 在 Hausdorff 框架 下 提出 来 的 
猜想 修正 到 应 该 是 在 Minkowski 框架 下 成 立 , 即 在 假定 ON 为 ó-Minkowski 可 测 的 
条 件 下 有 如 下 的 Weyl-Berry 猜想 : 


N(A) = (21)7"u,|0|, A? — C,,51(6,00)39/2 --o(39/2), A++00, (8) 


这 里 6 € (n — 1,n) 为 00 BS Minkowski 维 数 , (0,01) 为 dQ 的 5 AE Minkowski W 
BE, Crs > 0 为 仪 依赖 于 n Al 5 的 常数 .Weyl-Berry 猜想 | 表明 , 对 分 形 的 区 域 
Q, 除了 其 体积 n 2h, 其 分 形 边界 的 Minkowski 测度 也 是 谱 不 变量 . 

1993 f£, Lapidus-Pomerance"! 证 明了 一 维 的 Weyl-Berry 猜想 是 成 立 的 , 但 
对 高 维 的 Weyl-Berry 猜想 , 情形 变 得 非常 复杂 . 文献 [8] 中 证 明了 高 维 的 Weyl- 
Berry 猜想 在 Minkowski 框架 下 一 般 不 再 成 立 , 但 文献 [9] 中 又 证 明了 对 一 类 特殊 
的 高 维 例子 ，Weyl-Berry 猜想 在 Minkowski 框架 下 又 是 成 立 的 ， 这 一 切 表 明 利 用 
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Minkowski 框架 并 不 能 全 部 涵盖 问题 的 所 有 复杂 性 , 故而 Weyl-Berry 猜想 的 正确 
提 法 应 该 为 : 


问题 3 是否 存 在 某 一 个 分 形 框架 , 使 得 边界 00 在 此 分 形 框架 下 是 可 测 的 ， 


同时 Weyl-Berry 猜想 在 此 分 形 框架 下 是 成 立 的 ? 


注解 3 Berry 当年 的 猜想 还 包括 假定 区 域 9 本 身 为 分 形 区 域 的 情形 , 这 时 


在 Q 上 已 经 不 能 直接 定义 微分 算 子 , 但 人 们 可 以 用 差分 方法 或 者 Dirichlet 形式 来 
定义 Laplace FF, 从 而 来 计算 它 的 特征 值 . 问题 的 关键 是 如 何 证 明 9 的 分 形 维 数 
和 分 形 测度 是 谱 不 变量 . 当然 这 类 问题 较 之 上 述 的 问题 3 来 说 难度 将 更 大 , 目前 我 
们 在 这 方面 仅 有 某 些 简单 情形 的 研究 ( 见 文献 [10]). 


[2] 
[3] 
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线性 退化 的 拟 线性 双 曲 型 方程 组 不 会 导致 激 波形 成 ? . 359 . 


线性 退化 的 拟 线性 双 曲 型 方程 组 不 会 
导致 激 波形 成 ? 
Is There No Shock Formation for Quasilinear Linearly 


Degenerate Hyperbolic Systems? 


考察 一 阶 守恒 率 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 Cauchy 问题 : 


oe + FEY) = ou), (1) 


taU u= 9); (2) 


其 中 u = (u,e Un) 是 (t2) 的 未 知 问 量 函 数 ， f(u) = (filu), falu)" 及 
glu) = (9g1(W),… gn (0))* 是 具有 适当 光滑 元 素 的 向 量 函 数 , 而 p(x) = (yp1(2),……， 
on(z))T 是 具有 有 界 Cl RN C1 回 量 函数 . 

由 严格 双 曲 型 假设 , 在 所 考虑 的 区 域 上 f(u) 的 Jacobi 矩阵 Alu) = Vf(u) 有 
n 个 相 异 的 实 特征 值 





Ailu) < X2(u) < … < A«(u). (3) 
XPi-—1,,n, Bri(u) = (rulu) e Taiu) T 为 对 应 于 A (u) 的 右 特征 向 量 : 
| A(u)ri(u) = Ai(u)ri(u). (4) 
由 C1 解 的 局 部 存在 唯一 性 , 必 存 在 适当 小 的 6 > 0, 使 得 Cauchy 问题 (1)~(2) 
在 0 和 ix 和 5 上 存在 唯一 的 C1 f£ u= u(t x), 且 对 于 给 定 的 方程 组 (1), 6 可 选择 得 


仅 依赖 于 p 的 Cc} 模 : 
ô = (lol; ). (5) 


男 一 方面 , Cauchy 问题 (1)~(2) 的 C! flf u = u(t, z) 一 般 来 说 只 能 在 t 的 一 个 局 
部 范围 中 存在 , 从 而 可 存在 t* > 0, 使 得 当 t1t* 时 
u(t, Ql = u(t, -lo + |[us(t, :)llo 趋 于 无 界 ， (6) 


其 中 glo 表示 C? 模 . 出 现 这 样 的 情况 , C1 AR u = w(t, zx) 出 现 奇 性 , 称 为 奇 性 形成 ， 
或 解 的 破裂. 
在 (6) 式 成 立时 , 有 两 种 可 能 发 生 的 情况 : 
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(i) Æ t 1 t* 时 , lul lo 保持 有 界 , 而 |luc(t,-)llo FEF. Burgers 方程 的 


Cauchy 问题 
ae (7) 


就 属于 这 一 情况 .此 时 , 在 奇 性 的 发 生 处 , 同族 特征 线 发 生 包 络 , 而 ue AFTER, 
导致 开始 形成 方程 (7) 的 一 个 激 波 . 因此 , 这 一 种 奇 性 称 为 激 波形 成 或 几何 奇 性 . 

(ii) Æ t 1 t* 时 , lult, |o ETEF, 从 而 lult, Jlo 及 lluclt, Ip 中 至 少 有 一 
个 也 趋 于 无 界 . Riccati 方程 的 Cauchy 问题 


Ou — 5 
FE (8) 


就 属于 这 一 情况 . 这 种 奇 性 称 为 ODE 奇 性 . 
在 方程 组 (1) 为 线性 退化 的 特殊 情况 , 即 在 所 考察 的 区 域 上 


VAi(u)ri(u) =O (¢=1,---,n) (9) 


的 情形 , 通常 认为 : 若 此 时 Cauchy 问题 (1)~(2) 的 C1 解 u = u(t, e) 在 有 限时 间 
内 破裂 , 则 必 为 ODE A, 而 不 可 能 导致 激 波形 成 (参见 文献 [1]、[2]) 

为 了 证 明 这 个 猜测 ， 可 化 为 建立 如 下 的 性 质 : 对 于 任意 给 定 的 To > 0, 在 
Cauchy 问题 (1)~(2) 的 C1 解 u = ult, r) 的 任意 给 定 的 存在 区 域 0 < t < T(0 < 
T < To) E, ERE 

lult, Ilo < Cr(Zo), VO«t«T, (10) 


其 中 C (T9) 为 与 无关 但 可 能 与 Ty 有 关 的 正常 数 , 则 必 成 立 
lus (6l, < Ca(To), VO «t«T, (11) 


其 中 C2(To) 为 与 T 无 关 但 可 能 与 To 有 关 的 正常 数 . 这 就 将 这 一 猜测 的 证 明 化 为 
对 解 进 行 先 验 估计 的 问题 . 
在 (1) 为 对 角 型 方程 组 











A" elu) = pau) (Eo Ayn) 12) 
的 特殊 情况 , 此 时 线性 退化 条 件 (9) 化 为 


不 难 证 明 上 述 性 质 , 从 而 这 一 猜测 成 立 (参见 文献 [3]). 
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对 于 比 式 (12) 更 为 一 般 一 些 的 双 曲 型 方程 组 , 也 同样 可 证 明 上 述 性 质 , 从 而 这 
一 猜测 成 立 ( 见 文献 [4]). 对 一 般 形式 的 方程 组 (1), 在 初 值 (x) 的 Cl 模 充分 小 
且 具 一 定 衰减 性 时 , 这 一 猜测 仍然 成 立 (参见 文献 [四 、[6]), 但 对 任意 给 定 的 具有 有 
Jt C! 模 的 初 值 ple) 能 否 证 明 这 一 猜测 成 立 , 或 可 以 举 出 反例 , 仍 是 一 个 悬案 , 需 
要 认真 考虑 . 
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ÉEXEIS (Schrödinger) 方程 中 的 孤立 子 猜想 


The Solution Resolution Conjection in Schródinger Equations 


Schrödinger 方程 是 量子 力学 中 描述 微观 粒子 运动 的 一 个 基本 方程 ， 随 着 调和 
分 析 等 分 析 工 具 的 使 用 人 们 对 Schrödinger 方程 及 相关 非 线性 问题 解 的 性 质 有 了 
更 深刻 的 认识 . 例如 , 解 是 否 存在 , 解 的 长 时 间 行 为 研究 , 爆破 解 的 波 振 面 刻画 及 爆 
破 速 率 研究 等 等 . 此 处 详细 介绍 其 中 的 公开 问题 之 一 . 
Erwin Schródinger 在 1926 年 导出 了 用 以 描述 微观 粒子 运动 的 Schródinger 方 
程 : 
iu; + Au = 0, (1) 


XE, ult 7) 称 之 为 波 函 数 , 它 是 定义 在 R x Ra 的 复 函 数 , 其 平方 u(t, x) 可 以 解 
释 为 粒子 在 t 时 刻 , 出 现在 > 处 的 概率 . 因而 解 满足 如 下 的 质量 守恒 : 


J lu(t, x)|? dz = J |u(0, z)|^ dz. (2) 


Schrödinger 方程 是 色散 波 方程 的 一 种 . 所 谓 色散 波 方程 , 指 的 是 具有 不 同 波长 
(或 频率 ) 的 平面 波 具 有 不 同 的 传播 速度 ， 随 着 时 间 的 演化 ,这些 平 面 波 分 离开 来 ， 
解 因此 变 得 越 来 越 弥散 . 这 一 点 和 抛物 方程 有 本 质 的 不 同 , 满足 抛物 方程 的 任何 平 
面 波 的 振幅 随时 间 指 数 衰 减 , 直至 完全 消失 . 

自由 Schrödinger 方程 的 基本 解 是 复 Gauss 核 卷 积 : 


jle=ul? 
[oe at uo(y)dy. 
R 


1 
u(t, x) ix NEU 
(Amit) 2 


容易 看 出 , 尽管 质量 不 随时 间 变 化 , ROBUR AUT I FERREA 
im x)|? dz = 
Jim | \u(t,2)Pax = 0, (3) 


这 里 , K Æ R! 上 任意 一 个 紧 集 . 这 意味 着 质量 将 被 色散 到 越 来 越 大 的 区 域 中 使 得 
当时 间 趋 于 无 穷 时 , 在 任何 有 限 区 域 所 捕捉 到 的 质量 趋 于 0. 

以 上 说 明 , 色散 (或 弥散 ) 是 Schrödinger 方程 解 的 一 种 典型 的 长 时 间 行 为 . 但 
这 不 是 全 部 的 情形 , 事实 上 , 有 的 解 长 时 间 以 后 并 不 色散 , 而 是 呈现 出 一 种 “孤立 
子 ” 的 行为 . 为 此 , 考虑 具有 位 势 项 的 Schrödinger 方程 im + Au + V(z)u — 0. 为 
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简单 起 见 假 设 V (z) 是 Schwartz 函数 , 并 使 得 初 值 问题 有 唯一 的 整体 光滑 解 . 此 时 
( 某 些 ) 位 势 项 的 存在 会 破坏 解 的 色散 效应 . 事实 上 , 如 果 能 找到 如 下 椭圆 方程 的 解 


—Ay+Vy = —En, 


那么 , e-iBtwy(z) 就 是 相应 方程 的 解 . 这 个 解 不 具有 式 (3) 意义 下 的 色散 行为 , 与 之 
相反 的 , 此 解 的 质量 密度 ult, r)? 不 随时 间 变 化 而 变化 . 这 种 解 称 为 定 态 解 . 通过 
定 态 解 之 间 的 线性 登 加 或 者 定 态 解 和 散射 解 的 线性 登 加 , 也 可 以 构造 出 其 他 不 具有 
散射 行为 的 解 . 

以 上 说 明 , 对 于 具有 位 势 项 的 线性 Schrödinger 方程 来 说 , 定 态 和 散射 态 是 可 
能 的 两 种 解 . 反 过 来 , 44K “RAGE” (Ruelle, Amrein-Georgescu, Enss) 定理 说 明 ， 
这 是 唯一 可 能 的 两 种 情形 , 所 有 的 解 都 可 唯一 地 分 解 为 一 个 定 态 和 散射 态 . 这 个 定 
理 的 证 明 依 赖 于 对 Hamiltonian 算 子 -A +V 详尽 的 谱 分 析 : 粗略 地 说 , 定 态 解 对 
应 于 该 算 子 的 点 谱 , 强 色 散 解 对 应 于 该 算 子 的 绝对 连续 谱 . 因此 ,“RAGE” 定 理 在 
方程 的 动力 学 行为 和 算 子 谱 理 论 之 间 建 立 了 本 质 的 联系 . 

不 管 是 通过 寻找 基本 解 或 是 借助 于 谱 理 论 ， 人 们 对 线性 Schrödinger 方程 解 的 
性 质 有 相当 的 理解 . 但 是 当 考 虑 非 线 性 问题 时 , 情况 就 发 生 了 根本 的 变化 . 考虑 如 
下 描述 多 个 粒子 系统 的 立方 Schrödinger 方程 : 


iu; + Au = +|u|?u. (4) 


+ 对 应 于 粒子 间 两 种 不 同 的 相互 作用 力 , + 表示 粒子 间 (如 电子 ) 相互 排斥 , RA 
“ 散 焦 ”; — 表示 粒子 间 (如 光子 ) 相互 吸引 , 称 为 “聚焦 ”. sh (4) 初 值 问 题解 的 整 
体 存在 性 本 身 就 是 一 个 很 大 的 研究 课题 , 这 里 暂 不 讨论 . 而 是 关心 如 果 已 知 解 整体 
存在 , 解 的 长 时 间 行 为 如 何 ? 比如 , 解 是 否 有 类 似 式 (3) 的 散射 行为 ? 抽 或 是 渐进 孤 
UFA? 

答案 在 某 些 特殊 的 情况 下 是 非常 清楚 的 . 比如 : 当初 值 非常 小 的 时 候 , 非 线 性 
项 的 作用 可 以 忽略 , 问题 可 被 视 为 自由 Schrödinger 方程 的 扰动 , 因此 解 整体 存在 
并 有 式 (3) 意义 下 的 散射 行为 . 借助 于 某 些 分 析 工具 (例如 Morawetz 估计 ), RR 
问题 在 某 些 假设 下 也 可 被 证 明 是 散射 的 . 而 在 聚焦 情形 , 方程 存在 形 如 etQ@(z) 的 
定 态 孤立 子 解 , 这 里 Q 是 椭圆 方程 


AQ -Q-|Ql*Q — 0 


的 唯一 径 向 对 称 正解 .由 定 态 孤立 波 出 发 并 利用 方程 在 Galilean 变换 下 不 变 的 性 
M, 我 们 还 可 以 造 出 行 波 孤立 子 解 . RUF “RAGE” 定理 , 我 们 猜想 即使 对 于 非 线 
性 问题 , 这 是 所 有 可 能 存在 的 渐 近 态 . 更 确切 地 说 , 我 们 有 如 下 问题 : 
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孤立 子 猜 想 对 非 线性 Schrodinger 方程 (4), 大 部 分 的 初 值 , 只 要 对 应 的 解 整 
体 存 在 , 当时 间 充 分 大 以 后 , 都 可 以 分 解 为 彼此 互相 远离 的 有 限 孤 立 子 解 加 上 一 个 
散射 部 分 . 

这 里 要 求 时 间 充 分 大 是 因为 解 的 短 时 间 行 为 通常 都 非常 复杂 , 比如 孤立 子 碰 
撞 、 扳 立 子 潭 没 为 散射 波 或 更 小 的 孤立 子 , 这 些 都 已 在 计算 上 观察 到 . 这 个 猜想 仅 
在 一 维 的 情形 有 满意 的 答案 , 并 且 能 从 数学 上 严格 定义 何 为 “大 部 分 ”的 初 值 . 在 
一 维 情形 立方 Schrödinger 方程 是 完全 可 积 的 , 因此 解 可 以 通过 “ 逆 散 射 ” 的 方法 
计算 出 来 . 只 要 初 值 使 得 相关 的 Lax 算 子 没有 重 特征 根 或 共振 子 , 相应 的 孤立 子 猜 
想 就 成 立 . 

基于 一 维 的 结果 , 我 们 希望 孤立 子 猜 想 在 高 维 空间 也 成 立 , 但 目前 还 没有 任何 
系统 且 能 采用 非常 有 效 的 方法 来 证 实 . 首先 , 问题 的 提 法 就 需要 更 精确 化 , 与 一 维 
情形 不 同 的 是 , 高 维 没有 类 似 于 “Lax” 算 子 之 类 的 可 以 把 那些 “额外 ”的 初 值 挑 出 
来 . 形象 地 说 现 有 的 分 析 手 段 是 针对 最 坏 情 形 , 因此 不 可 能 得 到 一 个 对 “大 部 分 ” 
情形 成 立 的 这 么 一 个 结论 . 

目前 , 针对 孤立 子 猜想 仅 有 极 少 数 的 工作 ,比如 Terence Tao 在 文献 (78. 中 证 
明了 : 三 维 散 焦 问题 径 向 对 称 整体 解 , 若 能 量 一 致 有 界 , 可 以 渐 近 分 解 为 一 个 散射 
aS, 加 上 一 个 “ 弱 定 态 ” 它 与 任何 散射 态 都 渐 近 正 交 . 如果 考虑 5 维 平方 散 焦 非 线 
性 Schrödinger JÆ, 则 可 得 到 更 强 的 结论 : 这 个 弱 定 态 是 几乎 周期 的 , 它 的 轨道 落 
在 能 量 空间 的 一 个 固定 紧 集 中 , 因此 解 可 以 看 作 是 一 个 “色散 的 紧 吸 引子 ”. 表面 
E, 这 个 问题 划 归 成 一 个 动力 系统 的 问题 , 但 由 于 对 这 个 吸引 子 几 乎 没有 任何 的 了 
解 , 接 下 来 如 何 做 还 不 是 很 清楚 . 

最 后 , 值得 指出 的 是 比 起 孤立 子 猜想 , 具有 多 项 式 增长 的 非 线 性 问题 的 整体 存 
在 性 和 散射 问题 是 近年 来 研究 较为 集中 的 课题 . 特别 是 在 能 量 临界 、 质 量 临 界 问题 
的 研究 上 取得 了 显著 的 进展 , 相关 的 文献 可 参见 [1] ~ [6]. [9]. [10]. 
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一 类 二 阶 完全 非 线 性 偏 微分 方程 的 格林 (Green) 函数 
Green Functions for A Class of Second Order Fully Nonlinear Partial 


Differential Equations 


假设 Q - C^ 的 一 个 开 区 域 , u 是 定义 在 Q 上 的 一 个 光滑 函数 , u 的 Hessian 
矩阵 为 GR x) 其 特征 值 为 N, doe AFP 1€ m <n, 定义 复 Hessian f 
Yo 
Ha (u) = > J (1) 
ll&711<…<Im 人 en 
WI E(w) = LAu DUR Hs (u) = det C os goa. ) 是 复 的 Monge Ampare SET. 一 个 
光滑 函数 u 被 称 为 m- 次 调和 的 (也 记 为 ue Pn), 若 对 任意 的 A > 0, 有 


Hm(u + Alz|?) > 0. (2) 


TLR R ROEM, 使 多。 中 也 包括 非 光滑 函数 . 称 ve 9,, 若 存 在 一 个 正则 的 
Borel 测度 u 以 及 一 个 单调 下 降 的 光滑 函数 序列 [uc 使 得 Hm (uj) > p, 并 
且 记 为 Am(u) = 

不 难 验 证 下 列 函数 


(3) 


| 一 |z| 2 一 党， F m «n, 


log |z], d m-n 


是 复 Hessian AF Hm 的 基本 解 , 即 Hm(Gm) = ôo. 而 实 的 Hessian AF (在 R” 
上 ) 的 基本 解 则 是 


一 |z|2 一 一 ， AH m «5, 
TL 

gn(z)=4 loglzl， 车 m= (4 
In*, # m> T 


一 类 二 阶 完全 非 线性 偏 微分 方程 的 格林 (Green) 函数 : 367 - 


对 于 zo € 0, 考虑 下 列 Dirichlet 问题 ， 


u € Pm, 

Hm(u) = 0zo， (5) 
u(z) = cGm(z — zo) + 0(1), 4 z— zo, c» 0, 

ulan = v. 


在 文献 [5] 中 , L.Lempert 对 于 Monge-Ampére 方程 (BE m = n) 证 明了 如 下 的 定 
理 : 

定理 加 BEN 是 C"(n >1) 的 有 界 严 格 凸 的 解析 区 域 , yp 是 一 个 实 值 解析 
函数 . 则 Dirichlet 问题 (5) 存在 唯一 的 解析 解 v: QV (zo) — R. 

注 XGA [5] 中 的 证 明 是 一 个 完全 几何 性 的 证 明 , 全 纯 变换 是 其 基本 工具 . 此 
外 在 zo 点 处 奇异 性 的 阶 的 控制 也 是 一 个 必要 条 件 , 否则 存在 很 多 奇怪 的 解 . 

现在 提出 以 下 的 几 个 问题 : 

1. 给 出 以 上 L.Lempert 的 定理 的 一 个 分 析 性 的 证 明 , 并 且 弱 化 其 条 件 , 比如 仅 
假设 Q 是 拟 凸 的 以 及 y 是 有 限 光 滑 的 . 因为 此 时 方程 是 完全 非 线 性 退化 椭圆 方程 
并 且 带 奇异 性 , 现在 已 知 的 非 线性 分 析 方 法 对 解决 这 一 难题 可 能 已 经 不 够 用 了 . 

2. 对 于 复 的 Hessian AT Hm 证 明 类 似 的 定理 . 当 m = 1 时 结果 是 已 知 的 , 当 
m — n 时 也 有 L.Lempert 的 结果 ， 因此 自然 需要 考虑 当 1 < m <n 时 的 情形 , 这 时 
可 能 仅 用 几何 方法 是 不 够 的 . 

3. 对 于 实 的 Hessian 算 子 也 考虑 类 似 的 问题, 这 时 的 问题 较 之 复 的 情形 应 该 更 
加 困难 . 

4. Hessian AF Hm 是 有 几何 意义 的 , 给 出 上 述 奇 异 解 的 一 个 几何 解释 , 也 是 
非常 有 意义 的 问题 . 

此 问题 的 重要 性 除了 是 由 线性 算 子 的 Green 函数 向 完全 非 线性 算 子 的 一 个 自 
然 推广 外 , 去 研究 关于 非 线性 算 子 的 Dirichlet 问题 在 指定 点 有 可 控 奇 性 的 解 的 存 
在 性 和 唯一 性 , 也 是 PDE 分 析 的 一 个 非常 有 意义 的 问题 . 
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AdS/CFT 对 应 中 的 可 积 性 


The Integrability of AdS/CFT Corresponding 


AdS/CFT 对 应 猜测 是 当今 弦 理 论 研究 中 最 重要 的 课题 之 一 . 它 的 一 个 广 为 人 
知 的 表述 是 : 在 Anti-de-Sitter(AdS) 时 空中 的 超 弦 理论 与 其 边界 上 的 超 共 形 场 论 
的 大 N 极限 等 价 . 这 个 对 应 关系 包含 有 极其 丰富 的 物理 : 它 充分 体现 了 量子 引力 
理论 中 的 全 息 原理 ; 它 实 现 了 大 N 极限 下 的 规范 理论 是 弦 理 论 这 一 人 们 探索 多 年 
的 物理 思想 ; 它 包 含 了 弦 理 论 中 开 闭 弦 间 的 对 偶 关 系 . 对 此 关系 的 研究 也 涉及 丰富 
的 数学 物理 问题 : 可 积 性 、 超 引力 解 的 构造 、 抢 阵 模型 等 , 其 中 可 积 性 是 一 个 重要 
和 广泛 关注 的 问题 

以 最 著名 的 AdSs/SYM4 为 例 来 说 明 问题 . 在 此 情况 下 的 对 应 关系 表述 为 在 
AdSsxS5 空间 中 的 超 弦 理论 与 四 维 N = 4 超 对 称 规范 理论 等 价 . 在 弦 理 论 方面 , 所 
定义 的 二 维 o- 模型 是 两 个 陪 集 流 形 的 直 积 , 已 经 证 明 此 o- 模型 是 经 典 可 积 的 . 这 
意味 着 我 们 可 以 通过 平坦 流 来 构造 无 穷 多 个 守恒 核 , 由 此 通过 代数 曲线 来 构造 各 种 
经 典 弦 解 ， 这些 经 典 弦 通过 AdS/CFT 对 应 关系 与 超 对 称 规范 理论 中 的 单 迹 算 子 
链 相 关 : 弦 的 能 量 应 该 等 同 于 算 子 链 的 反常 量 纲 . 而 在 场 论 方面 , 算 子 链 的 反常 量 
纲 的 计算 涉及 量子 修正 问题 , 通常 是 很 难 求解 的 , 只 能 按 圈 做 微 扰 计算 . 非常 有 趣 
的 是 对 于 N = 4 超 对 称 规范 理论 , 由 于 理论 具有 最 大 超 对 称 性 , 反常 量 纲 矩 阵 可 以 
与 可 积 自 旋 链 的 哈密 顿 量 等 同 . RAE, N = 4 超 对 称 规范 理论 是 可 积 的 . 更 具 
体 地 说 , 在 单 轿 水 平 , 反常 量 纲 矩 阵 可 与 有 最 近邻 相互 作用 的 可 积 自 旋 链 对 应 , 而 
ENAKE, 可 与 有 包含 次 近邻 相互 作用 的 可 积 自 旋 链 对 应 . 然而 在 三 圈 水 平 , 此 
对 应 关系 不 再 成 立 , 其 中 的 原因 还 不 清楚 . 人 们 普遍 相信 N = 4 超 对 称 规范 理论 是 
量子 可 积 的 , 也 提出 了 相应 的 渐进 Bethe WH, 并 检验 了 其 正确 性 . 对 此 规范 理论 
量子 可 积 性 的 深入 研究 是 一 个 弦 理 论 研究 的 热门 课题 . 

另 一 方面 , 弦 理 论 已 被 证 明 是 经 典 可 积 的 , 那么 其 可 积 性 在 量子 水 平 上 还 保持 
吗 ? 对 此 问题 的 回答 奉 涉 到 弦 理 论 在 AdSsxS5 空间 中 的 量子 化 问题 , 是 AdS/CFT 
对 应 关系 研究 中 尚未 解决 的 核心 问题 , 尽管 如 此 , 人 们 基于 对 AdS/CFT 对 应 的 深 
入 理解 倾向 于 认为 量子 可 积 性 仍然 保持 . 

毫 无 疑问 , 可 积 性 的 研究 已 经 极 大 地 促进 了 对 AdS/CFT 对 应 关系 的 研究 , 对 
其 更 深入 的 研究 和 探索 将 帮助 我 们 解 开 AdS/CFT 对 应 背后 的 秘密 . 


[1] 


[2] 
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Donaldson 不 变量 和 Seiberg-Witten 不 变量 的 关系 
The Relation Between The Donaldson Invariant and Seiberg- 


Witten Invariant 


Donaldson 理论 是 数学 家 Donaldson 在 20 世纪 80 年 代 通 过 高 能 物理 中 的 规范 
理论 的 思想 来 研究 四 维 紧 致 定向 光滑 Riemann 流 形 上 的 微分 结构 的 数学 理论 H. 
该 理论 是 回归 数学 和 物理 相互 影响 的 传统 的 一 个 光辉 典范 , 它 无 论 是 在 思想 上 还 是 
在 技巧 上 都 具有 划时代 的 贡献 ， 模 空间 的 思想 开始 在 数学 中 具有 越 来 越 重 要 的 地 
^L, 它 启示 了 很 多 数学 进展 ， 如 Gromov-Witten 不 变量 理论 等 . 粗略 地 讲 ， Donaldson 
不 变量 是 定义 在 瞬 子 模 空 间 上 的 积分 . 因为 模 空 间 的 非 线性 特征 , Donaldson 不 变 
量 的 计算 十 分 困难 . 

1988 年 Witten 将 Donaldson 不 变量 纳入 拓扑 量子 场 论 的 范畴 : 它们 是 拓扑 
扭曲 的 N = 2 超 对 称 杨 -Mills 理论 的 关联 函数 (correlation functions). 

几 年 后 , 在 理论 物理 中 , Seiberg 和 Witten] RA N = 2 超 对 称 杨 -Mills 理论 
的 物理 , 如 起 关键 作用 的 预 势 (Seiberg-Witten prepotential), 可 以 由 代数 曲线 的 周 
期 (periods) 完全 刻画 . 这 就 是 所 谓 的 Seiberg-Witten 几何 理论 , 该 代数 曲线 被 称 
为 Seiberg-Witten 曲线 . 这 个 理论 相对 来 得 简单 , 可 以 用 来 研究 Donaldson 不 变量 ， 
在 物理 上 已 经 有 很 多 这 方面 的 研究 . 

AXA, Seiberg-Witten 理论 在 数学 上 被 严格 建立 起 来 . Donaldson 理论 中 的 许 
多 定理 都 很 快 很 容易 地 利用 该 理论 重新 得 到 了 证 明 , 并 且 解 决 了 很 多 Donaldson 理 
论 中 的 困难 猜想 . 

这 两 大 理论 之 间 的 关系 从 物理 上 看 很 自然 , 它 和 对 偶 (duality) 现象 密切 相关 ， 
物理 学 家 认为 他 们 应 该 是 等 价 的 , 这 在 物理 文献 中 有 很 多 讨论 DL 从 数学 上 看 , 两 
者 之 间 的 关系 至 今 仍 然 十 分 神秘 , Nakajima 等 在 此 方向 已 经 取得 一 些 重要 进展 ， 
但 距离 问题 的 解决 还 很 远 . 

可 以 预期 的 是 该 问题 的 解决 对 于 理解 物理 中 的 对 偶 原 理 、 规 范 理论 和 超 弦 理 
论 的 关系 , 以 及 数学 中 的 Langlands 纲领 都 将 有 重要 影响 . 
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爱 因 斯 坦 (Einstein ) 场 方程 的 数学 研究 


The Mathematical Study of Einstein’s Field Equations 


从 数学 的 角度 来 看 , 广义 相对 论 的 中 心 任 务 之 一 就 是 
研究 Einstein 场 方程 的 存在 性 问题 和 对 奇 点 进行 系统 的 
分 析 . 这 是 一 个 有 关 张 量 的 非 线 性 双 曲 型 方程 组 的 研究 ， 
是 极其 困难 的 数学 问题 (关于 广义 相对 论 的 介绍 , 可 参见 
文献 [1]). 

对 于 真空 Einstein 场 方程 ,Minkowski 解 是 平凡 解 . 
物理 学 家 们 找到 了 很 多 非 平 凡 特 解 , 如 描述 静态 黑洞 的 
Schwarzschild 解 、 描 述 稳 态 旋转 黑洞 的 Kerr 解 等 ， 从 02 
偏 微分 方程 的 观点 来 看 , Minkowski 解 就 是 在 R3 上 给 定 爱 因 斯 坦 
某 个 度量 go 和 一 个 相伴 的 二 阶 对 称 张 量 ho 作为 初始 数 
据 集 , 在 go 平坦 , ho 恒 为 零 时 作为 真空 Einstein 场 方 程 的 初 值 解 出 一 个 4 维 时 
空 使 得 ho 为 (R3, go) 在 时 空 里 的 第 二 基本 形式 ， 在 1993 年 Christodoulou 和 
Klainerman 的 先驱 性 工作 中 ， 他 们 证 明 当 非 平凡 初 值 90 非常 接近 平坦 ， ho 非常 接 
近 零 , 并 且 迹 (trace) HEN, 真空 Einstein 场 方 程 存 在 光滑 的 渐 近 平坦 、 整 体 双 曲 
和 测 地 完备 的 解 21 这 就 是 所 谓 Minkowski 时 空 的 整体 非 线 性 稳定 性 . Minkowski 
时 空 稳 定性 后 来 又 被 Lindblad 和 Rodnianski 用 调和 坐标 方法 重新 证 明 BA., 这 些 
都 是 困难 而 深刻 的 结果 ， 

自然 的 问题 是 : 如 果 初 始 数据 集 有 内 边界 , 也 就 是 说 在 R?NO 上 给 定 非 平凡 go 
和 ho, 这 里 N 是 Rs 中 的 一 个 紧 集 , 当 0 满足 什么 拓扑 、 几 何 条 件 以 及 go. ho 在 
边界 o0 上 满足 什么 条 件 时 ，Einstein BARN (A) 边 值 问题 依然 有 光滑 的 渐 近 
平坦 、 整 体 双 曲 和 测 地 完备 的 解 ? 与 其 相关 的 是 所 谓 Schwarzschild 时 空 的 整体 非 
线性 稳定 性 问题 : 如 果 边 界 00 是 一 个 表 观 视界 (apparent horizon), Bl an 的 平均 
曲率 和 ho 限制 在 OO 的 迹 在 相差 一 个 符号 的 意义 下 相等 , 在 什么 条 件 下 Einstein 
场 方程 有 保持 表 观 视界 的 渐 近 平坦 、 整体 双 曲 的 真空 解 , 在 表 观 视界 外 是 光滑 和 测 
地 完备 的 ? 根据 迷 问 坐标 (isotropic coordinates) 下 的 Schwarzschild 解 的 表达 形式 ， 
可 以 推测 此 时 解 在 表 观 视界 上 一 定 退化 . 

再 进一步 , 如 果 9 是 一 个 星体 , 则 需要 在 2 上 求解 非 真 空 的 Einstein 场 方程 . 
这 时 , 如 何在 数学 上 研究 清楚 O 上 的 内 部 解 和 R3\Q 上 的 外 部 解 的 拼接 , 则 是 一 个 
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重要 的 问题 . 这 涉及 广义 相对 论 中 星体 演化 的 数学 理论 . 在 一 些 理想 条 件 下 对 静态 
星体 演化 的 研究 源 于 1939 年 Oppenheimer 和 Snyder 的 经 典 论文 9. 他 们 发 现 不 
少 强 引力 塌 缩 过 程 中 独特 的 物理 现象 , 如 黑洞 视界 的 形式 、 由 于 引力 红 移 导致 的 外 
部 观测 者 观测 到 的 塌 缩 冻结 等 . 首次 从 理论 上 比较 严格 的 刻画 了 星体 塌 缩 为 黑洞 
的 过 程 . 但 是 , 一 个 公开 而 困难 的 问题 是 : 如 果 星 体 是 旋转 的 , 如 中 子 星 , 其 演化 的 
数学 理论 如 何 建立 ? 关于 该 问题 的 相关 资料 可 参见 文献 [6]、[7]. 

最 后 , 近年 来 天 文 观测 表明 宇宙 在 加 速 膨 胀 . 更 具有 现实 意义 的 是 将 上 述 研究 
推广 到 带 正 宇宙 常 数 的 Einstein 场 方 程 . 
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Gromov-Witten 不 变量 的 Virasoro 猜想 


Virasoro Conjecture for Gromov-Witten Invariants 


Gromov-Witten 不 变量 是 受 Gromov 关于 辛 几何 伪 全 纯 曲 线 的 工作 和 Witten 
关于 弦 理 论 拓扑 sigma 模型 的 工作 的 启发 而 产生 的 . 这 些 不 变量 的 严格 数学 定义 依 
i AR. 阮 永 宾 和 李 竣 等 的 奠基 性 工作 . Kontsevich 和 Manin 对 Gromov-Witten 
不 变量 进行 了 公理 化 研究 . 简略 地 说 , Gromov-Witten 不 变量 大 致 上 是 紧 致 辛 流 形 
中 伪 全 纯 曲 线 的 个 数 . 更 严格 的 定义 是 建立 在 稳定 上 映照 模 空间 的 交叉 理论 上 . 除了 
在 辛 几何 和 弦 理 论 中 的 重要 应 用 外 , Gromov-Witten 不 变量 在 代数 几何 中 也 有 非常 
重要 的 应 用 . 它 可 以 用 来 计算 代数 流 形 中 全 纯 曲 线 的 个 数 . Gromov-Witten 不 变量 
理论 为 这 个 领域 的 发 展 起 了 实质 性 的 推动 作用 . 另外 , Taubes 证 明了 在 四 维 紧 致 辛 
流 形 上 规范 场 理论 中 的 Seiberg-Witten 不 变量 和 这 些 流 形 的 基本 Gromov-Witten 
不 变量 是 等 价 的 . 

Virasoro 猜想 是 Gromov-Witten 不 变量 理论 中 最 重要 的 未 解决 问题 之 一 . 这 
个 猜想 是 由 物理 学 家 Eguchi, Hori 和 Xiong 提出 的 ( 见 文献 [2]). S. Katz 对 这 个 
猜想 做 了 一 些 必要 的 修改 . 这 个 猜想 说 代数 流 形 上 Gromov-Witten 不 变量 的 生成 
函数 满足 一 个 无 穷 序 列 的 偏 微分 方程 . 这 些 偏 微分 方程 的 算 子 满足 Virasoro 代数 
标准 生成 元 素 的 括号 积 关 系 . 事实 上 这 些 算 子 生成 Virasoro 代数 的 上 半 枝 ， 大 家 
熟知 很 多 可 积 系统 (例如 Gelfand-Dickey 梯队 和 Toda SABA) 的 一 些 tau 函数 满足 
类 似 的 性 质 . 因此 , Virasoro 猜想 对 于 理解 Gromov-Witten 不 变量 和 可 积 系统 之 间 
的 关系 至 关 重 要 . 另外 , 代数 几何 中 的 一 些 著名 猜想 是 这 个 猜想 的 特例 . 最 简单 的 
情形 是 所 考 虚 的 辛 流 形 只 是 一 个 点 . 在 这 种 情形 下 Virasoro 猜想 和 著名 的 Witten 
猜想 是 等 价 的 . 当 所 考 虚 的 辛 流 形 是 一 个 点 的 时 候 , Gromov-Witten 不 变量 实际 上 
是 稳定 曲线 模 空 间 上 某 些 示 性 类 的 相交 数 . Witten 的 猜想 是 说 这 些 相 交 数 是 由 可 
积 系统 中 KdV 梯队 来 控制 的 ( 见 文献 [7]). 更 确切 地 说 , 这 些 相交 数 的 生成 函数 是 
KdV 梯队 的 tau 函数 . Witten 猜想 最 早 由 Kontsevich 证 明 ( 见 文献 [3]). 对 一 般 
的 代数 流 形 来 说 ，Virasoro 猜想 是 计算 Gromov-Witten 不 变量 的 一 个 非常 有 效 的 
TA. 如 果 一 个 代数 流 形 具 有 半 单 量子 上 同调 , Dubrovin 和 张 友 金 证 明了 高 亏 格 的 
Gromov-Witten 不 变量 可 由 Virasoro 猜想 和 零 亏 格 的 Gromov-Witten 不 变量 决定 
( 见 文献 [1]). 

对 Virasoro 猜想 的 研究 已 经 有 很 多 进展 , 详情 可 参看 综述 文献 [4]. 最 近 Tele- 
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man 声称 他 关于 2D 半 单 上 同调 场 论 的 分 类 工作 可 以 推出 具有 半 单 量子 上 同调 流 
形 的 Virasoro 猜想 (8l. 这 一 工作 还 有 待 于 进一步 验证 . 应 该 指出 的 是 : 大 部 分 代 
数 流 形 的 量子 上 同调 并 不 是 半 单 的 . 关于 非 半 单 情形 下 的 Virasoro 猜想 的 结果 还 
非常 少 . 除了 已 知 零 亏 格 的 Virasoro 猜想 对 所 有 紧 致 辛 流 形 都 成 立 外 ( 见 文献 [5]), 
只 有 亏 格 一 和 亏 格 二 情形 下 的 一 些 部 分 结果 ( 见 文献 [4]). 因此 , Virasoro 猜想 的 完 
全 解决 似乎 仍然 遥遥 无 期 . 
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Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard Equation 


二 维 量子 场 论 中 最 重要 的 模型 之 一 是 所 谓 的 Wess-Zumino-Novikov-Witten 
(WZNW) 模型 , 有 的 文献 亦 称 之 为 Wess-Zumino-Witten(WZW) 模型 . WZNW 模 
型 的 作用 量 为 非 线性 o 模型 的 作用 量 加 上 Wess-Zumino(WZ) Ji, 即 

SwzNw — = i d^zTr(8;g0;g t) + = n d?ye"Tr(g ‘Oi:gg ‘0;gg !0xg), 
其 中 三 流 形 Bs 的 边界 为 二 维 黎 曼 流 形 YE," 是 三 阶 全 反对 称 张 量 ,大 为 正 整 数 是 
量子 化 的 要 求 . WZNW 模型 是 一 类 最 重要 的 二 维 共 形 场 理 论 , 其 重要 之 处 在 于 , E 
同时 具有 仿 射 李 代 数 (BH Kac-Moody 代数 ); Virasoro 代数 和 W 代数 等 共 形 对 称 
PE, 这 些 都 是 无 穷 维 对 称 性 . 

KZ 方程 最 初 是 由 V.Knizhnik 和 A.Zamolodchikov 于 1984 年 给 出 的 , 他 们 在 
研究 群 流 形 上 WZNW 模型 时 得 到 此 方程 KZ 方程 是 WNW 模型 的 最 高 权 向 量 
之 张 量 积 的 intertwining 算 子 满足 的 自治 条 件 . 所 以 , KZ 方程 的 本 质 是 一 个 表示 论 
问题 . D. Bernard 于 1988 年 将 V.Knizhnik 和 A. Zamolodchikov 的 结果 推广 到 更 一 
般 的 黎 曼 面 上 , 即 所 谓 KZB 方程 . 事实 上 , KZ 方程 的 最 初 表 现形 式 是 WZNW 模型 
的 初级 场 , 即 所 谓 的 共 形 块 所 构成 的 多 点 函数 应 满足 的 微分 方程 . 由 共 形 场 理 论 知 
道 , 四 点 或 四 点 以 上 的 函数 构成 KZB 方程 的 非 平凡 解 . 而 群 流 形 G 上 WZNW 模型 
的 初级 场 由 G 相应 的 仿 射 李 (Kac-Moody) 代数 $ 的 最 高 权 向 量 (顶点 算 子 ,VOA) 
给 出 , 故 求解 KZB 方程 就 转化 为 无 限 维 Kac-Moody 代数 的 不 可 约 表示 空间 求 迹 
(trace) 问题 . 事实 上 , 共 形 块 是 群 流 形 从 上 的 全 纯 截 面 . 原则 上 , KB 方程 具有 无 
限 多 个 解 . 在 数学 上 , KZB 方程 将 李 代 数 , 顶点 算 子 代数 (vertex operator algebra), 
表示 论 、 黎 曼 几 何等 分 支 紧 紧 联系 在 一 起 . 另 一 方面 , KZB 方程 又 与 余 切 从 上 的 经 
典 可 积 的 Hamiltonian 系统 , 即 Hitchin 方程 密切 相关 , KZB 算 子 等 价 于 从 上 的 射 
影 平 联络 , 此 时 联络 可 以 表述 成 热 核算 子 : 


VE ~ (k + D +B. 


第 一 项 的 微分 沿 Teichmüller 空间 , 而 B ÆRE > EF G 从 模 空间 的 二 阶 微 分 算 
T. 这 里 G 是 紧 致 的 单 李 群 , hY 是 G 对 应 的 仿 射 李 代 数 5 的 对 偶 Coxeter 数 , 而 
k 则 是 相应 仿 射 李 代 数 表示 的 级 ， 显 然 , KZB 方程 是 热 核 方程 的 推广 , 而 热 核 方程 
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在 指标 定理 中 是 至 关 重 要 的 . 一 种 自然 的 设想 是 , KZB 方程 可 以 用 来 研究 相应 的 
指标 定理 . 

对 KZB 方程 的 研究 , 已 经 发 现 了 超 几 何 图 数 , Macdonald 多 项 式 、 表示 论 、 可 
积 系统 以 及 代数 曲线 之 间 诸 多 深刻 而 内 在 的 联系 . 

车 将 上 述 经 典 问题 量子 化 , 即将 上 述 的 微分 算 子 变 成 差分 算 子 , 就 得 到 对 应 的 
量子 化 问题 . 量子 KZB 问题 的 解 , 涉及 量子 多 体 问 题 、 量 子 群 、 量 子 代 数 和 相关 的 
表示 论 . 

研究 经 典 KZB 方程 以 及 相应 的 量子 KZB 方程 , 必 将 对 相关 学 科 的 研究 产生 
重要 的 影响 . 
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带 通 量 的 弦 真 空 和 紧 化 与 广义 复 几 何 


Flux Compactification in Strings and Generalized Complex Geometry 


自从 弦 理 论 第 一 次 革命 以 来 , 紧 化 问题 就 一 直 在 弦 理 论 研究 中 占据 着 一 个 很 重 
要 的 地 位 . 紧 化 问题 物理 上 的 目标 是 从 超 弦 能 自治 地 运动 的 十 维 时 空 出 发 得 到 四 
维 的 现实 物理 , 比如 说 从 弦 理 论 中 产生 出 最 小 超 对 称 标准 模型 , 其 实质 是 研究 弦 真 
空 态 的 性 质 . 对 这 个 问题 的 研究 在 物理 和 数学 上 都 产生 了 很 多 重要 的 结果 , 而 带 通 
量 的 紧 化 则 是 近年 来 这 方面 的 最 新 进展 . 

带 通 量 的 紧 化 在 物理 上 的 初始 目标 是 解决 所 谓 的 弦 真 空 稳定 性 问题 . 即 为 所 有 
的 模 场 (其 真空 平均 值 对 应 于 模 空 间 参 数 ) 产生 一 个 势 , 根据 这 个 势 可 以 确定 其 唯 
一 的 真空 平均 值 ( 势 的 极 小 值 ), 从 而 得 到 唯一 、 稳 定 的 物理 真空 , 而 非 由 一 组 模 场 
真空 平均 值 表示 的 连续 谱 . 数学 上 , 它 的 研究 催生 了 各 种 新 的 “广义 ”几何 结构 . 

弦 的 真空 态 可 以 通过 两 个 近 然 不 同 却 又 密切 相关 的 方法 来 研究 . 一 个 是 弦 的 低 
能 有 效 理论 一 一 超 引 力 ; 一 个 是 弦 的 微 扰 展开 一 一 2 维 世 界 片 弦 论 . 粗略 地 可 以 
说 , 超 引力 方法 可 以 用 来 研究 弦 真 空 态 的 “经 典 ” 性 质 , 而 世界 片 方法 则 可 在 此 基 
础 上 用 来 研究 其 “量子 性 质 ”. | 

超 引力 方法 适合 寻找 新 的 弱 理 论 解 , 近年 来 发 现 了 很 多 新 的 真空 态 . 它们 可 以 
用 所 谓 广义 复 结构 来 刻画 .为 研究 紧 化 , 我 们 需要 研究 广义 Calabi-Yau 流 形 的 模 
空间 及 其 上 面 的 几何 . 它 是 Kahler 流 形 , 并 构成 所 谓 特殊 几何 . 近年 来 人 们 构造 
了 许多 新 的 解 并 用 于 紧 化 的 研究 . 这 些 结果 可 应 用 于 研究 黑洞 吸引 机 制 、 规 范 场 与 
蓄 理 论 的 对 偶 和 前 述 的 真空 稳定 性 等 问题 . 

而 世界 片 的 描述 与 超 引 力 解 是 互补 的 . 与 超 引力 解 的 经 典 性 质 相 反 , 世界 片 弦 
论 通 常 包含 了 弦 的 量子 效应 , 能 反映 目标 时 空 几何 的 量子 性 质 . 一 个 超 引 力 的 解 必 
须 找 到 对 应 的 世界 片 的 描述 才能 被 看 作 一 个 完整 的 弦 论 解 . 世界 片 弦 论 往往 与 代数 
及 表示 论 也 发 生 深 刻 的 联系 . 因为 世界 片 弦 论 是 一 个 2 维 共 形 场 论 , 低能 物理 中 的 
场 可 以 看 成 是 顶点 算 子 , 它们 之 间 的 相互 作用 正好 就 是 顶点 算 子 的 代数 . 一 个 共 形 
场 论 所 携带 的 代数 结构 可 以 为 它 提供 精确 的 定义 以 及 计算 方法 .这 对 了 解 弦 真 空 
态 的 相关 性 质 非 常 重要 . 

此 外 , 世界 片 弦 论 也 为 D 膜 提 供 了 精确 的 描述 . D BUE RR 流通 量 的 源 , A 
时 在 同调 镜 对 称 中 扮演 了 关键 性 的 角色 . 它 的 最 漂亮 也 是 最 严格 的 描述 是 通过 带 边 
界 的 世界 片 弦 论 以 边界 共 形 场 论 的 形式 给 出 , 而 后 者 同样 也 具备 丰富 的 几何 与 代数 
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WAWR. 广义 几何 中 的 D 膜 解 是 其 中 一 个 有 代表 性 的 例子 . 
世界 片 理论 将 目标 空间 (时 空 ) 的 性 质 与 2 维 流 形 联系 起 来 . 因此 , 其 中 出 现 
“量子 几何 ”可 能 同时 包含 了 两 个 本 来 没有 关系 的 “经 典 空 间 ”. 这 样 通常 会 产生 
丰富 有 趣 的 几何 问题 , 镜像 对 称 就 是 其 中 最 著名 的 例子 . 对 于 “广义 ”的 弦 真 空 , 也 
会 存在 镜像 对 称 等 对 偶 . 近年 来 在 把 镜像 对 称 推广 到 扩充 的 弦 真 空 方面 有 不 少 研 
R.T X Kahler 流 形 是 个 研究 这 类 “广义 ”镜像 对 称 的 合适 框架 . 它 有 两 个 广义 复 
结构 , 镜像 对 称 可 能 就 是 交换 这 两 个 广义 复 结构 . 如 何 建 立 起 扩充 弦 真 空 流 形 上 的 
镜像 对 称 , 并 构造 出 包括 所 有 R-R AAI NS-NS 态 的 弦 真 空 的 模 空间 的 对 偶 是 个 富 
有 挑战 性 的 问题 . 对 于 杂 弦 理论 , 带 通 量 的 真空 态 最 初 是 由 Strominger 导出 的 . 近 
年 来 丘成桐 教授 与 合作 者 系统 构造 了 许多 新 的 解 并 用 于 紧 化 .对 于 扩充 的 弦 真 空 ， 
也 会 有 对 偶 . 这 些 对 偶 的 研究 是 十 分 有 意义 的 . 
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量子 杨 -米尔 斯 (Yang-Mills) F j) 


Quantum Yang-Mills Millenium Prize Problem 


量子 Yang-Mills 干 禧 问题 义 称 量子 Yang-Mills 场 的 存在 性 和 质量 间隙 问题 ， 
BI. 

WEBB ”对 于 任意 的 、 紧 的 单 群 G, 在 R^ 上 存在 以 G 为 规范 群 的 有 质量 的 量 
子 Yang-Mills 场 , HAMER A 0. 

量子 力学 将 一 个 粒子 的 位 置 和 速度 视 为 作用 在 一 个 Hilbert 空间 的 非 交 换算 
T oU. 场 用 来 描述 很 多 自然 现象 , 例如 : Maxwell 方程 中 的 电场 和 磁场 , Einstein 77 
程 中 的 引力 场 等 等 . 规范 理论 中 的 规范 势 , 数学 上 描述 为 主 从 上 的 联络 , 与 基本 粒 
子 及 其 相互 作用 有 密切 关系 . 一 个 典型 例子 是 电磁 理论 , 其 规范 群 是 阿 贝尔 交换 群 
U(1). 如 果 电 磁 势 AWE U(1) 联络 , 局 部 可 看 作 时 空中 的 1 形式 , 曲率 或 电磁 场 
KE F 是 2 形式 , 无 源 的 Maxwell 方程 是 0= dF = d F, 这 里 * 是 Hodge HH 
算 子 . 无 源 的 Maxwell 方程 可 以 描述 大 范围 的 电场 和 磁场 . 

Yang-Mills 理论 是 非 阿 贝尔 规范 理论 , 在 经 典 意义 下 类 似 于 Maxwell 理论 , 它 以 
更 一 般 的 紧 规 范 群 G 代替 了 U(1) F, 无 源 Maxwell 方程 则 推广 为 无 源 Yang-Mills 
方程 : 0 = ds = da * F, BEJAZCUS Yang-Mills 场 的 Lagrangian 变 分 导出 : 


] / 
L-i5] TF Ry, (1) 


这 里 Tr 是 指 群 G 的 Lie 代数 上 的 不 变 二 次 型 . 无 源 Yang-Mills 方程 是 非 线 性 方 
程 , 一 般 情 况 下 , 不 可 精确 求解 . 无 源 Yang-Mills 方程 与 无 源 Maxwell 方程 类 似 ， 
在 经 典 情 况 下 描述 以 光速 传播 的 无 质量 经 典 场 . 因为 Lagrangian(1) 中 没有 质量 项 ， 
否则 , 这 些 场 在 规范 群 作用 下 , 就 不 是 不 变 的 91. 

在 解释 场 和 粒子 的 相互 作用 时 , 必须 应 用 量子 场 论 的 概念 . 在 20 世纪 50 ER, 
Maxwell-Dirac 场 的 量子 化 一 一 量子 电动 力学 (QED) 一 一 给 出 了 费 米 场 及 其 量子 
(电子 、 正 电子 、 质子 、 中 子 等 ) 通过 电磁 场 及 其 量子 (光子 ) 相互 作用 的 经 典 和 量 
子 性 质 非常 精确 的 描述 . 在 时 空 不 同位 置 时 , 电场 的 分 量 就 成 了 非 交 换 的 算 子 , 当 
构造 这 些 算 子 所 作用 的 Hilbert 空间 时 , 传统 的 粒子 , 例如 电子 被 重新 解释 为 Dirac 
场 的 量子 化 , 场 与 粒子 之 间 的 差别 消失 了 . 

作为 电磁 场 的 非 阿 贝尔 对 应 物 , Yang-Mills 场 是 否 在 描述 自然 界 其 他 相互 作用 
AN, 有 同样 重要 的 作用 ? 特别 是 对 于 弱 相 互 作用 与 强 相互 作用 . 但 是 由 于 弱 相 互 
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作用 与 强 相互 作用 都 不 是 长 程 力 , 因此 它们 都 可 能 与 有 质量 粒子 相 联系 . 然而 , 经 
典 Yang-Mills 场 是 无 质量 的 , 这 对 于 将 Yang-Mills 场 应 用 于 描述 其 他 相互 作用 是 
一 个 严重 的 障碍 . 

在 20 世纪 60-770 TEAR, 对 于 弱 相 互 作用 , 上 述 困难 被 克服 了 . 建立 了 以 U(2) x 
U (1) 为 规范 群 的 Weinberg-Salam-Glashow 弱电 统一 理论 41. 对 于 经 典 Yang-Mills 
场 的 零 质 量 问题 , 通过 引入 一 个 附加 的 “Higgs 场 ” 来 解决 . 该 场 是 时 空 流 形 上 的 一 
个 标量 场 , 在 规范 群 U(2) x U(1) 的 作用 下 按 该 群 的 两 分 量 表示 变化 , 其 真空 态 的 
非 零 渐 近 常 值 将 规范 群 约 化 为 U (1) TE (WARA U (2) x U(1)), 以 某 种 统一 的 
方式 描述 了 电磁 力 与 弱 相 互 作用 力 . 由 于 存在 上 述 从 U(2) x U(1) BU) 的 约 化 ， 
因而 只 有 电磁 力 是 长 程 力 , 弱 作 用 则 由 具有 质量 的 粒子 来 描述 , 这 与 事实 相符 . 

强 相互 作用 的 Yang-Mills 场 的 零 质 量 性 问题 不 能 用 “对 称 破 缺 ”方法 解决 . 物 
理学 家 猜想 , 量子 Yang-Mills 场 , 即 对 应 于 上 述 经 典 作用 量 的 量子 场 , 有 可 能 解决 
这 一 问题 . 

量子 Yang-Mills 理论 是 否 能 成 功 地 解释 强 相互 作用 “质量 间 除 ”的 量子 性 质 
是 关键 . 这 要 求 , 在 经 典 意义 下 , 以 光速 传播 , 场 没 有 质量 ; 而 量子 的 粒子 则 有 正 的 
ME, 即 必须 存在 正 数 A, 使 得 任意 激发 态 的 能 量 必须 不 小 于 A, 从 而 保证 核 力 是 
相互 作用 很 强 的 短程 力 . 依赖 于 这 个 理论 存在 “夸克 禁闭 ”, 即 虽然 理论 是 以 夸克 即 
SU(3) 的 非 平 凡 表 示 为 基本 场 , 但 物理 粒子 态 一 一 如 质子 、 中 子 和 x 介子 一 一 都 
必须 是 SU(3) PER, 这 能 够 解释 为 什么 我 们 观测 不 到 单个 的 夸 死 . 

“质量 间隙 ”和 “ 寺 克 禁闭 ”为 物理 学 家 在 实验 中 观察 到 , 并 由 计算 机 模拟 所 验 
证 51, 但 从 数学 理论 角度 上 如 何 加 以 理解 尚 不 清楚 . 因此 , 建立 和 证 明 量子 Yang- 
Mills 场 的 存在 性 和 质量 间 际 问题 , 是 一 个 非常 艰巨 的 问题 , 是 所 谓 的 “于 和 禧 问题 ” 
之 一 , 需要 从 物理 和 数学 及 其 结合 , 引入 新 的 思想 才能 取得 突破 性 的 进展 . 
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量子 极 小 模型 猜测 


Quantum Minimal Model Conjecture 


量子 极 小 模型 猜测 是 近年 来 量子 物理 与 几何 相互 作用 的 产物 . 该 猜测 希望 揭示 
20 世纪 90 年 代 出 现 的 Gromov-Witten 不 变量 与 经 典 代数 几何 中 的 极 小 模型 理论 
之 间 的 联系 ， 是 非常 困难 的 数学 问题 QT Gromov-Witten 不 变量 的 介 绍 可 参见 文 
BR [1]; 关于 极 小 模型 理论 的 介绍 可 参见 文献 [2]). 

20 世纪 80 FR, 旬 国 星 家 学 会 会 长 、 三 一 学 院 (Trinity College) 院 长 (牛顿 
曾 任 首 任 院 长 )Atiyah 事 士 提出 用 量子 场 论 的 思想 来 解释 低 维 流 形 的 拓扑 不 变量 . 
Witten 和 Floer 等 人 完成 了 该 项 工作 9). Witten 更 是 由 此 建立 了 拓扑 量子 场 论 ， 
并 赁 此 在 1990 年 于 日 本 东京 的 国际 数学 家 大 会 上 获得 菲 尔 兹 奖 .， 在 辛 几何 领域 ， 
Gromov 引入 拟 全 纯 曲 线 方 法 并 在 辛 拓扑 的 研究 中 引发 了 一 场 革 命 4. 鞠 勇 斌 、 田 
刚 、 孔 采 维 奇 (Kontsevich) 、 李 俊 、 深 谷 贤 治 (Fukaya), Behrend, Fantechi 等 人 结 
合 Gromov 和 Witten 的 想法 对 辛 流 形 和 代数 簇 定义 了 Gromov-Witten 不 变量 FI. 
1998 4E, 孔 采 维 奇 凭 该 方面 的 工作 于 德国 柏林 召开 的 国际 数学 家 大 会 上 获得 菲 尔 

与 此 同时 , 日 本 数学 家 森 重 文 (S. Mori) 为 了 对 代数 三 重 (SEN AERA) 进行 
双 有 理 (birationally) 分 类 而 建立 起 了 极 小 模型 理论 2, HEEE 1990 年 于 日 本 东 
京 召 开 的 国际 数学 家 大 会 上 获得 菲 尔 效 奖 . 

初 看 起 来 , Gromov-Witten 不 变量 和 极 小 模型 理论 属于 两 个 完全 不 同 的 数学 分 
x. 但 利用 Gromov-Witten 不 变量 可 以 在 辛 流 形 的 通常 上 同调 群 上 定义 一 个 新 的 
量子 乘法 , 也 就 是 说 , 可 以 在 通常 的 上 积 (cup product) 上 加 上 一 些 量子 修正 项 , 这 
些 量子 修正 项 由 辛 流 形 的 Gromov-Witten 不 变量 给 出 . 通常 上 同调 群 带 上 量子 乘 
法 构成 一 个 新 的 上 同调 环 , 称 之 为 量子 上 同调 . 一 个 自然 的 问题 是 , 作为 辛 流 形 的 
拓扑 不 变量 的 量子 上 同调 具有 怎样 的 几何 性 质 ? 对 此 , 阮 勇 斌 发 现 量子 上 同调 同 经 
典 双 有 理 几 何 有 着 密切 的 关系 , 并 提出 了 量子 极 小 模型 猜测 : 

量子 极 小 模型 猜测 ” 双 有 理 等 价 的 极 小 模型 具有 同 构 的 量子 上 同调 . 

量子 极 小 模型 猜测 的 研究 是 一 个 非常 困难 的 数学 问题 , 目前 取得 的 进展 很 小 . 
李 安民 和 阮 勇 斌 证 明了 通过 fop( 一 种 由 剪 切 和 粘 合 复合 成 的 拓扑 手术 ) 连接 的 复 
三 维 流 形 具有 同 构 的 量子 上 同调 环 , 从 而 证 明了 该 猜测 对 三 维 flop 成 立 À. 最 近 李 
元 斌 、 林 慧 文 和 王金龙 将 他 们 的 结果 扩展 到 任意 维 的 情形 和 Mukai flop 的 情形 M. 
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由 于 量子 乘法 中 用 到 全 部 Gromov-Witten 不 变量 的 信息 , 从 而 使 得 该 猜测 的 
验证 变 得 非常 困难 . 阮 勇 斌 结合 双 有 理 变 换 的 特点 仅 用 例外 (exceptional) 同调 类 的 
Gromov-Witten 不 变量 来 定义 了 一 种 新 的 量子 乘法 ， 我 们 称 辛 流 形 的 通常 上 同调 群 
带 上 该 乘法 构成 的 环 为 阮 上 同调 . 对 应 于 量子 上 同调 的 情形 , 也 有 相应 的 量子 极 小 
模型 猜测 , 我 们 称 之 为 上 同调 量子 极 小 模型 猜测 : 双 有 理 等 价 的 极 小 模型 具有 同 构 
的 阮 上 同调 , 关于 该 猜测 , ANKE) IX Mukai flop 验证 了 该 猜测 成 立 (8. 
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彭 罗斯 (Penrose) 猜想 


Penrose Conjecture 


在 广义 相对 论 理论 中 , 在 研究 由 孤立 的 引力 源 产生 的 时 空 模型 时 , 假设 物质 场 
的 局 部 质量 密度 为 正 并 且 满 足 主 能 量 条 件 即 局 部 质量 密度 大 于 局 部 动量 密度 的 模 
长 , 根据 正 能 定理 , 时 空 总 的 质量 (ADM mass) 为 正定 . 

这 个 结论 在 引力 波 存 在 的 情形 下 也 成 立 ， 正 能 定理 的 完整 证 明 叫 在 20 世纪 
70 年 代 末 首先 被 孙 理 察 (Schoen) 和 丘成桐 (Yau) 给 出 . BUR (Witten) 在 稍 晚 些 时 
候 另 辟 蹊 径 , 运用 旋 量 工具 给 出 了 另 一 种 更 为 简洁 的 证 明 冯 . 

在 相对 论 学 界 中 有 一 个 很 重要 的 假设 , 便 是 宇宙 监督 假设 中. 在 考查 宇宙 监督 
假设 是 否 成 立 的 过 程 中 , SANE (Penrose) 从 一 个 简单 例子 中 得 到 了 ADM 质量 的 
下 界 可 以 用 黑洞 表面 积 来 表述 的 重要 绪论 . 后 来 人 们 猜测 , 当 有 黑洞 作为 内 边界 存 
在 的 一 类 渐 近 欧式 初始 数据 所 生成 的 时 空 , 在 满足 正 能 定理 中 的 主 能 量 条 件 时 , 该 
时 空 的 ADM 质量 的 下 界 仍 然 可 以 满足 上 述 结果 . 需要 说 明 的 是 这 里 所 指 的 黑洞 定 
义 为 过 去 或 未 来 俘获 面 (trapped surface). 这 个 猜想 现在 被 命名 为 茧 罗 斯 猜想 或 彭 
罗斯 不 等 式 5. 该 猜想 如 果 证 明成 立 的 话 , 将 会 是 正 能 定理 在 含 内 边界 的 渐 近 欧 
式 初 始 面 上 一 个 很 漂亮 的 推广 . 

在 研究 彭 罗斯 不 等 式 时 , 数学 家 们 对 渐 近 欧式 初始 数据 进行 了 限制 , 要 求 初 始 
数据 为 时 间 对 称 , 即 考 虑 该 初始 数据 相应 的 类 空 曲 面 姐 入 的 时 空 时 , 第 二 基本 形式 
为 0. 2002 年 , Huisken 和 T. llmanen!® 证 明了 在 上 述 特殊 情形 下 彭 罗斯 不 等 式 是 
正确 的 . BERR, Bray 将 这 一 不 等 式 推广 到 多 黑洞 的 时 间 对 称 的 初始 面 上 . 遗憾 
的 是 , 到 目前 为 止 , 对 于 一 般 情形 (第 二 基本 形式 不 为 0) 的 证 明 还 未 找到 . 更 困难 
的 是 , 彭 罗斯 猜想 的 普 适 表述 形式 也 是 一 个 公开 的 问题 , 参见 文献 [8]. 
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三 种 狭义 相对 论 和 引力 及 其 相互 关系 


Three Kinds of Special Relativity and Gravity as well as 
Their Relations 


近 十 年 来 , 精密 宇宙 学 的 最 新 结果 不 断 对 于 以 爱 因 斯 坦 相 对 论 为 基础 的 当代 物 
理学 与 宇宙 学 提出 一 系列 的 疑难 . 如 何 发 展 爱 因 斯 坦 相 对 论 , 已 经 是 不 得 不 考虑 的 
涉及 物理 学 的 理论 基础 的 重大 课题 

以 陆 启 杀 为 首 的 我 国学 者 早 在 20 世纪 70 年代 初 就 指出 , 应 该 存在 以 惯性 原 
理 为 基础 的 三 种 狭义 相对 论 , 分 别 定义 在 闵可夫 斯 基 / 德 西 特 / 反 德 西 特 时 空 上 , R 
有 庞 加 莱 / 德 西 特 / 反 德 西 特 不 变性 1>9.， 华罗庚 曾 经 利用 投影 几何 进行 过 研究 上 
周 培 源 曾 关 注 过 宇宙 学 意义 . 

研究 表明 8,9,11~131, 三 种 狭义 相对 论 具有 不 同 的 宇宙 学 内 涵 : 对 于 爱 因 斯 坦 狭 
义 相 对 论 的 闵 氏 时 空 , 宇宙 学 内 涵 是 平庸 的 ; 不 能 反映 宇宙 常数 所 表征 的 特征 . 德 
西 特 狭义 相对 论 则 不 同 , 如 果 把 作为 真空 的 德 西 特 时 空 的 半径 R 与 宇宙 常数 相 联 
RAS RS ARAR AMO! 的 加 速 膨胀 的 3 维 球面 , 曲率 极 小 , 为 宇宙 常 
数量 级 . 这 样 , 宇宙 常数 作为 一 个 普 适 常数 就 在 原理 的 意义 上 引进 了 . RRR 
义 相 对 论 在 常 曲 率 为 负 的 反 德 西 特 时 空 上 , 同样 包含 曲率 半径 , 但 相应 的 宇宙 常数 
AR; 其 宇宙 学 内 涵 是 震荡 的 3 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 , BOA AIG. 

描述 引力 , 应 以 狭义 相对 论 的 局 域 化 原理 为 基础 , 即 把 狭义 相对 论 , 包括 相应 
的 时 空 、 其 中 的 物理 规律 及 完整 的 对 称 性 一 起 局 域 化 , 建立 相应 的 时 空 几何 ~19; 
进而 , 应 引入 与 这 个 原理 一 致 的 动力 学 来 描述 引力 . 于 是 , 就 应 该 有 三 种 引力 理论 ， 
即 局 域 庞 加 莱 、 局 域 德 西 特 与 局 域 反 德 西 特 不 变 的 引力 理论 . 

在 三 种 狭义 相对 论 及 其 局 域 化 的 引力 理论 之 中 , 应 有 一 种 描述 真实 宇宙 . 真实 
宇宙 的 宇宙 常数 为 正 、 RA, 因而 必然 选择 德 西 特 相 对 论 . 观测 表明 的 确 如 此 : F 
宙 在 加 速 膨胀 , 宇宙 常数 对 暗 能 量 密度 起 主导 作用 . 这 样 , 宇宙 不 仅 必然 渐 近 于 德 
ARNE, 而 且 大 致 是 加 速 膨胀 着 的 3 维 球面 , 不 过 半径 很 大 、 曲 率 在 宇宙 常数 的 
量 级 . 这 也 与 观测 事实 基本 一 致 . 

近来 发 现 , 这 三 种 狭义 相对 论 的 对 称 性 之 间 存 在 联系 , 相应 的 引力 理论 之 间 也 
存在 这 类 联系 . 不 仅 如 此 , 三 种 狭义 相对 论 之 间 的 共 形 扩充 1033 也 存在 密切 关系 . 

在 三 种 狭义 相对 论 及 其 相互 联系 以 及 共 形 扩充 的 框架 内 , 有 许多 重大 数学 与 相 
对 论 物 理 课 题 有 待 进一步 研究 . 例如 : 投影 几何 与 共 形 几何 及 其 相互 关系 , 超 对 称 
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扩充 , SS; 德 西 特 / 反 德 西 特 不 变 的 经 典 与 量子 场 论 , 及 其 共 形 扩充 ; 与 AdS/CFT 
的 关系 , 等 等 , 如 何 建 立 完善 的 局 域 化 的 引力 理论 , 也 需要 对 许多 重大 的 数学 与 理 
论 物 理 课题 做 进一步 研究 . 例如 , 投影 联络 及 投影 群 子 群 的 联络 ,曲率 及 其 大 范围 
性 质 , 在 相应 的 引力 理论 中 的 应 用 , 等 等 . 


总 之 , 这 一 领域 是 中 国学 者 开创 的 ,又 与 精密 宇宙 学 的 最 新 结果 密切 联系 , 有 


大 量 有 重要 意义 的 课题 需要 深入 研究 . 
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双 黑 洞 系统 的 数值 研究 


Numerical Research on Binary Black Hole 


广义 相对 论 是 爱 因 斯 坦 在 1915 年 建立 的 描述 引力 和 时 空 结构 的 理论 帅 . 在 广 
义 相 对 论 的 描述 中 , 引力 不 是 力 , 只 是 物质 和 能 量 造成 的 弯曲 时 空 背景 . 弯曲 的 形 
式 和 物质 能 量 的 关系 由 爱 因 斯 坦 方 程 给 出 . 实验 上 , 在 1990 年 以 前 , 由 于 技术 水 
平 的 限制 , 广义 相对 论 只 有 三 大 实验 验证 : 水 星 近日 点 进 动 ,太阳 附近 星光 偏 折 和 
光谱 的 引力 红 移 , 以 及 宇宙 的 微波 背景 辐射 . 理论 上 , 由 于 爱 因 斯 坦 方程 形式 较 复 
杂 , 解析 上 仅仅 对 单 体 系统 有 所 了 解 , 对 两 体 和 多 体系 统 几 平一 无 所 知 . 近年 来 , 广 
义 相 对 论 的 发 展 在 实验 和 理论 上 都 有 重大 的 转变 . 实验 上 , 随 着 引力 波 激光 干涉 仪 
(LIGO, VERGO, GEO600, TAMA300) 的 建成 外, 对 引力 波 有 无 的 检验 将 可 以 进行 . 
接 下 来 通过 对 引力 波 携带 信息 的 分 析 可 以 实验 检验 广义 相对 论 对 强 引力 场 描述 的 
准确 性 . 广义 相对 论 逐 渐 从 “理论 家 的 天 党 , 实验 家 的 地 狱 ” 变 成 有 实验 支持 的 学 
科 . 在 理论 上 , 随 着 计算 机 技术 的 发 展 , 数值 计算 变 成 相对 论 研究 的 强 有 力 手 段 . 数 
值 方法 研究 广义 相对 论 也 逐渐 成 为 一 个 研究 方向 一 一 数值 广义 相对 论 六 

数值 广义 相对 论 诞生 于 20 世纪 60 年 代 , 动机 和 非 线性 物理 学 的 发 展 类 似 : 用 
数值 模拟 研究 相对 论 性 两 体 问题 内 . 但 由 于 爱 因 斯 坦 方程 的 复杂 性 , 乃至 当时 世界 
上 最 先进 的 超级 计算 机 如 Cray-2 也 无 法 处 理 实际 的 三 维 空间 加 一 维 时 间 的 引力 系 
统 回 . 所 以 , 直到 1995 年 以 后 , 在 计算 机 技术 飞速 发 展 的 支持 下 , 数值 广义 相对 论 才 
得 到 真正 发 展 . 和 其 他 计算 物理 学 的 研究 相 比 , 数值 广义 相对 论 有 其 独特 的 一 个 问 
题 一 一 数值 计算 容易 不 稳定 . 爱 因 斯 坦 方程 是 一 个 张 量 方程 , 为 了 数值 求解 我 们 
需要 把 它 转化 为 普通 的 偏 微分 方程 形式 . 转化 的 方法 很 多 , 得 到 的 偏 微分 方程 形式 
上 差别 很 大 . 这 些 不 同 的 偏 微分 方程 形式 对 应 的 动力 学 变量 各 不 相同 , 方程 的 数学 
结构 、 变 量 的 特征 速度 也 不 同 , 用 来 做 数值 演化 的 稳定 性 也 各 不 相同 . 哪个 形式 更 
有 利于 数值 计算 稳定 性 及 其 原因 , 是 数值 广义 相对 论 中 的 表述 形式 (formalism) 问 
ABL] 虽然 2005 年 后 人 们 发 现 有 的 表述 形式 的 确 能 比较 稳定 地 数值 求解 双 黑 洞 系 
统 中 ,但 表述 形式 问题 并 没有 得 到 很 好 的 认识 . 黑洞 时 空 是 有 奇 点 存在 的 , 在 奇 点 附 
近 各 种 各 样 的 几何 量 和 物理 量 都 会 发 散 . 在 解析 处 理 的 时 候 , 我 们 可 以 用 一 个 符号 
来 简单 记 住 无 穷 大 , 但 在 数值 计算 中 这 些 无 穷 大 会 让 计算 机 无 法 工作 下 去 ， 导 致 数 
值 计 算 的 不 稳定 . 如 何 数值 处 理 这 些 奇 点 以 保证 数值 计算 的 稳定 性 , 这 是 数值 广义 
相对 论 中 的 奇 点 问题 . 目前 我 们 有 两 种 方法 来 处 理 时 空 奇 点 , 一 是 前 切 法 (excision), 
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一 是 穿刺 法 (puncture). 前 切 法 是 利用 黑洞 事件 视界 的 因果 特性 一 一 事件 视界 内 
的 事物 不 会 影响 到 事件 视界 以 外 的 事物 . 但 是 这 样 的 因果 特性 对 非 物理 的 自由 度 没 
有 约束 作用 , 如 何 保 证 非 物理 的 自由 度 不 传 出 事件 视界 是 剪 切 法 成 功 的 关键 . 穿刺 
法 是 把 黑洞 区 域 用 一 个 渐 近 平 直 区 来 代替 , 进而 把 该 渐 近 平 直 区 的 坐标 奇 点 放 在 计 
算 网 格 的 中 间 , 从 计算 网 格 来 看 就 没有 奇 性 出 现 . 实践 证 明 该 方法 简单 有 效 , 但 它 
的 几何 和 物理 机 制 却 是 一 个 令 人 费解 的 问题 . 为 了 数值 求解 爱 因 斯 坦 方程 , 我 们 需 
要 选择 合适 的 坐标 系 或 者 标 架 . 坐标 系 或 者 标 架 的 选择 会 影响 所 求解 偏 微分 方程 
的 结构 , 而 且 还 和 时 空 奇 性 的 处 理 密切 相关 . 比如 说 在 剪 切 法 中 , 所 选 坐标 系 的 同 
时 面 需要 横 截 事件 视界 以 保证 有 区 域 可 剪 切 . 对 于 不 同 的 时 空 如 何 选 取 不 同 的 坐标 
系 以 保证 数值 计算 的 稳定 性 现在 还 没有 明确 的 规律 可 循 . 坐标 系 或 者 标 架 在 数值 广 
义 相 对 论 中 被 称 为 规范 , 所 以 该 问题 又 叫做 规范 选择 问题 . 数值 计算 通常 不 可 能 处 
理 无 界 区 域 , 在 偏 微分 方程 的 适 定性 问题 上 引出 一 个 初 边 值 问题 . 由 于 爱 因 斯 坦 方 
程 是 一 个 约束 系统 , 如 何 提 边 界 条 件 以 保证 满足 约束 进而 保证 适 定 性 是 一 个 公开 的 
aS). 没有 适 定性 就 不 可 能 得 到 稳定 的 数值 解 , 所 以 如 何 设 定 边 界 条 件 是 数值 广 
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义 相对 论 男 一 个 重要 的 问题 . 

除了 上 述 的 稳定 性 问题 外 , 关于 双 黑 洞 系统 , 还 有 许多 数学 物理 问题 需要 数值 
方法 来 研究 . 比如 说 , 存在 两 个 黑洞 的 时 空 有 稳定 的 可 能 吗 , 两 个 黑洞 碰撞 可 能 出 
现 裸 奇 点 吗 (宇宙 监督 假设 和 hoop 7448)", 彭 罗斯 不 等 式 会 有 违反 的 时 候 吗 , 黑 
洞 碰撞 会 不 会 太 强烈 以 至 于 辐射 能 量 太 多 使 系统 变 为 负 能 ( 正 质量 猜想 ), 等 等 . 在 
引力 波 实验 方面 , 原始 数据 的 处 理 需要 数值 广义 相对 论 预言 的 引力 波 波形 来 提高 信 
品 比 和 解释 实验 数据 . 
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-E ait (Yang-Baxter) 方程 


Yang-Baxter Equations 


杨 -巴克 斯 特 方程 (YBE) 是 一 个 矩阵 函数 方程 : 


Ri2(a, 8) R23(8, y) R12(o, y) = Ros(a, y) Ri2(0, y) R23 (Q, 8), 
Ri2(a, B) = R(a, B) G9 E, 
R23 (a, B) =E e Ro3(a, B), 


其 中 R(o,8) Æ N x N FER, E PASE, o, 8, y Æ k ESE, 用 矩阵 分 量 表示 
则 是 N3 个 代数 函数 方程 . 

YBE 的 雏 型 是 1944 年 Onsager 在 研究 Ising 模型 时 提出 的 , 称 为 星 -三 角 关 
A, 1967 F, 杨振宁 在 研究 一 维 6 势 的 费 米 子 模型 时 , 作为 系统 可 积 性 条 件 , 他 
感到 其 数学 结构 非常 重要 , 明确 提出 了 YBEP2,3, 并 给 出 方程 的 第 一 个 有 理解 . 1972 
年 , Baxter 在 研究 八 顶 角 格 点 模型 时 也 得 到 了 同样 的 方程 内, 给 出 了 此 方程 的 最 低 
维 椭圆 解 . 利用 YBE 的 解 , 他 们 所 研究 的 模型 可 以 精确 求解 . 前 苏联 研究 组 在 提出 
量子 力学 体系 的 反 散 射 方法 时 , 正式 把 这 一 方程 称 为 Yang-Baxter 方程 . 随后 , Rd 
续 发 现 这 个 方程 及 其 推广 广泛 地 涉及 统计 物理 、 统计 模型 、 低 维 场 论 、 二 维 经 典 和 
量子 可 积 系统 、 量 子 群 理论 等 许多 物理 和 数学 领域 辐 , 并 且 起 重要 的 作用 , 是 许多 
物理 领域 和 数学 物理 领域 中 十 分 感 兴趣 的 研究 方向 . 

在 数学 物理 领域 中 , YBE 及 其 各 种 推广 被 认为 是 可 积 性 的 定义 关系 式 , 它 所 起 
的 作用 是 从 局 域 的 性 质 给 出 整体 的 结果 , 使 统计 物理 、 统计 模 型 、 低 维 场 论 、 二 维 
经 典 和 量子 可 积 系 统 等 领域 一 些 问题 可 解 或 者 变 得 简单 . 例如 : 众所周知 , 连续 模 
型 定义 在 一 个 连续 的 空间 中 , 有 性 质 很 好 的 微分 方程 等 等 , 研究 的 方法 和 工具 比较 
多 . 而 离散 的 格 点 模型 却 定 义 在 不 连续 的 空间 中 , 由 困难 的 差分 方程 描述 , 研究 这 
样 的 离散 系统 则 较为 困难 . YBE 的 重要 作用 是 它 使 比 连续 问题 困难 的 离散 格 点 模 
型 一 下 子 变 得 更 为 简单 . 利用 YBE, 诸如 二 维 Ising 模型 、g dH] Potts 模型 、 六 顶 
角 及 八 项 角 模 型 、 自 由 费 米子 模型 、hard-hexagon 模型 、RSOS 模型 和 手 征 Potts 
模型 等 统计 模型 中 许多 重要 问题 得 到 解决 . 所 以 , 多 年 来 YBE 及 其 应 用 备 受 关注 . 

为 了 求 出 杨 - 巴 殉 斯 特 方程 的 解 , 前 苏联 学 派 和 日 本 京都 学 派 建立 和 发 展 了 量 
子 李 代数 的 理论 , 利用 量子 包 络 代数 的 表示 构造 了 一 些 解 . 在 具体 的 统计 物理 或 者 
模型 的 研究 中 , 人 们 也 给 出 了 一 些 特 解 中 . 但 是 , 基于 代数 表示 理论 的 解 和 一 些 特 
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殊 的 解 均 是 孤立 构造 性 的 , 不 能 判断 某 一 维 数 的 YBE 的 矩阵 解 是 否 完整 . 对 于 低 
维 的 YBE 解 的 完备 性 的 研究 , 基于 吴 文俊 消 元 法 的 理论 和 方法 , 文献 [8] 完整 地 给 
出 了 自 旋 为 1/2 的 带 色 带 谱 参 数 的 八 顶 角 型 的 全 部 解 和 分 类 , 文献 [9] 则 给 出 了 自 
旋 为 1/2 的 带 色 带 谱 参数 的 三 角形 解 . 

YBE 解 的 代数 结构 是 其 相应 物理 模型 对 称 性 的 本 质 的 反映 . 用 代数 方法 研究 
YBE 及 其 推广 , 或 者 研究 YBE 解 的 代数 结构 , 涉及 Yangian 和 量子 Affine 代数 ， 
各 种 g 的 和 户 的 形变 无 穷 维 代数 . 它 的 研究 进展 将 应 用 于 研究 相应 模型 的 本 征 态 、 
能 谱 和 相关 函数 . 

但 是 , 完整 地 给 出 杨 -巴克 斯 特 方程 高 自 旋 和 高 亏 格 的 解 、 解 的 分 类 和 、 标 准 
型 、 解 相应 的 统计 模型 中 的 应 用 以 及 有 关 的 带动 力学 变量 的 YBE 的 解 仍 有 很 多 的 
问题 需要 研究 . 
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宇宙 监督 假设 


Cosmic Censorship Hypothesis 


在 广义 相对 论 中 , 当 研 究 天 体 物理 中 的 一 个 致密 星体 (比如 超新星 大 爆炸 的 残 
留 物 ) 由 于 引力 塌 缩 而 演化 为 黑洞 的 过 程 时 , 著名 的 霍金 - 彭 罗斯 (Hawking-Penrose) 
定理 表明 , 如 果 时 空 满足 某 些 合理 的 物理 假设 , 则 时 空 将 会 产生 奇 点 使 得 爱 因 斯 坦 
方程 失效 , 参见 文献 [1]. 我们 称 由 爱 因 斯 坦 方程 长 时 间 演 化 所 导致 生成 的 奇 点 为 
未 来 奇 点 , 以 别 于 由 宇宙 大 爆炸 所 产生 的 原初 奇 点 . 

未 来 奇 点 的 本 质 结构 是 一 个 长 期 被 国际 同行 所 关注 的 问题 . 在 20 世纪 70 年 
代 , 大 量 的 有 关 这 个 领域 的 研究 工作 被 发 表 , 但 时 至 今日 , 答案 仍然 不 其 明了 . 这 个 
问题 之 所 以 如 此 受 重视 并 且 难 度 大 , 是 因为 未 来 奇 点 的 数学 结构 不 同 于 其 他 奇 点 ， 
它 的 出 现 一 般 被 认为 标志 着 经 典 广义 相对 论 在 高 能 情形 下 失效 , 并 且 直 接 导 致 了 量 
子 引 力 的 问世 . 





奇 点 的 出 现 对 于 爱 因 斯 坦 方程 的 可 预见 性 来 讲 是 一 个 极为 严重 的 威胁 ， 这 是 
由 于 我 们 并 不 知道 由 时 空 奇 点 生成 的 额外 信息 是 否 会 干扰 爱 因 斯 坦 场 方程 的 经 典 
演化 过 程 ， 从 一 些 黑洞 演化 的 实例 中 , 彭 罗 斯 (Penrose) 认为 未 来 奇 点 必须 要 隐藏 
在 一 个 黑洞 事件 视界 内 . 如 果 我 们 只 讨论 事件 视界 以 外 的 场 方程 柯 西 演化 时 , 经典 
的 相对 论 理论 依然 有 效 . 彭 罗斯 (Penrose) 将 这 一 猜想 命名 为 字 宙 监督 假设 , 参见 
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文献 [2]. 

宇宙 监督 假设 合理 可 信 , 符合 物理 直觉 并 且 还 被 很 多 单一 黑洞 的 例子 所 证 实 ， 
但 却 很 难 用 数学 语言 来 严格 化 , 更 不 用 提 一 个 优美 的 数学 证 明了 .虽然 很 难 提出 
一 个 统一 版 本 , 我 们 或 许可 以 根据 不 同 的 应 用 前 景 来 给 出 相应 的 表述 形式 , 参见 文 
献 [3]. [4]. 

近年 来 对 该 猜想 的 研究 工作 主要 是 围绕 爱 因 斯 坦 方程 的 时 间 演 化 问题 而 开展 ， 
并 运用 偏 微分 方程 的 工具 来 寻找 答案 . 对 于 紧 柯 西 面 的 情形 , 一 个 较 强 版 本 的 宇宙 
监督 假设 在 Gowdy 时 空 下 已 经 被 证 实 , 参见 文献 [5]. 但 是 这 距离 我 们 完全 理解 宇 
宙 监 督 假说 的 物理 和 数学 内 容 的 目标 还 很 匠 远 , 依然 要 有 很 长 的 路 要 走 . 
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F $f (Hunt) 假设 与 Getoor 猜测 


Hunt's Hypothesis and Getoor's Conjecture 


由 于 许多 天 才 数 学 家 的 杰出 工作 , Markov 过 程 的 理论 经 历 了 半 个 多 世纪 的 发 
展 到 现在 已 经 比较 成 熟 , 它 的 重要 性 以 及 在 其 他 领域 的 应 用 已 经 众所周知 ， 但 是 ， 
Markov 过 程 仍然 是 概率 与 随机 过 程 领 域 的 焦点 与 最 富有 漂亮 结果 的 研究 方向 之 一 ， 
也 是 概率 论 中 应 用 最 广泛 的 随机 过 程 , 尽管 已 过 华 年 , Markov 过 程 的 基础 理论 中 
也 仍然 有 许多 有 意义 的 问题 , 其 中 最 重要 的 问题 之 一 是 Hunt 的 (H) 假设 以 及 相关 
的 所 谓 Getoor 猜测 . 

由 于 古典 位 势 理论 与 Brown 运动 之 间 的 密切 关系 , 利用 一 般 Markov 右 过 程 
建立 的 位 势 理论 就 是 所 谓 的 概率 位 势 论 , 它 是 一 般 位 势 理 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 
也 可 以 看 成 Markov 过 程 与 分 析 联 系 的 纽带 . 概率 学 家 G.A.Hunt 是 一 个 富有 传奇 
色彩 的 学 者 , 它 在 博士 毕业 几 年 内 留 下 三 篇 到 现在 仍然 是 概率 位 势 论 的 经 典 论文 
后 就 离开 了 数学 界 . 由 于 他 的 工作 , 他 的 名 字 被 用 来 命名 一 类 重要 的 Markov WH: 
Hunt 过 程 , 是 指 右 连续 且 拟 左 连续 的 强 Markov WE. 在 他 著名 的 论文 出 中 提出 
了 研究 概率 位 势 理 论 的 一 系列 假设 , 比如 (E) 假设 过 程 是 暂 流 的 , (F) 假设 是 参考 
测度 存在 性 假设 等 . 其 中 许多 假设 由 于 后 来 新 方法 的 应 用 , 特别 是 Kuznetsov 测度 
的 引入 和 UCSD 的 P. J. Fitzsimmons, R. K. Getoor, J. B. Mitro 等 的 工作 而 显得 不 
再 重要 , 但 其 中 假设 (H) 却 仍然 不 可 代替 且 被 人 关注 . 简单 地 说 , 它 是 假设 没有 正 
则 点 的 集 是 极 集 . 一 个 集合 的 所 谓 正则 点 就 是 在 精细 拓扑 ( 即 过 程 诱导 的 拓扑 ) 下 
的 聚 点 , 没有 正则 点 的 集合 类 似 于 孤立 点 集 , 直观 地 说 , 也 就 是 过 程 从 任何 点 出 发 
都 不 会 马上 (在 一 段 正 时 间 内 ) 碰 到 的 集合 . 所 谓 极 集 就 是 过 程 (几乎 所 有 轨道 ) 永 
远 不 会 碰 到 的 集合 . 因此 , (H) 假设 是 说 , 任何 点 出 发 都 不 会 号 上 碰 到 的 集合 将 永远 
不 会 被 过 程 碰 到 . (H) 假设 是 一 个 概率 假设 , 是 用 过 程 轨道 定义 的 . 对 于 直线 上 的 
一 致 漂移 , 半 极 集 就 是 可 列 集 , 极 集 是 空 集 , 所 以 不 满足 (H) 假设 . 而 对 Brown 运 
动 , 半 极 集 与 极 集 都 是 空 集 , 所 以 (H) 假设 满足 . 在 处 理 对 偶 过 程 的 时 候 , 为 得 到 一 
个 满意 的 结果 , 经 常 需要 这 个 假设 . 直到 今天 , 关于 这 个 假设 本 质 上 在 说 什么 尚 没 
有 一 个 满意 的 充分 条 件 . Hunt 当时 指出 (H) 在 对 称 的 情况 下 是 成 立 的 (参考 文献 
[2]). 后 来 M. Silverstein’! 证 明了 满足 截面 条 件 的 过 程 是 满足 假设 (H) 的 (从 对 偶 
测度 的 角度 ). 而 在 一 些 极端 不 对 称 的 情形 下 , 如 一 致 平移 , (H) 假设 不 满足 . 所 以 大 
家 猜测 Hunt 假设 (H) 实际 上 是 一 个 关于 对 称 程度 的 假设 , 也 就 是 说 满足 该 假设 的 
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过 程 具有 一 定 的 对 称 性 . 其 次 这 个 假设 是 否 是 一 个 很 强 的 假设 也 没有 明确 的 答案 ， 
除了 截面 条 件 , 很 少 有 过 程 可 以 验证 Hunt 假设 (H). 截面 条 件 肯 定 不 是 一 个 很 好 
的 充分 条 件 , 对 于 Levy 过 程 来 说 , 截面 条 件 是 指 其 Levy 指数 的 实 部 控制 虚 部 , 是 
个 很 强 的 条 件 . 但 是 大 多 数 人 倾向 于 认为 (HD) 假设 不 是 个 很 强 的 假设 , 而 是 个 轻微 
的 对 称 性 假设 . Ranold K. Getoor 教授 曾经 说 过 他 的 “猜测 ”: 对 于 Levy WH, 除 
了 类 似 于 一 致 平移 这 样 的 极端 不 对 称 情形 , 都 满足 Hunt 假设 (H). 他 也 多 次 在 会 
议 上 提 到 他 的 这 个 猜测 , 有 的 学 者 就 把 他 叫做 Getoor 的 猜测 . 但 是 Getoor 教授 自 
己 甚至 不 能 清楚 地 描述 什么 情况 下 假设 成 立 或 者 不 成 立 , 也 就 是 说 他 不 能 说 明 什 么 
是 极端 不 对 称 情形 , 所 以 这 个 猜测 更 多 的 是 一 种 感觉 . 

最 后 , 我 们 把 问题 明确 地 叙述 一 遍 

1. 证 明 : 在 Levy 过 程 情形 下 , 除去 一 些 极端 不 对 称 的 场合 (需要 界定 ), 半 极 
集 是 极 集 . 

2， 对 于 一 般 Markov WHE, 发 现 ( 比 截面 条 件 ) 更 好 的 充分 条 件 以 保证 满足 
Hunt 假设 . 
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单 微分 方程 与 随机 分 析 中 的 相关 问题 


Ordinary Differential Equations and Related Problems in 
Stochastic Analysis 


系数 V :R Ro 满足 什么 条 件 , 我 们 可 以 解 如 下 的 常 微分 方程 : 


SX) vor), Xole) a. a) 
—.H V 满足 整体 的 Lipschitz 条 件 : 


|V(z) - V(y| < Clz -yl 对 所 有 的 m, y € R*, 
则 方程 (1) 的 解 可 用 经 典 的 Picard 迭代 法 得 到 . 其 步骤 如 下 : 定义 xo (r)-zE 


t 
XD (9) =o + f V(Xf?(z)ds tER, 
0 


则 函数 序列 (t,x) = XU? (x) Æ R x R? 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 到 方程 (1) 的 解 
(Cr )iecR. CRAM PER: Xi, = Xto Xs, Xi : R? 一 R? 是 整体 的 连续 同 胚 . 
二 、 者 了 有 界 且 满足 Osgood 条 件 : 


|V(z) -V(y)| < Cla 一 ylr(|z — v), 对 所 有 的 [z — yl < ô, 


= +00, 则 方程 (1) 的 解 可 由 Euler Wit — Sul 





5 

其 中 函数 s 一 r(s) 使 得 n 
0 

HSB). 其 方法 如 下 : 定义 


ds 
sr(s) 
x oz X -xDeG-nVQdD). reete] 


HP te = kT/n, T > 0 固定 , 则 Xf? 一 致 收敛 到 X,， 在 此 条 件 下 , 同样 地 有 
Xt+s = Xto Xs, Xi: R? — Rd 是 整体 的 连续 同 胚 . 

=. V 仅仅 满足 Sobolev 条 件 WP(R?). ET HEB] Y 只 是 几乎 处 处 有 定义 ， 
方程 (1) 的 解 必须 重新 理解 。 我们 称 X,: RY — Ro 解 方程 (1), WR: (i) R? 
上 的 Lebesgue 测度 Aq 在 (X4) 下 拟 不 变 : (Xiha = Ku; Gi) 对 几乎 所 有 的 


x € RÊ, Xi(z) =£ + f V(X,(z))ds, t > 0. 如 果 采 用 通常 的 逼近 方法 , V 的 Jacobi 
0 
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矩阵 必须 满足 指数 可 积 条 件 . 为 了 避免 这 个 不 自然 的 情况 出 现 ，20 年 前 DiPerna- 
Lions”! 发 现 了 使 用 运输 方程 的 方法 . 其 做 法 如 下 : (i) 首先 将 Y 光滑 得 到 Vn, 考虑 
常 微分 方程 dXr = V(X?)dt; (ii) 对 任意 线性 映射 2: R7 一 R, u?(z) := ZXP(z)) 
解 运输 方程 

TV. Vu =0, ug = £, 
则 u^(-) e L®([0, T], L^) KKE) u € L»e([0, T], L?), 且 该 极限 在 广义 函数 意义 下 
解 

Cu Ly. Vu, 0, uo = £. (2) 
(iii) V 的 Sobolev 条 件 保证 了 方程 (2) 具有 唯一 解 , 由 此 可 以 强化 u” 3) u 的 收敛 ， 
从 而 可 以 证 明 Xi(x) = (ui(t z),--- ,ua(t, z)) 是 所 需要 的 解 , 这 里 w 对 应 于 初 值 
f; : (£1, , Ta) I Xi. 

Jj. V 2 —Vo, 这 里 o 是 Ri 上 的 非 光滑 的 A 凸 函数 : 
o- a + ty) < (1 — tele) + ip) - MED e — yp. 

此 时 , De Giorgi 的 极 小 运动 原则 可 表述 如 下 : (i) 对 每 个 h > 0, 首先 解 极 小 问题 
inf, [he d T z zo, id XU 为 其 解 . 将 xo 换 成 XU, 上 面 的 极 小 问题 的 解 


记 作 x9». 依 此 类 推 , 我 们 得 到 一 列 {x in 2 1). (ii) BM X(t) = x”, ie 
[nh, (n+ 1)h). 则 可 证 明 在 某 些 情况 下 , Sh LOW, Xat) XF teo, T) 一 致 收敛 
到 方程 | 

dX, = —-(Vo)(X:) dt, Xo = zo (3) 


的 解 . 需要 说 明 的 是 , 尽管 Vo 只 是 几乎 处 处 有 定义 的 , 但 方程 (3) 的 初 值 是 可 以 
逐 点 给 定 的 . 也 就 是 说 , 此 时 (Xi) 总 是 在 Vy 的 定义 域内 , 并 且 我 们 有 递减 关系 式 
IX«(zo) — Xi(yo)| < ero — yol. — 

T. 与 随机 分 析 中 若干 问题 的 联系 . 

当 系 数 满 足 整 体 Lipschitz 条 件 时 , It6 随 机 微分 方程 的 解 可 以 用 Picard 25444 
造 , 参见 文献 5]. 在 某 些 复杂 的 情况 下 , 可 以 构筑 适当 的 框架 , ELS Picard ARE 
FA, 见 B. Driver 给 出 的 曲 轨道 空间 上 的 Cameron-Martin 定理 的 证 明 回 . 对 系数 满 
足 Osgood 条件 的 It6 随机 微分 方程 的 讨论 可 参见 文献 外. 那么 在 什么 样 的 Sobolev 
条 件 下 , tô 随机 微分 方程 具有 适当 的 强 解 呢 ? 此 外 , 紧 流 形 上 的 热 测度 可 以 解释 为 
相对 于 Riemann WE AS ER EP SEG ( 见 文献 [1]、[7]). 下 面 我 们 就 这 最 后 的 问 
题 在 loop 群 上 作 稍 微 详 细 的 阐述 . 设 G 为 一 连通 紧 致 李 群 (不 妨 看 作 是 sold) 的 子 
FF), 考虑 L(G) = C(S!, G). AA loop £1, fo € L(G), 它们 之 间 的 乘积 定义 为 (£s 
£5)(0) = £1 (0) - £2(0), RU L(G) 是 一 个 完备 的 拓扑 群 . id 9 为 G 的 李 代数 , 并 赋予 一 
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? dé 


个 Ado FERR. 考虑 H(G) = (^ St g 绝对 连续 | |. Saco) im 


则 它 可 看 成 是 LC) 的 李 代数 . 关于 度量 Mi = POB f ays SEDI 
在 L(G) 上 定义 Laplace 算 子 A". Malliavin 在 文献 [6] 中 引进 了 L(G ds 上 的 热 测度 


(We)t>0: 





dv d 
a 7^4" 或 q | Fan= f trav. 


我 们 知道 Haar 测度 在 L(G) 上 是 不 存在 的 .那么 是 否 存在 一 个 “ 凸 泛 函 "下 : 
P(L(G)) > R, 使 得 (wisn 是 B 的 “梯度 流 ”? 这 里 P(L(G)) 是 L(G) 上 的 概率 
测度 的 全 体 . 如 果 这 样 , 则 在 L(G) 上 存在 一 个 Haar 测度 的 弱 版 本 . 
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复杂 数据 的 变量 选择 问题 


Variable Selection for Complex Data 


由 于 在 生物 学 、 医 学 、 生 态 学 、 人 口 学 、 环境 学 和 经 济 学 等 学 科 的 研究 中 , Bü 
着 实验 技术 、 检 验方 法 和 数据 分 析 手 段 的 日 益 提高 , 所 获得 的 数据 在 结构 上 越 来 越 
复杂 精细 , 所 提供 的 信息 也 越 来 越 签 杂 , 获得 的 变量 个 数 也 越 来 越 多 . 在 不 同 的 数 
据 结构 和 各 种 模型 下 , 如 何 有 效 地 进行 变量 选择 , 即 选 出 对 研究 对 象 有 比较 重要 影 
响 的 变量 使 得 选择 的 模型 易于 解释 并 且 具 有 较 好 的 预测 能 力 , 这 方面 的 研究 已 成 为 
当今 统计 学 与 生物 学 、 医 学 、 生 态 学 、 社 会 学 、 环 境 学 和 经 济 学 等 学 科 交 又 中 重要 
的 前 沿 问 题 . 

在 传统 的 统计 分 析 中 , 特别 是 20 世纪 60 年 代 开 始 注 重 的 线性 模型 的 变量 选 
择 问 题 , 主要 有 两 种 常用 的 变量 筛选 方法 : 一 种 是 最 优 子 集 法 , 即 考虑 所 有 可 能 的 
回归 模型 (由 自 变 量 的 所 有 子 集 组 成 ), 根据 一 定 的 标准 (如 AIC. BIC) 选 出 一 个 
最 优 子 集 . 虽然 这 种 方法 简单 直观 , 但 它 的 缺陷 是 计算 量 太 大 , 需要 搜索 所 有 子 集 . 
另 一 个 则 是 逐步 回归 法 , 即 对 已 引入 回归 方程 的 变量 , 根据 其 偏 回归 平方 和 大 小 来 
ET WIR, 把 影响 不 显著 的 变量 全 部 剔除 , 然后 再 对 未 引入 回归 方程 中 的 变量 根据 
其 偏 回归 平方 和 的 大 小 进行 引入 , 直到 在 回归 方程 中 的 变量 都 不 能 剔除 而 又 无 新 变 
量 可 以 引入 为 止 . 其 不 足 之 处 就 是 它 的 不 稳定 性 . 为 了 提高 变量 选择 的 准确 性 和 模 
型 的 预测 精度 , Tibshirani!!! 于 1996 年 提出 了 基于 繁 罚 的 最 小 二 乘 的 变量 选择 “最 
小 的 绝对 缩减 和 变量 选择 算 子 ” (简称 LASSO). 它 通过 对 较 大 的 系数 进行 压缩 并 使 
另外 的 系数 为 零 , 从 而 达到 变量 选择 的 目的 , 同时 达到 较 好 的 预报 效果 . Fan 和 Li?! 
在 2001 年 提出 了 基于 每 罚 的 似 然 函 数 的 变量 选择 “绝对 偏差 的 平滑 缩减 “( 简 称 
SCAD), ME SCAD 同时 具有 下 列 三 个 性 质 : Zo MEE. PERPE. 连续 性 . 这 样 不 仅 可 
以 避免 不 必要 的 模型 偏差 , 又 能 降低 模型 的 复杂 程度 , 同时 避免 了 模型 在 预报 时 的 
不 稳定 性 . 另外 , SCAD 在 选择 变量 的 间 时 又 能 对 系数 进行 估计 , 而 且 求 出 的 估计 
值 等 效 于 已 知 正确 的 子 模型 . 基于 LASSO 和 SCAD 的 优良 性 , 许多 作者 对 它们 进 
行 了 扩充 和 发 展 , 并 把 这 些 似 然 方法 推广 到 一 些 半 参数 模型 和 估计 函数 方面 ( 见 文 
献 [3]~[5]). 

目前 对 于 复杂 数据 下 模型 中 的 变量 选择 问题 的 研究 , 已 有 一 些 进展 . 其 中 , Fan 
和 Lill 基于 SCAD 研究 了 成 组 数据 下 Cox 随机 效应 模型 的 变量 选择 问题 ; Ful"] 基 
于 估计 方程 和 桥 签 罚 函数 讨论 了 纵向 数据 下 线性 模型 的 变量 选择 问题 ; Fan 和 Lil) 


复杂 数据 的 变量 选择 问题 . 403 - 


基于 加 权 最 小 二 乘 和 SCAD 研究 了 纵向 数据 下 半 参 数 部 分 线性 模型 的 变量 选择 问 
Hil; Cai 等 人 四 基于 伪 似 然 和 SCAD 给 出 了 多 元 生存 数据 下 边际 Cox 模型 的 变量 
选择 方法 ; Fan FAN 基于 局 部 似 然 和 SCAD 讨论 了 多 元 生存 数据 下 变 系数 Cox 
模型 的 变量 选择 问题 

由 于 复杂 数据 种 类 较 多 , 包括 复发 事件 数据 、 成 组 数据 、 纵 向 数据 、 丢 失 数据 、 
重复 测量 数据 、 区 间 删 失 数据 和 测量 误差 数据 等 , 需要 不 同 的 统计 模型 和 推断 方法 
来 进行 分 析 , 这 就 导致 了 建 模 的 复杂 性 和 多 样 性 , 同时 使 得 模型 中 的 变量 选择 问题 
更 加 困难 . 需要 解决 的 难题 是 怎样 根据 数据 结构 的 特点 , 寻找 合理 的 似 然 函数 或 者 
估计 方程 函数 以 及 合适 的 每 罚 函 数 , 给 出 各 种 理论 模型 中 的 变量 选择 方法 , 使 所 获 
得 的 方法 计算 简单 可 行 , 便于 实际 应 用 , 同时 具有 无 偏 性 、 稀 玻 性 和 连续 性 等 优良 
特性 . 
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如 何 解决 反映 变量 粗 测量 下 “ 维 数 祸根 ”问题 
How to Solve “Curse of Dimensionality” Problem with Coarse 


Observations for Responses 


回归 分 析 是 研究 反映 变量 Y 与 解释 向 量 X 之 间 关 系 的 重要 而 有 益 的 工具 ,一 
种 简单 的 回归 分 析 方 法 是 假设 参数 模型 , 然后 用 标准 的 技术 比如 似 然 方法 或 最 小 二 
乘 方法 捕捉 包含 在 数据 中 的 信息 . 然而 在 大 部 分 应 用 研究 中 , 任何 参数 模型 只 是 真 
实情 况 的 一 个 近似 , 要 找到 能 充分 正确 描述 现实 情况 的 模型 是 非常 困难 的 , 有 时 其 
至 是 不 可 能 的 . 这 种 情况 下 , 取而代之 的 就 是 使 用 非 参 数 回 归 技 术 , 而 非 参 数 回 归 
技术 通常 使 用 核 光 滑 思想 , 而 这 一 方法 的 有 效 性 与 每 一 点 z 周围 具有 充分 多 的 数 
据 观 察 点 提供 充分 信息 密切 相关 . 然而 当 点 X 是 高 维 时 , 为 了 保证 标准 回归 技术 
的 有 效 性 , 观察 数据 总 数 需要 成 指数 速度 增长 , 这 在 实践 中 通常 是 不 实际 的 , 在 这 
种 情况 下 随 数 据 维 数 上 升 , 标准 的 回归 分 析 方 法 将 迅速 失效 , 这 就 是 著名 的 “ 维 数 
祸根 ”问题 . 

当 (X,Y) 完全 观察 且 X 是 高 维 时 , LU 发 展 了 切片 逆 回 归降 维 技术 , 该 技术 
是 将 p 维 解释 变量 投影 到 一 k(< p) 维 子 空间 并 能 捕捉 关于 反映 Y 的 全 部 所 需要 
的 信息 , 然后 估计 这 个 降 维 方向 参数 使 得 标准 的 光滑 技术 可 以 成 功 而 有 效 地 使 
H. 这 一 技术 后 来 被 N. Duan 和 K. C. Li?] 及 T. Hsing 和 R. J. Carroll?! 等 更 进 
一 步 研究 . 

现在 的 问题 是 在 一 些 实际 问题 中 , Y 的 真 值 测量 是 困难 或 昂贵 的 , 因而 使 用 一 
些 简 单 或 容易 的 测量 方式 测量 Y 的 替代 值 , 而 只 对 小 部 分 个 体 测量 Y 的 真 值 . 也 
就 是 观察 到 的 数据 类 型 是 (X, Z) R (X,Y,Z), 其 中 Z 是 了 的 替代 变量 . BR, 4 
X 是 高 维 向 量 时 , 考虑 降 维 问题 是 一 个 挑战 , 自然 的 问题 是 切片 逆 回 归 技 术 或 其 他 
在 完全 样本 下 降 维 技术 仍然 适用 吗 ? 如 果 能 , 那么 如 何 针对 这 种 数据 类 型 发 展 推广 
已 有 技术 ?如 果 不 能 , 能 发 展 其 他 降 维 技术 吗 ? 这 是 我 们 需要 解决 的 问题 . 
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相依 结构 下 复杂 删 失 数 据 统计 建 模 问 题 
Statistical Modelling for Complicated Censored Data with 
Dependent Structure 


复杂 删 失 数据 的 统计 分 析 是 现代 统计 学 的 研究 热点 之 一 , 是 各 相关 学 科 发 展 的 
重要 内 容 . 分 析 复杂 删 失 数据 , 建立 相应 的 统计 模型 , 揭示 数据 的 内 在 规律, 是 发 展 
各 相应 学 科 的 重要 基础 . 特别 是 在 生物 学 、 医学、 生态 学 、 人 口 学 、 环 境 学 和 经 济 
学 等 学 科 的 研究 中 , 随 着 实验 技术 、 检 验方 法 和 数据 分 析 手段 的 日 益 提 高 , 所 获得 
的 数据 在 结构 上 越 来 越 复杂 精细 , 所 提供 的 信息 也 越 来 越 繁杂 , 因而 也 对 数据 的 定 
量 分 析 提出 了 更 高 的 要 求 . 同时 , 由 于 实验 条 件 和 其 他 原因 , 反映 变量 与 删 失 时 间 
具有 某 种 相依 性 , 如 何在 各 种 相依 结构 下 建立 相应 的 统计 模型 , 进行 统计 推断 以 及 
模型 诊断 等 , 也 是 当今 统计 学 与 生物 学 、 医学、 生态 学 、 社 会 学 、 环境 学 和 经 济 学 
等 学 科 交 叉 中 重要 的 研究 热点 问题 之 一 

复杂 删 失 数据 主要 包括 删 失 数据 、 截 断 数据 、 区 间 删 失 数据 、 复 发 事件 数据 、 
成 组 数据 、 集 合 数据 、 纵 向 数据 、 丢 失 数据 、 测 量 误差 数据 等 .在 传统 的 生存 分 析 
中 , 主要 是 在 反映 变量 与 删 失 时 间 相互 独立 的 情况 下 研究 各 种 参数 、 非 参数 和 半 参 
数 模型 的 统计 问题 凹 ,主要 包括 参数 回归 模型 、 乘 积 限 估 计 、Cox 模型 、 比 例 几率 
回归 模型 、 加 速 寿命 模型 、 线 性 模型 、 半 参数 线性 转移 模型 、Aalen 可 加 风险 率 模 
型 、 随 机 效应 比例 模型 以 及 各 种 边际 半 参数 模型 等 . 主要 使 用 的 估计 方法 有 : 计数 
过 程 鞭 方法 和 各 种 似 然 方法 , 包括 极 大 似 然 、 拟 似 然 、 伪 似 然 、 部 分 似 然 、 偏 似 然 、 
边际 似 然 、 经验 似 然 等 | 

实际 观察 数据 中 , 反映 变量 与 删 失 时 间 往 往 具有 某 种 相依 性 ,使 得 对 复杂 删 失 
数据 的 统计 建 模 和 推断 变 得 十 分 困难 ， 传 统 的 方法 不 适用 ， 必 须 寻 找 新 的 有 效 的 
统计 方法 ， 目 前 这 方面 的 研究 已 有 一 些 进展 . 其 中 , Emoto 和 Matthews 在 生存 
时 间 与 删 失 时 间 服从 二 维 Weibull 模型 下 研究 了 参数 的 极 大 似 然 估计 ; Huang 和 
Wolfe!) 在 随机 效应 变量 服从 对 数 正 态 下 , 利用 EM 算法 获得 了 成 组 数据 的 估计 广 
法 ，Wang 等 人 四 Huang AB 分 别 研究 了 带 信息 删 失 和 死亡 时 间 的 复发 事 
件数 据 的 估计 问题 ; Zeng? 利用 协 变量 降 维和 似 然 方法 讨论 了 比例 风险 模型 的 估 
计 方法 ; Huang 等 人 回 利用 随机 效应 和 条 件 似 然 方法 研究 了 面板 计数 数据 的 估计 
问题 ; Peng 和 Fine! 利用 人 为 的 删 失 方 法 讨论 了 相依 删 失 下 加 速 寿命 模型 的 秩 估 
计 ; Sun 等 人 Doa 分 别 利用 半 参 数 条 件 模型 和 联合 模型 两 种 方法 研究 了 纵向 数据 
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下 反映 变量 依赖 观察 时 间 和 删 失 时 间 的 估计 问题 . 


由 于 反映 变量 与 删 失 时 间 存 在 各 种 复杂 的 相依 关系 , 目前 仍然 存在 着 一 些 重要 


的 难题 有 待 于 寻找 有 效 的 统计 方法 去 解决 . 主要 是 怎样 充分 利用 数据 提供 的 信息 ， 
合理 地 建立 这 些 相 依 变 量 所 满足 的 统计 模型 . 对 于 非 参数 模型 , 如 何 获得 其 最 有 效 
的 估计 ; 对 于 一 些 高 维 数据 , 为 了 避免 维 数 祸根 问题 , 需要 寻找 合理 的 半 参 数 模型 
来 拟 合 数据 , 同时 给 出 有 效 的 模型 参数 估计 和 模型 检验 方法 . 另外 , 对 于 相依 结构 
下 带 有 测量 误差 或 者 丢失 的 复杂 删 失 数据 统计 建 模 也 是 需要 研究 的 前 沿 统计 问题 . 
这 些 研 究 结果 将 为 临床 诊断 提供 重要 的 理论 依据 和 实际 指导 , 并 对 生物 和 医学 等 领 
域 的 研究 起 着 推动 作用 . 


[1] 


[10] 


[11] 
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样本 量 的 增加 能 保持 原 估 计 的 渐 近 性 质 吗 ? 


Could Asymptotic Properties of Estimator Remain When 


Sample Size Increases? 


在 统计 学 中 , 人 们 一 般 会 认为 样本 量 的 增加 能 保持 原 估 计 的 渐 近 性 质 , 这 看 似 
很 合理 简单 , 同时 也 非常 有 意义 , 人 们 能 普遍 接受 它 , 但 对 一 般 常 用 估计 量 (包括 极 
大 似 然 估计 和 M 估计 ) 却 很 少见 到 反例 与 证 明 , 这 一 问题 万 属于 统计 学 中 的 基本 
问题 . 

WX; XX2,:… ,Xn 是 独立 同 分 布 (也 可 不 同 分 布 ) 样本 量 为 m” 的 样本 , 9 是 待 估 
参数 , 0.( Xi, X2, ,Xn) 是 用 某 统计 方法 获得 的 参数 9 的 估计 量 . Xe Xni, 
Xnim, 是 与 原样 本 独立 同 分 布 (也 可 不 同 分 布 ) 样本 量 为 m,(m, > 1, HX n 不 
减 ) 新 增加 的 样本 , 则 这 时 总 样本 量 为 N =n 十 mn 

猜想 ”如果 0".(X1,X2,:… ,Xn) — 0 有 某 种 渐 近 性 质 (如 相合 性 , 渐 近 正 态 性 
等 ), 则 一 般 认为 On (Xa, Xo, Xs Xn41,… Xn) 也 具有 相同 的 渐 近 性 质 . 

这 种 结论 目前 绝 大 部 分 还 是 停留 在 直观 上 或 猜测 ， 除 少数 几 个 估计 量 外 ,， 例 
W: X1, Xo,--- ,Xn 是 独立 同 分 布 样本 , Xrti, Xn42, ,Xnimn 是 写 原 样本 独立 同 
分 布 新 增加 的 样本 , 则 可 以 证 明 : 如 果 二 5 X0 2 0, 则 也 有 六》 和 -0 o, 


i=1 i=1 


这 时 9 为 总 体 期 望 , 对 其 他 稍 一 般 的 估计 量 很 少见 到 理论 证 明 . 下 面 的 例子 则 是 对 
M 估计 的 一 个 猜想 : 
对 普通 线性 模型 Y, = ribo +e 1 Si « n, (xj? 为 已 知 的 p 维 向 量 ， 
€1,€2,°'+ ,en (ii.d.), 其 分 布 满足 一 定 的 条 件 . 记 8 的 M 估计 : 
B, = are pip. 2, pri — 18), 


其 中 oC) 为 凸 函数 , p(too) = oo. 再 增加 新 的 样本 . 其 (重新 做 试验 ) 得 : Yu = 
En4jPo + €ntj, 1 S J & n, €1, €2,°** , EN, (ii.d.). 其 中 zn = N = 2n. 这 时 对 应 
于 全 部 样本 6 的 M 估计 为 
N 
By = are min Sh — 41) 


WA: 若 B 是 8 的 相合 估计 , 则 By 也 是 . 
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这 一 结论 看 起 来 很 简单 合理 , 但 其 证 明 的 困难 在 于 对 原 有 M 估计 6, 的 相合 性 
要 有 一 个 清晰 的 刻画 ( 即 相 合 的 充分 必要 条 件 , 主要 施加 在 设计 点 列 {r} E). 这 
一 结论 目前 除 对 最 小 二 乘 估 计 (p(z) = r?) 有 所 证 明 外 , 对 其 他 的 M 估计 还 未 见 任 
何 进展 . Drygas, RAB fi 29] 均 考 虑 过 此 问题 . 
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最 热 氮 猜 测 ` 


Hot Spots Conjecture 


假设 DD 是 R?(d > 2) 中 具有 Lipschitz 型 边界 的 有 界 连 通 开 集 . 我 们 考虑 D 的 
边界 在 绝热 情形 时 D 中 的 热 传 播 现象 , 并 用 ult, z) 来 表示 在 位 置 z 处 时 刻 t 的 温 
BE, 因此 , u(t, z) 满足 具有 Neumann 边界 条 件 的 热 方程 . 最 热点 (Hot Spots)z = z(t) 
是 ulz, t) 在 t 固定 时 的 最 大 值 点 . 最 热点 猜测 是 关于 t 一 oo 时 c(t) 是 否 趋 于 D 
的 边界 点 的 问题 . 更 加 准确 的 提 法 如 下 : 

设 (ue k > 1} 是 边界 OD. 上 具有 Neumann 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 算 子 -1A 
在 L?(D,dz) 中 的 特征 值 序列 ( 按 递增 排列 ), 而 { pi : k > 1 } 为 相应 的 特征 函数 
序列 并 构成 L?(D, dz) 的 标准 正 交 基 . 众所周知 , 0 = u < po Suso How 
常数 . 对 具有 Neumann 边界 条 件 的 热 方程 


0 = Í Au(z,t), t>0, r€D, 
t (0.1) 
— = () t> 0, T€ OD, 


其 基本 解 p(t, c, y) 可 表示 为 
plt, z, y) = 》 eetpk(z) pp(y)， (0.2) 
k—1 


这 里 n(x) Æ ze OD 处 指向 区 域内 部 的 0D 之 单位 法 向 量 . 因此 , 对 绝 大 多 数 (0.1) 

的 初始 值 w0,z)，(0.1) 解 的 长 时 间 行 为 由 对 应 于 第 二 特征 值 uo. 的 特征 函数 控制 . 

由 于 第 二 特征 值 uo 的 重 数 可 能 大 于 1, 因此 存在 如 下 三 个 版 本 的 最 热点 猜测 : 
(HS1) 对 相应 于 ua 的 任何 一 个 非 平 凡 特 征 函 数 wz(z) A: 


inf gz(y) < pz(Z) < sup ex(y), Vz € D. 
yEOD ycaD 


(HS2) 对 相应 于 uo 的 任何 一 个 非 平凡 特征 函数 po (x) A: 


inf yo(y) < vx(z) < sup ez(y), Vz € D. 
ycaD ycaD 


x 该 研究 部 分 受 美国 基金 会 NSF Grant DMS-0600206 支持 . 
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(HS3) 存在 一 个 相应 于 u 的 非 平凡 特征 函数 pz(z) 满足 


inf ex(y) < p2(2) < Sup yay), Vc €D. 

原始 的 最 热点 猜测 由 Jeff Rauch 在 1974 年 于 Tulane 大 学 的 偏 微分 方程 会 议 
上 提出 , BP (HS1) 对 D c Rs 的 每 一 个 区 域 成 立 . Rauch 的 最 热点 猜测 并 未 以 印刷 
品 形式 发 表 , 直到 1985 年 才 在 Kawol MBE 中 正式 发 表 . Ril, 直到 1999 年 才 开 
始 吸 引 人 们 的 注意 力 . 至 此 , 关于 该 猜测 及 相关 模型 的 大 量 文章 开始 发 表 , 这 些 文 
章 的 作者 既 有 概率 论 学 者 也 有 分 析 学 者 (参看 文献 [1]~[7]). 由 于 具有 Neumann 边 
界 条 件 热 方程 的 基本 解 是 D 上 正 反 射 布朗 运动 的 转移 概率 密度 , 因而 概率 论 在 这 
一 次 领域 发 挥 作用 是 不 用 惊讶 的 . 事实 上 , 开始 对 最 热点 猜测 进行 系统 研究 的 第 一 
篇 论文 是 两 位 概率 学 家 的 论文 罩 , 他 们 使 用 了 D 上 反射 布朗 运动 的 耦合 方法 . 

(HS3) 对 任意 区 域 D c Rs 不 成 立 . 在 文献 [3] 和 文献 [4] 中 分 别 证 明了 对 带 
一 个 洞 的 某 个 平面 区 域 和 带 两 个 洞 的 某 种 平面 区 域 (HS3) 是 错误 的 . 在 这 两 种 情 
况 下 , 第 二 特征 值 uo 都 是 单 重 的 . 

正面 的 主要 结果 如 下 : 当 D 是 平面 lip KRI! 或 是 关于 一 条 线 对 称 的 C? 光 
滑 平 面 凸 区 域 时 (HS1) 成 立 . 此 时 第 二 特征 值 uo 都 是 单 重 的 . 在 这 些 论文 中 使 
用 的 技巧 是 一 些 D 上 反射 布朗 运动 的 耦合 , 如 同步 耦合 、 镜 面 耦 合 和 标 度 耦合 ,以 
及 关于 第 二 特征 函数 pz(z) 结 点 线 的 性 质 ， 关 于 使 用 分 析 方 法 的 一 些 结果 参看 文 
献 [5]. 

不 难看 出 , EWK D, cR 和 Dc R?(HS2) 对 D; RIAA (HS2) 对 
D1 x D2 也 成 立 , 参看 文献 [2] 中 的 命题 2.6. 

对 最 热点 猜测 的 研究 至 今 仍 有 它 的 魅力 . 例如 , 对 三 维 及 更 高 维 情形 所 知 其 少 ， 
这 是 一 个 概率 论 和 分 析 的 交叉 领域 , 这 是 年 轻 的 研究 者 可 以 全 心 投 入 的 研究 领域 

下 面 是 这 一 领域 的 两 个 公开 问题 : 

(i) Kawohl 猜测 : 对 d > 2 的 R4 中 每 一 个 有 界 凸 区 域 (HS1) 成 立 . 

(ii) 对 每 一 个 单 连 通 的 有 界 平面 区 域 最 热点 猜测 是 否 都 成 立 ? 
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阿达 马 (Hadamard) 和 矩阵 存在 性 


Existence of Hadamard Matrices 


定义 1 一 个 nn fT n FIBER H, 其 元 素 只 取 +1 或 —1, 若 满足 HHT = nl 
(HT AH 的 转 置 , I, 为 n MARMER), 则 称 五 是 一 个 n Br Hadamard ER. 


fj (1) 和 人 b ) 分 别 为 1 阶 和 2 阶 的 Hadamard «BEEF. 由 Kronecker 


积 构造 方法 容易 得 到 n = 2m (m > 2) Br Hadamard 矩阵 . 

可 以 证 明 , n 阶 Hadamard FEN DEBE: 

命题 Gi nW Hadamard EEFE, 则 n=1,2 或 n=0 (mod 4). 

F n > 8, Jill n Br Hadamard 矩阵 的 存在 性 等 价 于 参数 为 (n—1,n/2—1,n/4—1) 
的 平衡 不 完全 区 组 设计 的 存在 性 外. 1893 4E, Hadamard H 猜想 上 述 有 关 Hadamard 
和 矩阵 存在 的 必要 条 件 也 是 充分 的 , BD: 

Hadamard 猜想 ”对 于 任意 正 整 数 直 存在 4t 阶 的 Hadamard 矩阵 . 

自 Hadamard 猜想 提出 以 来 , 历经 许多 数学 家 一 百 多 年 的 努力 , 有 关 Hadamard 
矩阵 存在 性 问题 研究 取得 了 很 大 进展 25, 但 该 问题 还 远 未 解决 . 迄今 为 止 , 尚未 确 
定 的 最 小 阶 数 n 的 值 为 668 欠 . 
定义 2 ”一 个 如 下 形状 的 Hadamard 阵 被 称 为 循环 Hadamard 和 矩阵: 


al 029 Q3 :和 an 
Qn 0j G2 ‘'* Qn- 
a2 43 Q4 °°: Q1 


例如 , 以 下 矩阵 是 一 个 4 阶 循环 Hadamard 和 矩阵: 


循环 Hadamard &BEEJBIB ”不 存在 n > 4 阶 循环 Hadamard 矩阵 . 
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这 一 猜想 是 Ryser 有 关 循 环 差 集 猜 想 的 一 个 推论 , 故 可 认为 循环 Hadamard 4E 
阵 猜 想起 源 于 Ryser?| 183^ Hadamard 矩阵 猜想 研究 目前 最 好 的 结果 是 : 如 果 
4 < n < 548964900, 则 不 存在 ” 阶 循环 Hadamard 和 矩阵. 这 一 结果 是 由 Leung 和 
Schmidt" 用 比较 深刻 的 代数 和 数论 工具 得 到 的 . 
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Hadwiger 猜想 


Hadwiger Conjecture 


Hadwiger 猜想 是 由 图 论 学 家 Hugo Hadwiger 于 1943 年 提出 的 , 被 Bollobás, 
Catlin 及 Erdés!! 称 为 “图 论 研 究 中 最 深刻 的 难题 之 一 ” (one of the deepest unsolved 
problems in graph theory). 下 面 我 们 简要 介绍 这 一 猜想 的 具体 内 容 . 

一 个 图 由 其 顶点 集 与 边 集 组 成 , 其 中 每 条 边 连 接 两 个 顶点 , 由 一 条 边 连 接 的 两 
个 顶点 被 称 为 是 相 邻 的 . 如 果 一 个 图 有 个 顶点 且 任 何 两 个 顶点 都 是 相 邻 的 , 则 称 
这 个 图 为 一 个 大 阶 完 全 图 , WA Ki. 给 定 一 个 图 G, RNB G 的 每 个 顶点 染 一 种 
颜色 (一 般 用 数字 表示 ), 要 求 任 何 两 个 相 邻 的 顶点 都 不 能 染 相 同 的 颜色 , 所 用 的 最 
少 颜色 数 被 称 为 是 G 的 色 数 . 显然 一 个 天 阶 完 全 图 的 色 数 恰好 是 K( 因 为 它 有 大 个 
点 , 至 多 用 k 种 颜色 . 另 一 方面 , 它 的 顶点 都 是 相 邻 的 , 任何 两 个 点 都 不 能 用 相同 的 
颜色 ). 下 图 给 出 了 一 个 4 阶 完 全 图 G, 及 从 G 中 删除 一 条 边 后 的 图 H WASH 
数字 表示 它 所 染 的 颜色 ). Hadwiger 猜想 : 一 个 图 的 色 数 大 Sk 阶 完全 图 Ki 有 某 
种 本 质 联 系 . 


1 1 


3 4 3 1 
G H 

Hadwiger 猜想 (Hadwiger Conjecture)?! ”如 果 一 个 图 G 的 色 数 不 小 于 
k, 那么 通过 删除 顶点 、 边 以 及 收缩 边 , 可 以 从 G 得 到 一 个 阶 完全 图 Ky. 

如 上 图 所 示 , 图 H 的 色 数 是 3, 从 五 中 删除 一 个 染 颜 色 1 的 顶点 , 就 得 到 一 
个 3 阶 完全 图 Ks. 

Hadwiger 猜想 在 大 = 1,2,3 时 是 很 容易 验证 的 . 因为 色 数 为 1 的 图 是 空 图 (每 
个 顶点 是 一 个 Ki), BHA 2 的 图 一 定 含有 边 (一 条 边 就 是 一 个 K), 而 色 数 为 3 
的 图 一 定 有 一 个 长 度 为 奇数 的 圈 (可 以 被 收缩 成 Ka). k — 4 的 情形 也 比较 容易 ， 
Hadwiger 在 其 文章 四 中 给 出 了 一 个 证 明 , Dirac! 于 1951 年 又 证 明了 如 果 一 个 图 
的 色 数 为 4 则 这 个 图 含有 Ks 的 剖 分 (这 一 结论 与 著名 的 Hajós 猜想 有 关 )， 当 
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k > 5 时 , Hadwiger 猜想 就 变 得 非常 困难 了 .Wagnerigl 在 其 1937 年 的 一 篇 文章 中 
证 明了 大 = 5 时 Hadwiger 猜想 与 四 色 问 题 等 价 , Robertson, Seymour 4 Thomas"! 
于 1993 年 又 证 明了 k= 6 时 Hadwiger 猜想 也 与 四 色 问 题 等 价 . 因此 , 借助 于 四 色 
定理 , Hadwiger 猜想 在 k < 6 的 情形 已 经 被 解决 了 . 但 上 > 7 时 , Hadwiger 猜想 依 
然 在 困扰 世人 . 
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西 摩 (Seymour) 的 二 阶 邻 域 猜想 


Seymour's Second Neighborhood Conjecture 


考虑 无 对 称 弧 的 非 空 简单 有 癌 图 D. Ye i 为 一 个 正 整 数 , u 是 DD 的 一 个 顶点 ， 
u 在 D 中 的 i 阶 邻 域 定义 为 N5(w) = v u 到 w 的 有 向 距离 为 i . 关于 有 向 图 ， 
Seymour 提出 了 如 下 猜想 : 

猜想 l(Seymour 的 二 阶 邻 域 猜想 ) ”任何 有 向 图 D 中 都 存在 一 个 顶点 vo, 使 
得 Nb(wo) < N2(oo) . 

1995 4F, Dean 和 Latka! 猜测 对 于 D 是 竞赛 图 时 这 个 猜想 是 正确 的 ， 这 
被 Fisher’! F 1996 年 证 明 . 2001 年 Kaneko 和 Locke^4 证 明了 猜想 1 对 于 
最 小 出 度 小 于 7 的 有 向 图 正确 . 在 一 个 没有 发 表 的 文献 中 , Cohn. Wright 和 God- 
bole 证 明了 猜想 1 对 于 随机 图 几乎 都 成 立 . 最 近 , Fidler 和 Yuster?] 于 2007 年 证 
明了 猜想 1 对 于 最 小 出 度 为 V(D) - 2 的 有 向 图 、 况 赛 图 中 去 掉 一 个 星 图 的 有 向 
图 、 竞 赛 图 中 去 掉 一 个 子 癌 赛 图 的 有 向 图 均 成 立 . 这 么 多 年 过 去 了 , 有 不 少 人 设法 
证 明 猜 想 1, 但 都 没有 成 功 . 这 个 猜想 与 下 面 的 Caccetta-Haggkvist 猜想 有 紧密 的 
RR: 

猜想 2(Caccetta-Haggkvist 猜想 ) WR D 是 一 个 最 小 出 度 至 少 为 I 的 
AWA, W D 一 定 有 一 个 长 度 至 少 为 上 WA W A. 

猜想 1 可 以 推导 出 猜想 2 XF k= 3 时 成 立 . 人 们 围绕 着 猜想 2 做 了 很 多 的 


工作 , 这 包括 由 AIM 和 NSF 专门 资助 的 研讨 会 , 但 是 迄今 为 止 猜想 1 和 猜想 2 仍 
然 没 有 得 到 解决 . 
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韦 斯 (Weiss) 有 限 局 部 本 原 图 猜想 


Weiss’s Finite Locally Primitive Graphs Conjecture 


代数 图 论 的 焦点 问题 之 一 是 决定 图 的 自 同 构 群 构造 , 其 本 质 是 有 限 置 换 群 研 
究 , 它 在 信息 科学 、 计 算 机 科学 和 通讯 , 特别 在 互联 网 络 的 设计 与 优化 中 有 着 广泛 
的 应 用 .而 图 自 同 构 群 研究 中 的 一 个 关键 问题 是 决定 自 同 构 群 点 稳定 化 子 群 的 结 
FJ. 对 于 三 度 连 通 对 称 图 , 著名 图 论 大 师 W. T. Tutte! 于 1947 年 证 明了 自 同 构 群 
点 稳定 化 子 群 的 阶 整 除 48, 后 来 代数 图 论 学 家 D. Z. Djokovic 和 G. L. Miller?) 给 
出 了 自 同 构 群 点 稳定 化 子 群 所 有 可 能 的 同 构 类 型 . 对 于 一 般 度数 的 连通 对 称 图 , BB 
同 构 群 点 稳定 化 子 群 的 结构 亦 得 到 了 广泛 研究 , 如 代数 图 论 学 家 M.D. Conder, A. 
Gardiner, C. D. Godsil, C. E. Praeger, V. I. Trofimov, R. Weiss 等 在 这 方面 都 有 深 
刻 的 工作 . 

一 个 有 限 传递 置换 群 称 为 是 本 原 的 , 如 果 它 的 点 稳定 化 子 群 是 该 置换 群 的 极 大 
TRE. 一 个 图 称 为 是 局 部 本 原 的 , 如 果 图 目 同 构 群 每 一 点 的 点 稳定 化 子 群 在 该 点 邻 
域 上 的 限制 , 即 在 与 该 点 相 邻 顶点 集合 上 的 限制 是 本 原 的 . 

Weiss 有 限 局 部 本 原 图 猜想 ”存在 正 整数 集合 到 自身 上 的 函数 f, 使 得 对 任 
意 点 传递 局 部 本 原 d(d > 2) 度 连 通 图 , 其 自 同 构 群 点 稳定 化 子 群 的 阶 不 超过 f (4). 

可 构造 例子 说 明 Weiss 猜想 中 点 传递 连通 图 的 局 部 本 原 性 是 必要 的 ， 目 前 有 
关 该 猜想 的 一 个 重要 进展 是 如 果 连 通 图 是 2- 弧 传 递 的 , 即 图 自 同 构 群 的 点 稳定 化 
子 群 在 该 点 邻 域 上 的 限制 是 2- IRER, 则 Weiss 猜想 成 立 . 这 一 重要 成 果 由 A. 
Gardiner, R. Weiss 和 V. I. Trofimov 通过 一 系列 文章 得 到 . 由 V. I. Trofimov Ñ R. 
Weiss] 可 得 若 点 传递 局 部 本 原 连 通 图 的 度数 是 素数 或 不 超过 20, 则 Weiss 猜想 成 
3E. 然而 仅 考 虑 这 样 的 局 部 作用 很 难得 到 Weiss 猜想 的 证 明 . 另外 , M. D. Conder 
等 通过 应 用 拟 本 原 群 的 分 类 给 出 了 一 个 新 的 归纳 方法 , 证 明了 大 Weiss 猜想 对 自 同 
构 群 为 几乎 单 群 的 图 类 在 一 定 条 件 下 成 立 , 则 该 猜想 对 所 有 非 二 部 图 成 立 . 

Weiss 有 限 局 部 本 原 图 猜想 与 有 限 置换 群 的 Sims?! 猜想 类 似 . Sims 猜想 是 说 
每 一 个 有 限 本 原 置换 群 的 点 稳定 化 子 群 的 阶 不 超过 f(q), 其 中 d 是 该 置换 群 的 一 
个 大 于 2 的 次 轨道 长 度 , f 是 上 面 Weiss 猜想 中 提 到 的 整数 函数 .尽管 置换 群 的 
Sims 猜想 已 由 P. J. Cameron, C. E. Praeger, J. Saxl 和 G. M. Seitz! 完全 解决 且 
Weiss 猜想 研究 已 有 较 大 进展 , 但 完全 解决 Weiss 猜想 还 是 一 件 遥 远 且 困难 的 工作 . 
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并 闭 集 狂想 


Union-Closed Sets Conjecture 


1985 年 D. Duffus 提出 如 下 猜想 出 : Wu = {41, Ao,---, An} 是 集合 一 个 并 
闭 的 子 集 族 , 即 对 任意 的 ij 有 AUA € e, 则 存在 UA; 的 一 个 元 素 包含 在 x 中 
的 至 少 n/2 个 集合 中 . 

后 来 人 们 发 现 P. Frankl FÆ 1979 年 就 提出 这 个 猜想 的 “ 交 闭 ”的 版 本 回 , BD; 
如 果 对 任意 的 4,3 有 Ain A; € x, 则 存在 UA; 的 一 个 元 素 包 含 在 x 中 的 至 多 n/2 
个 集合 中 . 因此 , 这 个 猜想 又 称 Frankl 猜想 . 容易 证 明 这 个 猜想 等 价 于 下 面 的 格 论 
的 命题 ; 设 L 是 一 个 n 元 有 限 格 , 则 存在 工 的 一 个 并 -不 可 约 元 素 x 使 得 由 它 生 
成 的 主 对 偶 序 理想 V, = {ye L:y>a} 包含 至 多 n/2 个 元 素 . 在 这 里 我 们 说 x 是 
并 -不 可 约 的 , 是 指 不 存在 y,z e 工 满足 z=yv zx. 

这 个 看 起 来 简单 而 初等 的 问题 证 明 起 来 却 十 分 困难 , 因此 有 人 称 它 是 组 合 数 学 
中 最 困难 的 问题 之 一 , 著名 组 合 学 家 R. Stanley RE “TERA IA” (diabolical 
problem). 关于 这 个 问题 的 最 新 文献 见 [3]; [4]; 关于 它 的 图 论 的 版 本 见 文献 [5]. 
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独立 系 的 Chvátal 猜想 


Chvátal's Conjecture for Independence Systems 


设 9 是 一 个 有 限 集 , o 是 S DPR ( 即 o 的 每 个 元 素 是 S 的 一 个 
TS). Fo 中 每 个 元 素 的 子 集 也 在 of PM ACH MBCAHS Bey, 
则 称 of 是 一 个 独立 系 (independent system), IPRA PERE (downset) 或 理想 (ideal) 
或 单 复 形 (simplicial complex). d$ of 中 任意 两 个 元 素 相交 非 空 ， 则 称 of 是 交往 
(intersecting family). 特别 地 , 若 of 中 的 所 有 元 素 之 交 非 空 , 则 称 of 是 星 (star). 

例如 a, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}, (2,3) 是 集合 {1,2,3} 上 的 一 个 独立 系 , (1), 
{1,2}, {1,3} 是 该 独立 系 中 的 一 个 (BA) Æ, 而 {1,2}, {1,3}, (2,3) 是 一 个 RK) 
交 簇 但 不 是 星 (此 处 最 大 性 是 指 该 子 集 簇 所 含 元 素 个 数 最 多 而 言 的 ). 

交 簇 的 研究 是 极 值 集合 论 (Extremal set theory) LESE EZ, 著名 的 Erdés- 
Ko-Rado (EKR) 定理 是 其 中 的 一 个 核心 结果 , 而 Chvátal?! 在 1972 年 所 提出 的 如 
下 猜想 是 中 心 问题 之 一 . 

Chvátal 猜想 ”每 个 独立 系 中 必 有 一 个 最 大 交 簇 是 星 . | 

目前 仅 知 Chvátal 猜想 对 一 些 特殊 的 独立 系 成 立 , 例如 若 独 立 系 由 8 的 所 有 
子 集 组 成 , 则 Chvátal 猜想 显然 成 立 ; 者 独立 系 由 S 的 所 有 含 元 素 个 数 不 超 过 的 
子 集 组 成 , 其 中 k 是 不 超过 |5|/2 的 一 个 正 整数 , 则 由 EKR 定理 可 知 此 时 猜想 也 
是 对 的 . 

目前 研究 Chvátal 猜想 的 基本 途径 是 借助 Kleitman 5|38 4! 和 Berge MN, 
但 进展 甚 微 . 文献 [5] 中 包括 了 Chvátal 猜想 进展 的 一 个 简单 综述 和 相关 文献 . 
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非 素 数 需 阶 射影 平面 的 存在 性 


Existence of Projective Planes of Non-prime Power Order 


EX RERA n 22, n? -n4- 17J7UARSR EHI m? - n 1 条 线 组 成 的 一 个 满 
足以 下 条 件 的 关联 结构 称 为 n 阶 射影 平面 (projective plane), i179 PG(2, n): 

(1) 任 二 不 同 点 都 恰好 同时 落 在 唯一 的 一 条 线 上 ， 

(2) 任 二 不 同 线 都 怡 好 有 唯一 的 一 个 交点 ， 

(3) 每 个 后 都 怡 在 n 十 1 RRE, 

(4) SRAM E n+1 xs. 

一 个 PG(2,n) 等 价 于 一 个 参数 为 (n? - n 1,n 1,1) 的 平衡 不 完全 区 组 设 
WU. 已 经 证 明 : 当 n 为 素数 寡 时 , PG(2,n) 都 存在 加. 而 对 所 有 非 素数 寡 的 n > 1, 
尚未 发 现 一 个 PG(2, n) 存在 的 例子 . 

fre UD B n= 1,2 mod (4), E n 的 非 平方 因子 中 有 形 如 4t-- 3 的 素 因子 ， 
则 不 存在 n. 阶 射影 平面 . 

问题 OSE RAGE n, 是 否 存在 n 阶 射影 平面 ? 

当 n= 10 Bf, PG(2,n) 的 不 存在 性 已 被 Lam 等 人 通过 计算 机 证 明 癌 . 

射影 平面 猜想 ”存在 PG(2,m) 当 且 仅 当 n ARAR. 
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经 典 拉 姆 齐 (Ramsey) 函数 的 估 值 


Estimating Classical Ramsey Functions 


20 世纪 30 年 代 初 , 英国 逻辑 学 家 Ramsey 的 一 篇 论文 回 证 明了 这 样 一 个 定理 : 
WS 是 一 个 点 数 为 N 的 集合 , 对 给 定 正 整数 n Mt, REN 充分 大 , 则 无 论 怎样 给 
S 的 子 集 用 两 种 颜色 着 色 , 总 有 S 的 一 个 ”元 子 集 T, 使 得 T 的 所 有 t- 元 子 集 着 
色 一 致 . 在 组 合 数学 中 , 现在 把 这 类 描述 没有 绝对 的 无 序 的 理论 通称 为 Ramsey 理 
论 . 满足 上 述 条 件 的 最 小 N( 是 n M t RRR), 被 称 为 Ramsey 数 . 其 实 , 在 Ramsey 
的 论文 之 前 ， van der Waerden 证 明了 只 要 N RAK, 无 论 样 给 {1,2,---,N} 中 的 
数 用 两 种 着 色 , 总 有 一 个 长 为 n 的 算术 级 数 , 证 明 参 见 文 献 [3]. 相关 的 研究 , WE 
为 整数 Ramsey 理论 的 一 部 分 , 产生 了 许多 重要 的 数学 结果 , 例如 Szemerédi 正则 
引 理 (regularity lemma), 利用 这 个 引 理 于 泛 函 分 析 和 数论 ,Gowers MM AFA Fl 
在 1998 年 和 2006 年 获得 Fields 奖 . 

我 们 现在 看 看 Ramsey 定理 在 图 论 中 的 情形 . 图 G = (V, E) 由 点 集 V 和 边 集 
E 构成 , 每 一 条 边 其 实 是 V 的 一 个 二 元 子 集 . 当 边 集 E 包含 所 有 可 能 的 边 , 则 称 
该 图 为 完全 图 , RRA N 的 完全 图 记 为 Kw. AR Ramsey 函数 r(m,n) 定义 为 最 
小 的 正 整 数 N, 使 得 无 论 如 何 给 Kw 的 边 用 红 蓝 着 色 , 总 有 红色 的 K, 或 者 有 蓝 
ER Ky. WA r(1,n) 21H r(2,n) =n. 通常 讲 的 Ramsey ME n >m 23 F 
非 平凡 的 r(m, n). 让 我 们 通俗 地 理解 定义 r(n,n) 为 最 小 的 正 整数 N, 使 得 无 论 哪 
N 个 人 , 他 们 中 或 有 n 个 人 相互 认识 , RA n 个 人 互 不 认识 . 设想 有 5 个 人 围 坐 一 
BE, 每 个 人 仅 认 识 自 己 的 两 个 相 邻 者 . 则 他 们 既 没 有 3 个 人 两 两 认识 , 又 没有 3 个 
人 互 不 认识 , 因而 5 达 不 到 前 面 定 义 的 (3,3), 故 "(3,3) > 5. 要 是 有 6 个 人 , WA 
v1,U2,::* , Ve, 情况 就 不 同 了 . 考察 v1, 在 其 余 的 5 人 中 , 他 至 少 认识 3 A, 或 至 少 不 
认识 3 人 . ARE, 不 妨 设 U1 认识 U2, U3, U4. 当 U2, U3, V4 中 有 两 个 人 相互 认识 时 ， 
则 v; 和 这 俩 的 三 人 中 两 两 相互 认识 , 否则 wa,va,va 三 人 中 两 两 相互 不 认识 . 240 
至 少 不 认识 3 人 时 的 情况 类 似 . 因而 我 们 有 r(3,3) < 6 故 7(3,3) = 6. 这 样 简单 论 
证 可 以 加 强 我 们 对 定义 的 理解 , 但 难以 为 继 . 当 m Al n 稍微 大 一 点 , 这 种 论证 就 不 
可 能 了 . 事实 上 , 目前 已 知 准确 值 的 Ramsey ARA 9 个 : r(3,n), 3 < n < 9, r(4,4) 
和 r(4,5). 然而 , 在 不 否定 寻找 个 别 准 确 值 努力 的 同时 , 要 认识 到 数学 上 更 有 意义 
的 是 估计 r(m,n) 作为 函数 的 值 的 变化 趋势 . 没 人 奢望 得 到 这 些 函 数 的 公式 . 这 不 
奇怪 , 数论 中 到 n 为止 的 质数 个 数 x(n) 就 是 一 个 例子 (尽管 容易 算出 大 量 a(n) 的 
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准确 值 ). 著名 的 Erd5s-Szerekes 上 界 是 r(m,n) < por | 下 列 结果 中 的 下 
界 是 Spencer 使 用 Lovász 局 部 引 理 (Local Lemma) 而 获得 的 , 有 30 多 年 的 历史 ， 
而 上 界 则 时 间 不 长 . 值得 指出 的 是 , 局 部 引 理 是 由 于 这 个 应 用 而 广 受 关注 的 , 成 为 
Lovász 在 1999 年 获得 Wolf 奖 的 主要 结果 . 目前 我 们 知道 的 最 好 的 结果 是 下 边 两 
个 估 界 . 

对 角 Ramsey 函数 (diagonal Ramsey function)  r(n,n): 目前 已 知 的 估 
计 是 , 对 任何 e > 0, 当 ”充分 大 ， 

(2 一 cjnv5- « r(n,n) < pu E 

这 里 c > 0 是 一 个 常数 , 其 中 下 界 接近 V2", LP) 接近 4", 两 者 相差 其 远 . 有 人 
猜测 当 ”充分 大 时 r(n,n) Æ (2 — e)" 和 (2 - e)" 之 间 . 

非 对 角 Ramsey 函数 (non-diagonal Ramsey function)  r(m,n): 固定 
m > 3, 目前 已 知 的 估计 是 , 对 任何 e > 0, 只 要 n 充分 大 ， 


n (m4-1)/2 n™ 1 
( ) « r(m,n) < O+ e) Toe ny 





logn 


这 里 c= c(m) > 0 是 一 个 仅 和 m 相关 的 常数 . 普遍 认可 的 猜测 是 上 界 已 经 接近 真 
值 . 对 m = 3, Kim! 已 经 证 明 r(3,n) E n?/logn 之 比 不 超过 一 常数 , 因此 获得 了 
Fulkerson €. 

这 里 很 自然 地 产生 以 下 的 公开 问题 : 上 述 的 两 个 估 界 是 否 可 以 改进 ?” Ramsey 
理论 研究 了 一 个 有 趣 的 现象 : 为 了 改进 结果 , 有 时 会 产生 新 方法 , 这 些 常 常 促进 了 
其 他 学 科 的 发 展 . 除了 前 面 提 到 的 Szemerédi 正则 引 理 和 Lovász 局 部 引 理 , LAR 
随机 方法 、 半 随机 方法 、 随 机 图 理论 等 , 都 在 其 他 方面 产生 了 很 大 的 影响 , 不 少 论 
文 发 表 在 Nature 和 Science 上 . Ramsey 理论 的 研究 , 把 数学 的 许多 分 支 密切 地 联 
系 在 一 起 , 使 之 相互 促进 . 它 还 揭示 了 一 个 深刻 的 现象 : 图 的 结构 比 我 们 认识 的 要 
丰富 得 多 . 这 一 点 有 些 像 我 们 对 实数 的 认识 : 我 们 接触 的 实数 基本 上 是 有 理 数 , 但 
几乎 所 有 的 实数 都 是 无 理 数 . 读者 可 从 文献 [1]、[3] 对 现代 图 论 和 Ramsey 理论 有 
一 个 了 解 . 
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柯 克 曼 三 元 系 大 集 的 存在 性 问题 


Existence Problem of Large Sets of Kirkman Triple Systems 


1850 年 , T. P. Kirkman 提出 了 一 个 问题 : “十 五 个 女生 每 天 排 成 5 x 3 队列 外 
出 散步 , 能 否 给 出 一 周 的 队列 安排 , 使 得 任意 两 人 恰好 有 一 天 排 在 同一 行 ? ”在 同 
一 年 , J. J. Sylvester 进一步 提出 :“ 这 样 的 安排 能 否 连 续 十 三 周 , 使 得 任意 三 人 恰好 
有 一 天 排 在 同一 行 ? ”这 就 是 著名 的 “Sylvester 十 五 女生 问题 *. 下面 给 出 这 一 问 
- 题 所 涉及 的 组 合 设计 领域 的 一 般 概念 . 

设 X 是 一 个 v 元 集合 , B 是 X 中 一 些 3- 子 集 ( 称 为 区 组 ) 组 成 的 族 , 者 X 
的 每 个 2- 子 集 都 恰好 包含 于 B 的 一 个 区 组 中 , Ek (X, B) 是 v 阶 斯 坦 纳 三 元 系 . 
dv 阶 斯 坦 纳 三 元 系 (X, B) 的 区 组 集 B 可 分 拆 成 若干 个 互 不 相交 的 子 集 , 使 得 每 
个 子 集 都 构成 集合 X 的 分 拆 ， 则 称 (X,B) A v 阶 柯 克 曼 三 元 系 , WE KTS(v). 
KTS(v) 存在 的 充 要 条 件 是 v= 6t 十 3,t>1. 

由 于 一 个 v 阶 柯 克 曼 三 元 系 KTS(v) 包含 v(v—1)/6 SKA, v 元 集合 x 中 
所 有 的 v(v 一 1)(v 一 2)/6 个 3- 子 集 有 可 能 划分 成 v — 2 个 互 不 相交 的 子 集 族 , Br, 
Bo, .…，B。_2, 并 使 得 每 个 (X,B) (1 < i < v —2) 是 一 个 KTS(v). v THX E 
v 一 2 个 互 不 相交 的 KTS(v) 的 集合 称 为 v 阶 柯 克 曼 三 元 系 大 集 , WA LKTS(w). 
柯 克 曼 三 元 系 大 集 的 存在 性 问题 (existence problem of large sets of Kirkman 
triple systems): 对 于 任意 v = 6t +3, t > 1, 是 否 存 在 v 阶 柯 克 曼 三 元 系 大 集 ? 

“Sylvester 十 五 女生 问题 ” 即 是 LKTS(15) 的 存在 性 问题 , 直到 1974 F, 这 一 
问题 才 被 Denniston" 借助 计算 机 解决 . 柯 克 曼 三 元 系 大 集 的 存在 性 问题 提出 迄今 
已 有 150 多 年 的 历史 , 一 直 为 组 合 学 者 广泛 关注 , 但 其 进展 却 相 当 缓 慢 . 除了 一 些 
小 阶 数 的 直接 构造 , 值得 一 提 的 是 1979 年 Denniston”! 给 出 了 柯 克 曼 三 元 系 大 集 的 
三 倍 递归 构造 及 相应 产生 的 无 穷 类 . 进而 Denniston, Schreiber, Wilson 等 陆续 解 
RT 205 之 内 的 一 些 阶 数 . 直到 20 世纪 末 以 来 , 柯 克 曼 三 元 系 大 集 的 研究 才 出 现 
了 转机 : 朱 烈 和 张 胜 元 铝 改进 了 Denniston 的 三 倍 构造 ; SEH!) 引进 了 LR- 设 计 ， 
LGKS 等 辅助 设计 , 给 出 了 LKTS(v) 的 一 些 递归 构造 ; SAS 借助 其 在 3- 设 计 
方面 的 进展 , 利用 2- 可 分 的 斯 坦 纳 四 元 系 得 到 了 LKTS(v) 存在 的 无 穷 类 ; 康 庆 德 
和 袁 兰 党 也 得 到 了 LKTS(v) 存在 的 无 穷 类 . 但 是 , 这 些 零星 的 结果 距离 LKTS(v) 
存在 性 问题 的 完全 解决 依然 相去 甚 远 . 目前 LKTS(v) 的 存在 性 问题 尚未 解决 的 最 
小 阶 数 是 v = 21. 
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拉丁 方 的 横 稚 问题 


Transversals of Latin Squares 


4 [n] = {1,2, ,n}, RA 是 一 个 nxn 和 矩阵 , E 4 的 每 一 行 的 个 元 素 、 每 
一 列 的 n 个 元 素 都 是 [n] 的 一 个 全 排列 , 则 称 4 是 一 个 拉丁 方 . 4 的 一 个 横 截 是 指 
A 的 nn 个 位 置 的 集合 , 其 中 任意 两 个 位 置 既 不 同行 也 不 同 列 . 部 分 横 截 是 横 截 的 一 
个 子 集 . 横 截 (或 者 部 分 横 截 ) 称 为 是 拉丁 的 , 者 这 个 横 截 (或 者 部 分 横 截 ) 的 任意 
两 个 位 置 上 的 元 素 都 不 相同 . 1967 年 Ryser! 提出 以 下 猜想 . 

猜想 1(Ryser 猜想 ) ”每 个 奇数 阶 拉丁 方 都 有 一 个 拉丁 横 截 . 更 一 般 地 , 拉丁 
方 的 横 截 的 个 数 与 其 阶 数 有 相同 奇偶 性 . 

容易 检验 , 每 个 5 阶 拉 丁 方 有 3 个 或 者 15 个 拉丁 横 截 . 然而 Parker 给 出 了 很 
多 7 阶 拉丁 方 , 它们 的 拉丁 横 截 的 个 数 为 偶数 . 从 而 此 猜想 在 奇数 阶 的 情况 下 不 成 
3. Balasubramanian!) 证 明了 偶数 阶 拉丁 方 的 拉丁 横 截 的 个 数 是 偶数 , 因此 当 拉 
了 丁 方 的 阶 数 是 偶数 时 , Ryser 猜想 是 正确 的 . 由 于 存在 偶数 阶 拉 丁 方 没有 拉丁 横 截 ， 
Stein! 和 Brualdil2] 独立 提出 以 下 猜想 . 

猜想 2 hn 阶 拉丁 方 都 有 一 个 阶 数 至 少 是 n 一 1 的 部 分 拉丁 横 截 . 

这 两 个 猜想 也 可 以 非常 形象 地 描述 为 一 个 图 论 问 题 . 

Y G = (V, E) 是 一 个 图 , G 的 顶点 集 为 V, WRA E. G 的 一 个 边 着 色 c: EO 
{1,2,---,r}, 是 G RAUR E 到 颜色 集 {1,2,… ,7} 的 一 个 映射 . 者 这 个 映射 为 满 
射 , 则 称 此 着 色 为 G 的 一 个 ~ URE. FEE c 满足 G 的 任意 两 条 相 邻 的 边 不 同 
E, 则 称 此 着 色 为 G 的 正常 着 色 . 边 着 色 图 G 的 子 图 互 称 为 异 色 的 (或 彩虹 的 )， 
E H 中 任意 两 条 边 不 同色 . 

图 G 中 的 独立 边 子 集 M 称 为 G 的 一 个 匹配 . 若 G 中 的 每 个 点 v, 都 存在 M 
中 的 边 与 v EX, 则 称 M 是 G 的 完美 匹配 , 或 者 1- 因 子 . 者 Mi, Mo, … ,Ms 是 
G 的 个 两 两 不 交 的 1- 因 子 , H Mi U Mo U---U M, = E, WER Mi, Mo,---,M, X 
G 的 一 个 1- 因 子 分 解 . 一 个 1- 因 子 分 解 也 可 以 看 成 是 G 的 一 个 恰好 使 用 了 s 种 颜 
色 的 正常 边 着 色 . 

n 阶 拉 丁 方 4 对 应 一 个 完全 二 部 图 Kn 的 恰好 使 用 n 种 颜色 的 边 正常 着 
E, 或 者 称 为 Knn 的 一 个 1 因子 分 解 . 令 Knn = (X,Y), X = {fziza , tn}, 
Y = (ys yz, Un W ziy; 对 应 A BS d 4158 3 列 个 位 置 , 边 ziy; 所 着 的 颜色 
对 应 A 的 第 i 行 第 7 列 上 的 元 . A 的 一 个 拉丁 横 截 对 应 Knn 的 相应 边 着 色 中 的 
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一 个 异 色 完美 匹配 , A 的 一 个 拉丁 部 分 横 截 对 应 Ks. 的 相应 边 着 色 中 的 一 个 异 色 
匹配 . 因此 这 两 个 猜想 也 可 以 叙述 为 : 

猜想 1(Ryser 猜想 ) — 34 ”为 奇数 , Knn 的 任意 1- 因 子 分 解 都 存在 一 个 异 色 
完美 匹配 . 

猜想 2 Kan 的 任意 1- 因 子 分 解 中 都 存在 一 个 至 少 含有 mn 一 1 条 边 的 异 色 匹 
配 . 

Shor!4] 证 明了 每 个 n 阶 拉丁 方 都 有 一 个 阶 数 至 少 是 n- 5.53(log n)? 的 部 分 拉 
TRR, BD Kun 的 任意 1 因子 分 解 中 都 存在 一 个 至 少 含有 n 一 5.53 (log n)? 条 边 
的 异 色 匹配 . 除 此 之 外 , 这 两 个 猜想 的 研究 尚 无 大 的 进展 . 
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列表 染色 猜想 


List Coloring Conjecture 


列表 染色 是 经 典 染 色 的 推广 , 这 一 概念 是 由 图 论 学 家 Vizing?!, 及 Erdós, Rubin 
和 Talor!!) 分 别 独 立地 提出 的 , 其 原始 目的 都 是 为 了 解决 经 典 染 色 中 的 问题 . 下 面 
我 们 简要 介绍 这 一 概念 及 相关 猜想 的 具体 内 容 . 

一 个 图 由 其 顶点 集 与 边 集 组 成 , 其 中 每 条 边 连 接 两 个 顶点 , 由 一 条 边 连接 的 两 
个 顶点 被 称 为 是 相 邻 的 . 给 定 一 个 图 G, G 的 一 个 k- 染色 c 是 从 图 的 顶点 集 V(G) 
到 {1,2,---,k} 的 一 个 映射 , 使 得 当 顶 点 u 与 v 相 邻 时 celu) Z c(v). AG 的 色 数 
是 使 得 相 邻 的 顶点 都 被 染 不 同 颜色 所 需 的 最 少 颜色 数 , 记 为 xC). | 

下 面 是 列表 染色 的 定义 . 对 于 给 定 的 图 G, 我 们 对 G 的 每 一 个 顶点 v 分 配 一 
个 颜色 集 L(v), Hid L = (L(v)v e V(G)). 如 果 存 在 从 V(G) 到 UuevrejZ(o) 的 
一 个 映射 c, 使 得 对 G 的 任 一 个 顶点 u 都 有 c(w) € Lu), 且 当 顶点 u 与 v 相 邻 时 
c(u) # c(v), WE c 是 G 的 一 个 五 列表 染色 . 如 果 对 任 一 个 预先 分 配 的 颜色 列表 
L, 当 |L(v)| > k 对 每 个 顶点 都 成 立时 , 总 能 找到 G 的 一 个 无 列表 染 色 , 则 称 G 是 
k- 列 表 可 染色 的 . G 的 列表 色 数 , WA x(G), 是 使 得 G 是 k-WRAD RNB) IES 
XX k 下 面 是 一 个 图 H, 每 个 顶点 旁边 的 集合 表示 该 顶点 的 可 用 颜色 集 . 易 见 这 个 
图 对 于 给 定 的 颜色 列表 L 不 是 LJ, 所 以 x(H) > 2. 

(0,2) {0,1} {1,2} 


{1,2} {0,1} (0,2) 
H 
容易 看 出 , 当 颜 色 列表 L 中 每 个 顶点 的 颜色 集 都 一 样 时 (不 妨 设 任 一 个 顶点 v 
的 颜色 集 L(v) 都 是 {1,2,---,k}), G 的 一 个 万 列表 染色 就 是 它 的 一 个 及 染色. 所 
以 说 图 的 列表 染色 是 经 典 染 色 的 自然 推广 . 对 任 一 个 图 G 都 有 xla) 2 x(G), B. 
严格 不 等 式 成 立 . 上 图 就 给 出 了 一 个 例子 . 这 个 图 H 是 一 个 二 部 图 , 故 x(H) = 2， 
但 o4 (H) > 2. 在 哪些 图 上 这 两 个 参数 相同 呢 ? Vizing 猜想 : 在 线 图 上 , 这 两 个 参 
数 取 相 同 的 值 . 给 定 一 个 图 G, 其 线 图 L(G) 是 由 G 衍生 出 来 的 一 个 新 图 , L(G) 的 
顶点 集 是 G 的 全 体 边 , L(G) 中 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它们 各 自 对 应 的 G 的 边 有 
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一 个 公共 的 顶点 . 

列表 染色 猜想 (List Coloring Conjecture)j 回 ”对 任 一 个 图 G, xi(L(G)) 2 x(L(G)). 

到 目前 为 止 , 这 一 猜想 只 有 部 分 结果 . 1995 年 , GalvinP?] 证 明了 列表 染色 猜想 
在 二 部 图 上 成 立 , 即 对 任 一 个 最 大 度 为 A 的 图 H, xi(D(H)) = x(L(H)) = A. 1996 
年 , Kahn 证 明了 对 任 一 个 最 大 度 为 A 的 图 G, xi(L(G)) = A#(1 + o(1))A, 即 列表 
染色 猜想 从 渐 近 角度 上 是 成 立 的 . 

因为 任 一 个 图 的 线 图 都 是 无 爪 图 (不 含有 Kis 作为 导出 子 图 的 图 ), Gravier 和 
Maffray F 1997 年 提出 一 个 更 强 的 猜想 问 ; 每 一 个 无 爪 图 G 都 满足 xla) = x(G). 
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[4] Kahn J. Asmptotically good list colorings. J Combin Theory Ser A, 1996, 73: 1-59 
[5] Vizing V G. Vertex coloring with given colors. Diskret Anal, 1976, 29: 3-10 
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旅行 售货员 问题 


The Traveling Salesman Problem 


旅行 售货员 问题 又 名 货 郎 担 问题 . 有 一 个 售货员 , 要 在 NN 个 不 同 的 城市 推销 
他 的 产品 , 考虑 到 旅行 成 本 问题 , 他 的 最 佳 选择 是 从 某 一 个 城市 出 发 , 沿 着 一 条 总 
旅行 费用 最 低 的 线路 , 经 过 每 一 个 城市 恰好 一 次 , 最 后 再 回 到 出 发 的 城市 . 

我 们 把 每 个 城市 看 作 一 个 点 , 如 果 两 个 城市 之 间 可 以 通行 , 就 用 一 条 边 连接 相 
应 的 这 两 个 顶点 , 两 城市 间 的 通行 费用 就 是 这 条 边 上 的 权重 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 
N 阶 边 赋 权 图 , 旅行 售货员 问题 就 是 在 这 个 图 上 找 一 个 边 权 总 和 最 小 且 长 度 为 N 
Ni. 当 每 条 边 上 的 权重 都 一 样 时 , 这 就 是 图 论 中 著名 的 哈密 顿 (Hamilton) 圈 问 
gl. 

旅行 售货员 问题 是 最 初 的 六 个 NP- 完 全 问题 之 一 . 除非 P=NP, 这 一 问题 甚至 
没有 常数 因子 的 近似 算法 . 有 关 这 一 问题 的 更 详细 的 内 容 , 有 兴趣 的 读者 可 进一步 
参阅 文献 [5]. 

在 图 的 哈密 顿 圈 问题 上 , 我 国 图 论 工 作者 做 出 了 很 多 非常 出 色 的 工作 , 在 国际 
上 有 很 重要 的 影响 , 最 具 代 表 性 的 是 我 国 图 论 学 家 范 更 华 岂 于 1984 年 推广 著名 的 
Ore 条 件 得 到 的 关于 图 的 圈 性 结构 的 定理 , 开辟 了 图 性 结构 研究 的 一 个 新 方向 , 被 
国际 图 论 界 命名 为 Fan 定理 、Fan 条 件 而 被 广泛 引用 . 这 一 领域 中 有 许多 尚未 解 
决 的 问题 , 其 中 有 两 个 受到 国际 图 论 界 的 广泛 关注 . 一 个 是 关于 平面 图 哈密 顿 性 的 
Barnette 猜想 , 另 一 个 是 关于 线 图 哈密 顿 性 的 Thomassen 猜想 . 平面 图 已 为 大 家 所 
熟知 , 在 给 出 两 个 猜想 之 前 , 我 们 先 介绍 一 下 线 图 的 概念 . 给 定 一 个 图 G, 我 们 来 构 
造 一 个 新 图 H, 其 中 H 的 顶点 集 就 是 G 的 边 集 , SENA G 中 的 两 条 边 有 一 个 公 
共 顶 点 时 , H 中 相应 的 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 . 图 H 称 为 是 图 G 的 线 图 . 作为 例 
T, 读者 很 容易 验证 一 个 圈 的 线 图 与 这 个 圈 本 身 是 同 构 的 , 而 一 个 星 的 线 图 就 是 一 
个 完全 图 . 

Barnette 猜想 (Barnette Conjecture)8] ”任何 一 个 3- 正 则 , 3- 连 通 的 平面 二 部 
图 有 一 个 哈密 顿 图 . 

Thomassen 猜想 (Thomassen Conjecture)8] ” 任 一 个 4- 连 通 线 图 都 有 一 个 哈 
ur un B. 

这 两 个 猜想 中 , 前 一 个 是 关于 非常 稀疏 图 类 的 哈密 顿 性 , 而 后 一 个 则 是 关于 相 
对 稠密 图 类 的 哈密 顿 性 , 因此 备 受 关注 . Barnette 猜想 到 目前 为 止 还 没有 任何 实质 
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性 进展 , 关于 Thomassen 猜想 , 已 知 4- 边 连 通 图 的 线 图 及 7- 连 通 线 图 都 有 哈密 顿 
Hal (克文 献 加). 读者 可 参阅 文献 [3]、 [4] 去 了 解 有 关 图 的 哈密 顿 圈 问 题 的 更 多 内 容 
及 研究 进展 . 


在 谈 到 旅行 售货员 问题 时 , 另 一 个 必须 提 到 的 是 中 国 邮 递 员 问题 (Chinese Post- 


man Problem), 这 是 第 一 个 用 中 国人 命名 的 图 论 问题 . 用 图 论 的 语言 来 描述 , 中 国 
邮递 员 问 题 要 求 在 一 个 边 赋 权 图 中 找 出 一 条 总 权重 最 小 且 经 过 每 条 边 至 少 一 次 的 
PEE. 这 一 问题 因 最 早 由 我 国 图 论 学 家 管 梅 谷 提出 并 研究 而 被 著名 组 合 优化 学 家 
Edmonds!!! 赋予 此 名 , Edmonds 同时 还 给 出 了 多 项 式 时 间 算 法 彻底 解决 了 这 一 问 


题 . 
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球面 上 的 g- 猜 想 


The g-Conjecture for Spheres 


球面 上 的 g- 猜 想 是 关于 一 个 (d — 1)-2EXRIE NSAI i- ETE RI Be] 
的 完全 刻画 , 其 中 0 < i < d 一 1. 一 个 抽象 的 单纯 复 形 A 被 称 为 一 个 (d 一 1)- 维 
球面 St Bf, 如 果 它 的 几何 实现 ( 同 拓 扑 学 中 定义 ) 和 SC BAR 4 
f 表示 A 的 i- 维 面 的 个 数 , 其 中 0< i<d-1, 和 且 f-1 = 1 定义 人 A 的 有 向 量 
h(A) = (ho,hi,... ,ha) 为 


d d 

` hz 一 ` fi-1(@ = D 
i=0 i=0 

对 于 S1 的 任意 一 个 三 角 痢 分, 则 Dehn-Sommerville 方程 hi = ha_; MIL. 定义 

A 的 g- 癌 量 g(A) = (go,91,… ,9la/2|) 为 


go=1, g=h—-h-1, l1<ig |d/2]. 


定义 一 个 多 重复 形 (multicomplex) 为 一 个 由 非 负 整 数 向 量 (a1, a2z,… ,an) (对 某 个 
n) 构成 的 集合 D, 使 得 若 (a1,:… ,an) eT HO< bi<ai, 则 有 (b1, ,bn) € T. A 
量 (a1,… ,an) 的 度 (degree) EMA Sai. 

球面 上 的 g- 猜 想 ”一 个 向 量 (go, 91,*… ,91a/2|) 是 St! 的 一 个 三 角 剂 分 的 
9- 向 量 当 且 仅 当 存在 一 个 多 重复 形 T, PAT EES g CEA i 的 向 量 , 其 中 
0«i« Id/2]. | 

在 9- 猜 想 中 有 一 个 关于 向 量 (go,g1,… ,91ay2|) 的 较 复 杂 的 数值 刻画 , 可 参见 
文献 [5]. 一 类 特殊 且 重 要 的 球面 三 角 放 分 是 单纯 多 面体 (simplicial polytope). € 
们 是 真 面 (proper face) 为 单 形 (从 而 它们 的 边界 是 一 个 三 角 剂 分 球面 的 几何 实现 ) 
的 凸 多 面体 (convex polytope). 34 d 2 4 时 , 已 经 知道 存在 非 多 面体 (BAIER A 
于 单纯 多 面体 ) 的 S771 N= FHP. 

McMullen?! 首先 明确 地 表述 了 单纯 多 面体 上 的 g- 猜 想 , 由 于 几乎 没有 什么 证 
据 , 这 可 谓 是 一 个 大 胆 的 猜想 . 他 意识 到 这 个 猜想 有 可 能 在 球面 上 也 成 立 , 但 却 不 
愿 正式 提出 这 个 更 一 般 的 猜想 . Stanley! 首先 正式 提出 了 球面 上 的 9- 猜 想 , 他 甚至 
认为 9- 猜 想 还 可 以 推广 到 比 球面 更 一 般 的 对 象 上 , 于 是 提出 了 一 个 更 一 般 的 被 称 
为 Gorenstein* 复 形 上 的 g- 猜 想 的 猜想 . 单纯 多 面体 上 的 9- 猜 想 的 充分 性 被 Billera 
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和 Lee! 所 证 明 , 必要 性 被 Stanley? 所 证 明 . 可 以 证 明 , 若 充分 性 在 单纯 多 面体 上 
成 立 ' 则 在 球面 上 也 成 立 , 因此 仅 剩 下 必要 性 未 被 证 明 . 单纯 多 面体 上 的 必要 性 证 
明 使 用 了 深刻 的 代数 几何 中 的 工具 ; 后 来 McMullen 给 出 了 一 个 更 为 初等 的 证 明 ， 
但 仍然 是 非常 代数 化 的 证 明 . 


广 向 量 理论 仍 是 代数 组 合 的 一 个 非常 活跃 的 研究 领域 . 进一步 的 研究 见 参 考 文 


BA [1] 和 [5]. 
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WH E Ep 


Cycle Double Cover Conjecture 


一 个 图 由 顶点 集合 和 边 集合 构成 . 图 中 点 的 度数 定义 为 与 该 点 关联 的 边 的 数 
H. 如 果 图 中 每 个 点 的 度数 均 为 常数 t, 则 称 该 图 为 t- 正 则 图 . 一 个 图 是 连通 的 , 如 
果 图 中 任意 两 点 均 有 路 连接 . 连通 的 2- 正 则 图 被 称 为 圈 . 连通 图 中 的 一 组 边 下 被 
称 为 上 - 边 割 , 如 果 |F| = k BMA F 的 所 有 边 导致 图 不 连通 . 1- 边 割 简 称 为 割 边 . 
Szekeres!!! 和 Seymour?! 分 别 独 立地 提出 如 下 猜想 : 

双 圈 覆盖 猜想 ”每 个 无 制 边 的 图 都 有 一 组 圈 使 得 每 条 边 恰好 在 两 个 圈 上 . 

该 猜想 对 平面 图 成 立 . 然而 , 众所周知 , 并 不 是 每 个 图 都 是 平面 的 . 至 今 , 已 知 
该 猜想 成 立 的 图 族 有 : 可 三 边 染 色 的 3- 正 则 图 、 有 处 处 非 零 4- 流 的 图 、 有 Halmilton 
圈 或 路 的 图 、4- 边 连通 的 图 、Cayley Él, URRE Petersen AARRE. 该 猜想 有 
其 强烈 的 拓扑 背景 , 对 3- 正 则 图 而 言 , 该 猜想 与 图 的 强 嵌 入 猜想 等 价 . 就 一 般 情况 
Ma, 该 猜想 是 强 修 入 猜想 的 一 个 推论 . 

为 了 解决 该 猜想 , 数学 家 们 创造 了 一 系列 的 新 方法 、 新 理论 . 它们 可 粗略 地 分 
为 两 大 类 , 整体 解决 与 局 部 调整 . 具体 方法 包括 : BA. Wa Be. AAA 
ARHAR RA ti. Hamilton Ml. HAWES. 至今 为 止 , 我 们 仅 知 该 猜想 
的 最 小 反例 为 : 3- 正 则 、 无 非 平凡 的 3- 或 2-109. FC Petersen 细 分 , 并 且 不 可 3- 边 
染色 . 有 关 双 图 覆盖 猜想 的 更 多 内 容 可 参阅 文献 [5]. 

该 猜想 叙述 简捷 , FS. 虽然 为 数 不 少 的 世界 一 流 数 学 家 们 已 为 此 探 
索 了 将 近 三 十 年 , 而 实质 性 进展 仍 为 数 不 多 . 运用 整数 流 理论 , 任 一 个 图 的 圈 的 2k 
覆盖 问题 (k > 2) 已 解决 由. 于 是 k= 1, 即 圈 的 二 次 覆盖 问题 已 成 为 遗留 的 最 后 一 
个 “ 硬 核桃 ”. 
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rz 1372 5g 7R SM -Szekeres(Erdós-Szekeres) 问题 


Convex Polygons and Erdos-Szekeres Problem 


1931 年 Esther Klein 发 现 了 一 个 有 趣 的 结果 : 对 平面 一 般 位 置 上 放置 5 个 点 
( 即 任 3 点 不 在 同一 条 直线 上 ), 则 其 中 必 有 4 个 点 构成 以 它们 为 顶点 的 凸 四 边 形 . 


如 图 1 所 示 . 


图 1 平面 一 般 位置 上 的 5 个 点 , 存在 4 个 点 构成 以 它们 为 顶点 的 凸 四 边 形 


1935 F, 著名 数学 家 Erdós 和 Szekeres 在 此 基础 上 , 提出 了 第 一 类 Erdós- 
Szekeres 问题 , 也 称 “Esther Klein 问题 ?或 者 “Happy End Problem”( 后 来 
Esther Klein 成 为 George Szekeres 的 妻子 ). 

第 一 类 Erdós-Szekeres 问题 ”给 定 正 整 数 n > 3, 寻找 最 小 的 正 整数 f (n), 
满足 对 平面 一 般 位 置 上 f(n) 个 点 构成 的 任意 集合 S, 都 存在 ”个 点 构成 以 它们 为 
顶点 的 凸 n UE. 

Erdós 在 1978 年 提出 了 类 似 的 问题 , 即 第 二 类 Erdós-Szekeres 问题 . 

第 二 类 Erdós-Szekeres 问题 ”给 定 正 整数 n > 3, 寻找 最 小 的 正 整数 g(n), 
满足 对 平面 一 般 位 置 上 g(n) 个 点 构成 的 任意 集合 S, 都 存在 ”个 点 构成 以 它们 为 
顶点 的 凸 ” 边 形 , FAS ” 边 形 内 部 不 包含 S 中 的 任 一 点 . 

Erdós 和 Szekeres?! 用 Ramsey 理论 和 几何 理论 两 种 不 同方 法 证 明了 fin) 的 
存在 性 , 并 且 对 f(n) 的 值 给 出 了 一 个 猜想 , 后 来 Erdós 决定 以 500 美元 悬赏 解决 
这 一 猜想 (Erd6s 已 于 1996 年 驾 稚 西 去 , 当然 这 一 悬赏 也 无 法 兑现 了 ). 另外 , Erdós 
在 文献 [1] 的 前 言 中 也 提 到 了 此 问题 . 

猜想 四 ”对 任意 的 n> 3, f(n) = 2^7? +1. 

显然 f(3) = 3, Klein 证 明了 f(4) = 5, 文献 [2] 中 提 到 E. Makai 证 明了 
f(5) = 9, 后 来 Kalbfleisch 等 人 也 给 出 了 证 明 . 事实 上 , 尽管 还 没有 给 出 证 明 , 大 家 
基本 上 已 经 认为 f(6) = 17. Erdós 和 Szekeres 在 文献 [2]. [3| 中 分 别 给 出 了 f(n) 
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2n — 4 


B^ EIER nde f(n) «(77 


) +1. 随后 , 很 多 学 者 对 这 一 问题 


做 了 研究 . Tóth 和 Valtr 在 2005 年 证 明了 f(n) < pM) 十 1( 详 见 文献 [1]. [4]), 
这 是 目前 知道 的 一 个 最 好 的 上 界 . 与 其 有 关 的 问题 是 证 明 上 述 猜想 或 者 改进 它 的 
估 界 . 

对 于 g(n), 显然 g(3) = 3, g(4) = 5. Harborth 在 1978 年 证 明了 g(5) = 10. 
Horton 在 1983 年 证 明了 对 任意 的 n > 7, g(n) 不 存在 ( 见 文献 [四 )， 对 于 g(6) 
的 存在 性 一 直 是 一 个 公开 问题 . 经 过 许多 学 者 的 不 懈 努 力 ， Gerken 在 2006 年 证 明 
了 g(6) 的 存在 性 并 且 得 到 一 个 上 界 g(6) < f(9) < 1717( 此 结果 于 2008 FERE 
Disc.Comput.Geom. 杂志 上 , 见 文献 [4]). Koshelev 在 2007 年 改进 了 Gerken 的 结 
JR. 在 文献 [4] 中 证 明了 g(6) < max f(8),400 < 463, 这 是 目前 为 止 最 好 的 上 界 . 
关于 下 界 的 问题 , 也 有 很 多 学 者 进行 研究 , 目前 所 知道 的 最 好 下 界 是 Overmars 在 
2003 年 得 到 的 , 他 证 明了 如 果 g(6) FE, 则 g(6) > 30( 见 文献 [4]). 与 其 有 关 的 问 
题 是 确定 9(6) 或 者 改进 它 的 估 界 . 

关于 Erdós-Szekeres 问题 及 其 猜想 的 详细 介绍 和 最 新 进展 , 有 兴趣 的 读者 可 参 
考 文献 [1]. [4]. [5] 以 及 其 中 的 文献 . 
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图 的 Pfaffian 定 问 


The Pfaffian Orientation of Graph 


图 的 Pfaffian 定向 问题 最 早 由 物理 学 家 Kasteleyn, Fisher 与 Temperley 同时 
引入 , 详 见 文献 [1], 用 以 解决 统计 物理 中 平面 方 格子 图 的 dimer 问题 (用 数学 家 的 
语言 讲 即 是 图 论 中 的 完美 匹配 计数 问题 ). 一 般 地 , 若 图 G 有 Pfaffian m, WG 的 
完美 匹配 数 可 由 多 项 式 时 间 的 算法 来 得 到 . 那么 什么 是 图 的 Pfaffian 定向 呢 ? 定义 
它 我 们 要 用 到 图 论 中 的 几 个 基本 概念 . 

图 是 由 顶点 集 和 边 集 构成 的 . 者 图 的 一 个 边 子 集 使 得 图 中 每 个 点 都 恰 是 其 中 
一 条 边 的 端点 , 则 称 这 个 边 子 集 是 该 图 的 一 个 完美 匹配 . 易 见 有 完美 匹配 的 图 必定 
有 偶数 个 顶点 . 一 个 图 的 一 部 分 顶点 和 边 构 成 的 图 称 为 是 它 的 一 个 子 图 , 如 果 一 个 
图 删除 一 个 子 图 的 所 有 顶点 , 余下 的 图 有 完美 匹配 ， 则 称 该 子 图 是 好 (nice) 的 . 对 
一 个 图 的 每 一 条 边 给 定 一 个 方向 , 称 为 是 这 个 图 的 一 个 定向 . 图 G 的 一 个 定 问 称 为 
是 G 的 一 个 Pfaffian 定向 (ERA FE), BM G 中 任 一 个 好 的 偶数 长 圈 C, 
无 论 从 哪个 方向 环绕 C 恰 有 奇数 条 边 的 方向 与 环绕 方向 一 致 ( 见 文献 [2]. [3]). 图 
1 就 是 平面 方 格子 图 的 一 个 Pfaffian CAMPS. 


图 1 平面 方 格子 图 L(5,4) 的 一 个 Pfaffian 定向 


自然 地 , 一 个 基本 问题 是 什么 样 的 图 有 Pfaffian 定向 ? 平面 图 是 具有 Pfaffian 
定 问 的 一 类 重要 例子 , 而 非 平面 图 Ks 3( 两 部 分 各 含 3 个 点 的 完全 二 部 图 ) 则 是 不 具 
有 Pfaffian 定向 的 图 的 最 小 例子 . 对 于 等 部 的 二 部 图 而 言 , 一 个 图 是 否 具 有 Pfaffian 
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定向 的 问题 有 许多 重要 的 等 价 形式 . 如 Polya 于 1913 年 所 提出 的 下 述 问题 : 在 什 
么 条 件 下 方 阵 的 积 和 式 可 等 于 由 它 的 一 些 元 素 加 上 符号 之 后 的 矩阵 的 行列 式 ? 此 
处 n 阶 方 阵 的 积 和 式 是 所 有 取 目 不 同行 不 同 列 的 ”个 元 素 的 积 之 和 ., 又 例如 它 还 
等 价 于 一 个 方 阵 的 符号 模式 的 问题 , 即 何 种 符号 模式 可 保证 所 有 具有 这 种 符号 模式 
的 方 阵 都 是 非 奇 异 的 . 更 多 的 等 价 形式 可 参见 文献 [5]. 注意 到 , Valiant 证 明了 完 
美 匹配 的 计数 问题 是 #P 完全 的 , 对 二 部 图 而 言 也 是 如 此 ( 见 文献 [4]), 它们 难以 找 
到 多 项 式 时 间 算 法 . 所 以 明确 地 区 分 出 可 Pfaffian 定向 与 不 可 Pfaffian 定向 的 图 有 
重要 意义 . 对 这 一 问题 的 二 部 图 情形 , 在 1999 年 由 Robertson, Seymour, Thomas"! 
和 McCuaig 同时 解决 . 一 些 相关 的 新 的 进展 见 Thomas 在 2006 年 国际 数学 家 大 会 
上 的 45 分 钟 报告 加 . 

顺便 指出 , 在 统计 物理 中 有 许多 未 解决 的 匹配 计数 问题 (匹配 是 指 图 的 一 个 边 
TR, 其 每 一 个 顶点 最 多 是 其 中 一 条 边 的 端点 ), 如 高 维 格子 图 完美 匹配 计数 问题 ， 
以 及 平面 格子 图 的 匹配 计数 问题 等 . 物理 学 家 称 它们 为 dimer-monomer 问题 . 这 些 
问题 的 提出 已 有 数 十 年 的 历史 , 至 今 还 未 见 到 有 实质 性 的 进展 . 
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图 的 重 构 猜想 


Reconstruction Conjecture of Graphs 


两 个 图 G 和 H 称 为 是 同 构 的 , WE GS H, 如 果 存 在 从 点 集合 V(G) 到 V(H) 
的 一 个 双 射 ( 即 既 是 单 射 又 是 满 射 的 映射 , 也 称 为 是 一 个 一 一 对 应 )f, 使 得 G 中 任 
BATH u v 在 G 中 有 边 连 当 且 仅 当 它们 在 H 中 的 对 应 点 f(u) 和 fow) YE H 
中 有 边 连 . 

由 上 述 定 义 可 见 , 两 个 图 G 和 OH 同 构 即 意 为 : 如 果 给 图 H 的 顶点 以 重新 标 
号 ( 即 给 其 以 与 所 对 应 的 G 中 点 同样 的 记号 ), 则 这 两 个 图 就 一 样 了 . 或 者 说 , 同 构 
的 图 除 顶 点 记号 外 , 其 结构 是 完全 相同 的 . 

由 图 G 删除 点 v 及 与 v 相关 联 的 所 有 边 得 到 的 图 称 为 是 图 G 的 一 个 删 点 子 
图 , 记 为 G — v. BR AGRA TA, WIG 就 总 共有 个 删 点 子 图 . 有 时 候 为 
形象 起 见 , 入 们 把 这 个 (不 计 次 序 的 ) 删 点 子 图 (其 中 可 能 有 互相 同 构 的 ) 看 成 是 
RA G 的 一 副 “ 牌 ”, 或 一 副 “ 删 点 子 图 牌 ”*. 具有 相同 “ 删 点 子 图 牌 ”的 两 个 图 称 
为 是 "WERDE" By, 其 数学 定义 如 下 . 

定义 1 两 个 图 G 和 五 称 为 是 亚 同 构 的 , 如 果 存 在 从 点 集合 V(G) 到 V(H) 
的 一 个 双 射 f, 使 得 对 G PESA v, A G- v H - f(v). 

由 上 述 定 义 易 见 , 两 个 同 构 的 图 也 必定 是 亚 同 构 的 . 而 重 构 问 题 则 是 要 反 过 来 
问 : 亚 同 构 的 图 是 否 也 必定 是 同 构 的 ? 为 分 解难 点 , 这 个 问题 也 可 以 先 对 一 个 固定 
的 图 来 提 , 见 如 下 定义 . 

定义 2 ”一 个 图 G 称 为 是 可 重 构 的 (reconstructible), 车 所 有 和 G 亚 同 构 的 
图 都 和 G 同 构 . | 

现在 我 们 就 可 以 给 出 重 构 猜想 的 正式 数学 提 法 了 . 

重 构 猜 想 ” 任 一 至 少 含 有 三 个 顶点 的 有 限 图 都 是 可 重 构 的 . 

重 构 猜想 并 不 如 想象 的 那样 显然 成 立 . 例如 只 含 两 个 点 的 图 就 不 是 可 重 构 的 . 
又 例如 对 于 有 向 图 (每 条 边 都 带 有 一 个 方向 的 图 ) 而 言 , 重 构 猜想 也 不 成 立 (可 以 
举 出 一 个 含有 3 个 点 4 条 边 的 不 可 重 构 的 有 向 图 ). 

重 构 猜想 是 目前 图 论 中 最 重要 的 未 解决 的 问题 之 一 , 它 最 早 由 S. M. Ulam 于 
1929 年 提出 . 由 于 重 构 猜想 的 提 法 简单 , 又 有 重要 的 理论 价值 ,， 因此 它 引 起 了 人 们 
的 广泛 重视 . 1957 4E, P. J. Kelley 首先 证 明了 所 有 的 树 都 是 可 重 构 的 . 后 来 , 著名 
数学 家 W. T. Tuttel, L. Lovaszil Al R. P. Stanley 等 人 都 在 重 构 问 题 的 研究 上 得 
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到 过 很 好 的 结果 . 但 是 由 于 这 个 问题 的 难度 太 大 , 因此 猜想 本 身 至 今 尚 未 得 到 解决 . 

研究 重 构 猜想 除了 考虑 直接 证 明 (或 否定 ) 猜想 本 身 外 , 还 可 以 研究 如 下 两 类 
难度 相对 较 低 一 些 的 相关 问题 : 

(1) 研究 某 些 重要 的 特殊 图 类 的 可 重 构 性 ( 即 是 否 这 个 图 类 中 的 所 有 图 都 是 可 
重 构 的 ). 目前 已 知 树 、 正 则 图 、 不 连通 图 、 仙人掌 图 、 几 乎 无 圈 图 等 图 类 都 是 可 重 
构 的 . 但 是 还 有 许多 重要 的 图 类 , 例如 二 分 图 类 等 , 它们 的 可 重 构 性 还 不 能 确定 . 

(2) 研究 图 的 一 些 可 重 构 的 参数 (图 的 茶 个 参数 称 为 是 可 重 构 的 , 如 果 任 意 两 
个 亚 同 构图 的 这 个 参数 值 都 相同 ). 目前 已 有 许多 参数 被 证 明 是 可 重 构 的 , 但 是 还 有 
许多 重要 的 参数 , 如 亏 格 、 边 色 数 、 自 同 构 群 等 的 可 重 构 性 尚 不 能 确定 . 
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整数 流 猜 想 


Integer 上 low Conjectures 


20 世纪 50 年 代 初 , 著名 数学 家 Tutte 为 了 攻克 “四 色 问 题 ”, 创立 了 整数 
流 (integer flow) 理论 . 1994 年 Seymour! 在 国际 数学 家 大 会 1 小 时 报告 中 , HE 
门 一 节 来 论述 整数 流 理论 的 进展 . 整数 流 的 原始 定义 涉及 可 换 群 , 故而 也 称 为 群 流 
(group flow). 下 面 我 们 给 出 它 的 一 个 通俗 易 懂 的 等 价 定义 . 

一 个 图 G 由 点 集 和 边 集 构成 . 图 G 的 一 个 定 回 是 指 给 G 的 每 条 边 以 一 个 确 
定 的 方 同 , 而 G 的 一 个 “ 边 赋值 ” 则 是 指 给 G 的 每 条 边 赋 以 某 一 个 数值 . 

定义 ” 设 k 是 一 个 大 于 1 的 正 整 数 . 我 们 称 一 个 图 G 有 上 - 流 , 如 果 存 在 G 
的 某 一 个 定向 和 某 一 个 边 赋值 满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) G 的 每 条 边 所 赋 的 数值 (也 称 为 是 该 边 上 的 流量 ) 都 是 一 个 小 于 上 的 正 整 
数 ; 

(2) 流量 守恒 条 件 : 对 G 中 每 一 个 点 , 进入 该 点 的 所 有 边 的 流量 之 和 等 于 离开 
该 点 的 所 有 边 的 流量 之 和 . 

图 中 的 一 条 边 被 称 为 是 割 边 , 如 果 删 去 该 边 后 该 边 的 两 端 就 不 再 有 路 相连 . 由 
流量 守恒 条 件 可 知 , 一 个 图 有 k- 流 的 必要 条 件 是 它 无 制 边 . 根据 流 的 定义 , 如 果 图 
GA k-it, 则 对 所 有 大 于 的 整数 m, G 也 有 mit. 因此 , 我 们 希望 寻找 最 小 的 整 
XX k, 使 得 所 有 无 割 边 的 图 都 有 k- 流 . Tutte 猜想 这 个 最 小 整数 是 5. 

5- 流 猜想 (5-How conjecture) ”每 个 无 割 边 的 图 都 有 5- 流 . 

该 猜想 提出 时 ， 人 们 甚至 还 不 知道 是 否 存在 正 整数 k, 使 得 无 割 边 图 有 kit. 
1979 $F, Jaeger! 取得 了 第 一 个 实质 性 进展 , 证 明了 无 制 边 图 有 8- 流 .此 结果 在 
1981 年 被 Seymour! 改进 为 : HAARA 6- 流 . 图 1 是 著名 的 Peterson A. CA 
5- 流 , 赋值 和 定向 如 图 所 示 . 已 知 有 许多 无 割 边 图 没有 4- 流 , Peterson 图 就 是 一 个 
例子 . 也 就 是 说 , 如 果 只 允许 使 用 小 于 4 的 正 整数 , 则 无 论 如 何 选择 边 的 定 问 , 都 无 
法 在 Peterson 图 上 得 到 4- 流 ，Tutte 猜想 : 在 某 种 意义 上 ， Peterson 图 是 唯一 的 例 
外 . 

4- 流 猜想 (4-How conjecture) BG 为 无 制 边 图 ， 如 果 通 过 任意 多 次 的 删 点 、 
删 边 、 收 缩 边 均 无 法 从 G 得 到 Peterson Fg, M G 有 4- 流 . 

车 上 述 4- 流 猜想 成 立 , 则 可 推出 著名 的 “四 色 定理 ”, 由 此 可 见 4- 流 猜想 的 意 
义 及 难度 . 称 一 个 图 是 连通 的 , 如 果 图 中 任意 两 点 之 间 均 有 路 相连 . 一 个 连通 图 被 
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称 为 是 k- 边 连通 的 , 如 果 删 去 任意 上- 1 条 边 后 余下 的 图 仍然 连通 . 已 知 4- 边 连通 
图 有 4- 流 . 4 边 连通 图 有 3- 流 吗 ? 这 便 是 著名 的 3- 流 猜想 (3-flow conjecture): 每 个 
4- 边 连通 图 有 3- 流 . 该 猜想 至 今 沿 无 实质 性 的 进展 . 人 们 甚至 无 法 证 明 是 否 存在 一 
个 常数 t 使 得 每 个 t- 边 连通 图 有 3- 流 . 这 也 称 为 是 弱 3- 流 猜想 , 它 与 有 限 域 上 的 摊 
& 5 (additive basis) 的 存在 性 有 关 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [2]. 





图 1 
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fF Ae [n] RU 


Subgraph Covering 


KA G 的 点 集 、 边 集 分 别 为 V(G) 和 E(G)， 图 中 点 的 度数 定义 为 与 该 点 关 
联 的 边 的 数目 . 如 果 图 中 每 个 点 的 度数 均 为 偶数 , 则 称 该 图 为 偶 度 图 . G 的 一 组 子 
图 F= (Hi Ho, , Hm} RAE G 的 一 个 子 图 覆盖 , 如 果 UL, E(H;) = E(G), 也 
即 如 果 G 的 每 条 边 都 被 天 中 的 至 少 一 个 子 图 所 包含 . 著名 的 “四 色 问 题 ”等 价 于 
如 下 的 命题 : 每 个 无 割 边 的 平面 图 可 以 有 一 个 子 图 覆盖 F= {H H} 满足 : H 和 
Ha HARER. 子 图 覆盖 问题 的 意义 与 难度 也 可 由 此 等 价 性 而 略 见 一 斑 . 众 所 周 
知 , 路 (path). 图 (circuit) 和 匹配 (matching) 是 最 简单 和 常见 的 几 类 子 图 . 本 文 就 
介绍 关于 这 三 类 子 图 覆盖 的 三 个 著名 猜想 . 

Gallai 路 覆盖 猜想 ” 设 GAE n 个 点 的 连通 图 , W GT TERME 

= (Hi, Ho, , Hm} HE: O 每 个 子 图 H 是 一 条 路 1 <i<m;@me< 775 
@ 对 所 有 ; E(H;) E(Hj) = Ø. 

LovaszÜl 在 Gallai 路 覆盖 猜想 上 取得 了 部 分 结果 . 他 证 明了 : 若 猜 想 中 的 要 求 
C 改 为 每 个 子 图 A; 是 一 条 路 或 一 个 圈 , 则 该 猜想 成 立 . 大 数学 家 欧 拉 证 明了 下 述 
定理 : 任何 n 个 点 的 偶 度 图 有 一 个 子 图 履 盖 F= {H H, Hu) WE: @ 每 个 
FAH; 是 一 个 图 , 1 < i < m; @ 对 所 有 i j, E(H. )n E) = 2g. 二 百 多 年 来 , 
人 们 一 直 试 图 解决 上 述 欧 拉 定 理 中 所 需 子 图 的 个 数 , 也 即 m WER. 

Hajos 圈 窗 盖 猜 想 ” 设 G 为 含 m SANE, N G AE a F= 
{H, H2, , H4) 满足 : O 每 个 子 图 H; 是 一 个 圈 , 1 <i<m: Dms ; ® 对 所 
^ is j, BU i) N E(H;) = Ø. 

AK Gallai 路 覆盖 猜想 和 Hajos BAHIN, 读者 可 参阅 Pyber 的 综述 性 文 
章 [4]. 在 该 文中 , Pyber 认为 Hajos 圈 履 盖 猜 想 的 解决 在 现 阶段 是 不 可 及 的 . 有 关 
这 两 个 猜想 , 还 可 参阅 文献 [1]. 

如 果 图 中 每 个 点 的 度数 均 为 常数 k, 则 称 该 图 为 大 正则 图 . 图 G 的 一 个 子 图 
H 称 为 是 G 的 一 个 完美 匹配 , WE V(H) = V(G) B. H A 1- 正 则 图 . 与 “四 色 问 
题 ” 有 关 的 一 个 问题 是 3- 正 则 图 的 3- 边 染色 . 已 知 有 许多 3- 正 则 图 不 可 3- 边 染色 . 
Fulkerson 猜想 : 将 3- 正 则 图 的 每 条 边 换 成 两 条 平行 边 所 得 到 的 6- 正 则 图 可 以 6- 边 
Re 用 子 图 覆盖 的 语言 , 该 猜想 可 叙述 为 : 

Fulkerson 完善 匹配 禾 盖 猜想 设 G 为 3- 正 则 图 , 则 G 有 一 个 子 图 覆盖 F= 
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{H,,Ho,---,Hm} WE: D 每 个 子 图 A; 是 一 个 完美 匹配 ，1 <i < m, 
@ m = 6; @ G 的 每 条 边 恰好 被 下 中 的 两 个 子 图 所 包含 . 

关于 上 述 Fulkerson 猜想 , 读者 可 参阅 Seymour 的 文章 [5]. 有 趣 的 是 , Fulker- 
son 猜想 与 Fano-coloring (与 射影 平面 Fano Plane 有 关 的 染色 问题 ) 有 关联 中 . 在 
每 三 年 一 次 的 国际 数学 规划 大 会 上 ,国际 数学 规划 学 会 和 美国 数学 会 联合 颁发 以 
Fulkerson 命名 的 Fulkerson 奖 , 它 被 认为 是 国际 离散 数学 界 的 最 高 奖 之 一 . 若 能 解 
决 上 述 Fulkerson 猜想 , 自然 最 有 希望 问 易 这 项 国际 大 奖 . 
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自 回 避 行 走 的 计数 问题 


Self- Avoiding Walks 


格 点 无 规 行走 (lattice random walk)( 波 利 亚 行走 ,， Pólya walk) 的 概念 最 早 由 波 
利 亚 (George Pólya) 提出 . 这 里 的 随机 行走 者 在 一 个 规则 网 格 (通常 被 取 作 超 立 方 
格 点 ) 上 游 动 . 一 个 自 回 避 行 走 (self-avoiding walk) 是 一 个 带 限 制 条 件 的 无 规 行走 : 
即 不 允许 任何 格 点 被 访问 两 次 .无 规 行走 和 自 回避 行走 具有 许多 内 在 的 数学 重要 
性 , 它们 的 研究 涉及 了 数学 、 生 物 学 、 化 学 及 物理 学 等 领域 . 

d- 维 整数 格 点 Z^ 上 的 一 条 nn- 长 自 回避 行走 v 指 一 个 有 序 集合 w = (w(0), 

…,w(n)), 其 中 w(i) e Z4, w(i +1) - o(i)| = 1 ( 欧 几 里 得 距离 ), PIT ij 
w(i) x wj). BALE w(0) = (0,0,--- ,0). 

在 d- 维 整数 格 点 Z^ E, m- 长 无 规 行走 的 个 数 是 (2d). 定义 ca(n) A Z4 上 
n- 长 目 回避 行走 的 个 数 , 按照 惯例 , 我 们 定义 co = 1. 现在 要 考虑 的 一 个 基本 问题 
就 是 cs 究竟 有 多 大 ? 它 精 确 的 表达 式 是 什么 ? 在 一 维 情形 中 问题 很 简单 , 但 是 在 
二 维 及 更 高 维 情形 这 可 能 是 一 个 相当 困难 的 问题 . 

关于 此 问题 的 阐述 可 参见 Madras 和 Slade 的 专著 向. 对 于 小 数值 的 n, ca(n) 
的 计算 甚至 都 非常 困难 . 对 于 方 点 阵 (square lattice), Conway 和 Guttmann!!! 计算 
出 了 直到 51- 长 的 自 回避 行走 的 个 数 . 之 后 , Jensen 又 给 出 了 cn 进一步 的 计数 , 他 
得 到 了 当 52 < n < 71 Ff, n- 长 目 回 避 行 走 的 个 数 . 最 近 的 一 个 突破 是 Hara 和 
Sladel2] 取得 的 , 他 们 确定 了 维 数 d > 4 时 caln) BRE J (asymptotic behavior). 

一 个 已 知 的 结果 是 lim [ca(n)]" 存在 ， 这 个 极限 叫做 自 回避 行走 联结 常数 
(self-avoiding walk connective constant), WA jug. 


目前 关于 ua 的 估计 , 已 知 的 最 好 的 上 下 界 是 


ua € [2.62002, 2.679192495], 
ua € [4.572140, 4.7476], 

u4 € [6.742945, 6.8179], 

us € [8.828529, 8.8602], 

jg € [10.874038, 10.8886]. 


对 于 d = 2 M 3, 存在 一 个 正常 数 y 使 得 
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存在 且 非 零 . 以 下 是 对 于 d > 4 情形 的 猜想 : 对 于 d > 4, 上 述 极限 存在 , 其 中 临界 
指数 (critical exponent) y = 1. 对 于 d = 4, 极限 


lim calm) — 
n—oo jan (In n) 1/4 


存在 且 有 限 . 此 外 d < 4 时 , 对 临界 指数 Y 的 猜想 如 下 : 


另外 一 个 基本 问题 涉及 二 维 目 回 避 行 走 的 标 度 极限 (scaling limit), 大 家 普遍 
UA, 它 就 是 参数 x 等 于 8/3 的 Schramm-Loewner evolution (SLE). 更 多 细节 可 参 
见 文献 [3]. 

还 有 一 个 问题 是 计算 所 有 n- 长 自 回 避 行 走 的 均 方位 移 (mean square displace- 
ment), 其 定义 是 





saln) = —~ Y |w(n)P, 


Ca(n) 
上 式 是 对 所 有 的 n- 长 自 回避 行走 w RKA. 
和 ca(n) 的 情况 类 似 , 下 面 是 有 关 sa(n) 的 极限 存在 的 猜想 : 
Jim sam) d #4, 
En M Ta Ee 


其 中 当 d > 4 时 , 临界 常数 > = 1/2. 此 外 , d «4 时 , 对 临界 指数 > 的 猜想 如 下 向 : 


临界 常数 y 和 v 是 格 点 无 关 的 (lattice-independent)， 尽 管 它们 依赖 于 维 数 


(dimension-dependent). 从 这 个 角度 来 讲 它 们 被 认为 具有 普 适 性 (universality)， 然 
而 , 迄今 人 们 还 不 能 给 出 存在 性 的 证 明 , 更 不 用 说 普 适 性 的 证 明了 . 
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P=NP? 


“P=NP?” 是 计算 理论 的 核心 问题 , 其 中 , 复杂 类 P 包含 所 有 那些 可 以 由 一 个 
确定 型 图 灵机 在 多 项 式 表达 的 时 间 内 可 以 解决 的 判定 问题 , NP 则 是 指 可 以 由 非 确 
定型 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 可 以 解决 的 判定 问题 . 通俗 地 讲 , P 问题 是 指 能 够 在 普 
通 的 计算 机 上 多 项 式 时 间 内 求解 的 判定 问题 , 而 NP 问题 则 是 指 那些 在 普通 的 计 
算 机 上 能 够 在 给 定 正确 信息 下 多 项 式 时 间 内 可 以 验证 的 判定 问题 . 很 显然 , P 属于 
NP, 那么 NP 是 否 属于 P? 这 就 是 著名 的 “P=NP? ”问题 . 这 一 问题 是 Clay 研究 
所 的 七 个 干 禧 问题 之 一 , 其 详细 描述 可 见 文献 [1]. 

人 们 之 所 以 提出 NP 问题 , 是 因为 大 多 数 遇 到 的 自然 的 难 解 问 题 最 终 都 发 现 是 
NP 问题 . NP 问题 类 非常 丰富 , 存在 于 数学 、 优 化 、 人 工 智 能 、 生 物 、 物 理 、 经 济 、 
工业 等 各 个 领域 . 如 果 能 够 解决 P 与 NP 两 个 问题 类 之 间 的 关系 , 则 解决 了 这 些 问 
题 的 算法 复杂 度 问题 , 具有 非常 重大 的 意义 . 

1936 年 ，Turing 提出 了 理论 计算 的 模型 图 灵机 ， 这 个 时 期 Turing, Church, 
Godel 等 人 关于 计算 理论 的 工作 是 P=NP? ”问题 的 基础 . 20 世纪 70 年 代 , Cook 
和 Levin 发 表 了 著名 的 Cook EH?) 引入 了 NP 完全 的 概念 , 第 一 次 明确 提出 了 
“P=NP? ”问题 . 事实 上 , 在 此 15 年 前 , Godel 在 给 Von Neumann 的 一 封 著名 的 信 
中 , 已 经 很 清楚 地 提出 了 这 个 基本 的 问题 , 那 时 Godel BARRA CHB, 

NP 完全 问题 是 “P=NP? ”问题 的 核心 概念 之 一 . NP 完全 问题 是 NP 问题 的 
一 个 子 类 , 一 个 问题 L 是 NP 完全 的 , WR LEF NP 且 所 有 的 NP 问题 都 可 以 在 
多 项 式 时 间 内 转化 为 问题 L. 可 以 认为 , NP 完全 问题 是 NP 类 中 的 最 难 的 问题 . 如 
果 可 以 回答 某 一 个 NP 完全 问题 是 否 属于 P 的 问题 , 就 意味 着 “P=NP? ”问题 的 
解决 . Garey 和 Johnson 在 他 们 的 书 中 列 出 了 数 百 种 NP 完全 问题 加, 现在 已 知 的 
NP 完全 问题 已 达 数 千 种 . 

作为 其 提出 的 20 世纪 18 个 重大 数学 未 决 问题 之 一 , Smale 选择 了 下 列 源 自传 
统 数学 问题 的 NP 完全 问题 作为 “P=NP? ”问题 的 代表 : 给 定 Z 上 关于 ”个 变量 
的 天 个 多 项 式 , 问 是 否 存在 多 项 式 时 间 的 算法 判定 它们 在 (22)” 上 有 公共 零点 器. 

“P—NP? ”问题 上 述 提 法 主要 是 受到 了 Brownawel 关于 Hilbert 零点 定理 判 
定 算法 的 影响 . 设 有 1,… ,fi 是 n 个 变 元 的 复 系 数 多 项 式 , 根据 Hilbert 零点 定 
理 , 用 1,… , fi 在 复数 域 上 不 存在 公共 零点 当 且 仅 当 存在 n 个 变 元 的 复 系数 多 项 式 
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91,… ,gk 满足 
2 oif -1 (1) 
其 中 (1) 是 恒 等 多 项 式 . Brownawell 证 明 9i 的 次 数 可 以 取 为 
degg; < max (3, D)”, D = max deg fi. 


这 样 复 零点 的 存在 问题 就 转换 为 线性 方程 组 求解 问题 中 ,从 而 给 出 了 判定 方程 组 
fi = 0,… ,及 =0 存在 复数 解 算法 的 复杂 性 . 遵循 以 上 思路 解决 P=NP? ”问题 ， 
需要 很 好 地 估计 关于 布尔 多 项 式 (1) 中 g; 的 项 数 的 上 界 . 

B “P=NP?” 提 出 以 来 ,人们 做 了 很 多 尝试 . 要 证 明 P=NP, 最 显然 的 方法 就 
是 给 出 一 个 NP 完全 问题 的 多 项 式 时 间 的 算法 , 其 标准 的 工具 包括 贪 禁 算法 、 动态 
规划 、 归 约 到 线性 规划 等 . 在 过 去 的 几 十 年 里 , 一 大 批 工程 人 员 和 程序 人 员 为 寻找 
NP 完全 问题 的 多 项 式 时 间 的 算法 做 了 很 多 工作 , 但 都 没有 成 功 . 也 有 可 能 不 通过 
给 出 NP 完全 问题 的 多 项 式 时 间 的 算法 来 证 明 P=NP. 另 一 方面 , 人 们 也 已 经 党 试 
用 对 角 线 方法 和 布尔 线路 这 两 种 一 般 的 方法 研究 PANP. 

20 世纪 70 年 代 人 们 对 NP 完全 问题 的 研究 主要 是 横向 发 展 , 也 就 是 以 许多 不 
同 的 计算 模型 来 分 析 难 解 问题 的 本 质 . 对 这 些 新 的 计算 模型 的 研究 一 方面 使 我 们 
对 难 解 问题 有 了 更 深 一 层 的 认识 , 一 方面 也 产生 了 一 些 预想 不 到 的 应 用 , 基于 NP 
完全 理论 , 密码 学 取得 了 革命 性 突破 , 建立 了 公 钥 密码 体系 . 到 了 80 年 代 中 , NP 完 
全 问题 的 研究 有 了 纵向 的 突破 , 在 许多 表面 看 来 并 不 相关 的 计算 模型 之 间 发 现 了 
深刻 的 刻画 关系 . 这 些 刻 画 关 系 不 但 解决 了 几 个 令 人 困扰 多 年 的 未 解 问题 , 同时 也 
刺激 了 其 他 相关 领域 的 发 展 . 其 中 一 个 重大 的 结果 是 概率 可 验证 明 (PCP) 对 NP 
类 的 刻画 , 由 此 得 出 了 许多 组 合 优化 问题 近似 解 的 NP 完全 难 近 似 性 , 从 而 刺激 了 
算法 界 对 近似 算法 研究 的 新 热潮 图 . 90 年代, 人 们 又 研究 了 新 的 计算 模型 , 如 量子 
计算 机 和 命题 证 明 系统 , 新 工具 的 引入 无 疑 增加 了 这 一 问题 的 内 涵 . 例如 , 可 以 问 : 
在 量子 计算 机 模型 下 是 否 存在 类 似 “P=NP? ”的 问题 ; 是 否 具 有 量子 多 项 式 时 间 
算法 求解 某 类 NP 完全 问题 ? 男 一 个 研究 热点 是 参数 复杂 性 理论 (papameterized 
complexity), 它 是 将 NP 完全 问题 的 参数 区 别 对 待 , 例如 图 的 顶点 覆盖 问题 , 它 的 
参数 有 图 的 项 点 个 数 n 和 和 覆盖 子 集 尺 寸 k, 而 如 果 固 定 参 数 k, 则 顶点 覆盖 问题 是 
多 项 式 时 间 可 解 的 , 但 是 其 运行 时 间 是 k 的 指数 函数 . 于 是 研究 “NP=P? ”的 问 
题 , 可 以 分 解 为 各 个 NP 完全 问题 的 固定 参数 如 何 影响 各 问题 的 NP 完全 性 的 . 这 
就 形成 了 一 套 新 的 研究 “P=NP? ”的 途径 参数 复杂 性 理论 外 . 

相关 的 一 个 问题 是 , 我 们 还 不 知道 若干 具有 重要 应 用 背景 的 计算 问题 的 计算 
复杂 性 . 特别 地 , 我 们 希望 知道 这 些 计 算 问 题 是 否 具有 多 项 式 算法 或 者 属于 NP 难 
的 ? 具体 问题 包括 : 
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(1) 大 正 整数 因子 分 解 问题 . 请 参考 “大 正 整数 因子 分 解 是 否 具 有 多 项 式 算法 


问题 . 


(2) 离散 对 数 问题 : 对 给 定 y = a^, BA a Aly, 求 c, 这 里 的 乘法 是 任何 有 限 


乘法 群 的 乘法 . 请 参考 “离散 对 数 求解 ”问题 . 


(3) 图 同 构 问 题 : 对 给 定 的 两 个 图 , 问 它们 是 否 同 构 ? 该 问题 显然 属于 NP 问 


题 , 但 是 至 今 未 能 找到 多 项 式 时 间 算 法 , 也 没 能 证 明 它 是 NPC 的 . 


(4) 曼哈顿 网 络 问题 : 给 定 平面 上 ”个 点 , 将 它们 用 垂直 和 水 乎 线 连接 , 使 得 


每 对 点 用 最 短 垂 直 和 水 平 线段 连接 , 而 线段 长 度 总 和 最 少 . 


其 他 类 似 的 例子 很 多 , 其 中 图 同 构 问 题 和 大 数 分 解 问题 最 为 著名 , 因为 这 两 个 


问题 的 解决 涉及 密码 学 和 复杂 性 理论 的 很 多 基本 问题 . 


[4] 


[10] 


参考 文献 


Cook S A. The P versus NP Problem. http://www.claymath.org/millennium /P_vs_NP/ 
Official. Problem. Description.pdf 

Cook S A. The complexity of theorem-proving procedures// Proceedings of the 3rd 
Annual ACM Symposium on Theory of Computing, 1971: 151-158 

Levin L A. Universal search problems. Probl Peredaci Inform, 1973, 9: 115-116. English 
transl Probl Inf Transm, 1973, 9: 265-266 

Wigderson A. P, NP and mathematics: a computational complexity perspective// Proc 
of the 2006 International Congress of Mathematicians 

Garey M R, Johnson D S. Computers and Intractibility, a Guide to the Theory of 
NP-completeness. Srancisco: W H Freeman and Co, 1979 

Smale S. Mathematical problems for the next century. Mathematical Intelligencer, 1998, 
20: 7-15 

Brownawell W. Bounds for the degrees in the Nullstellensatz. Annals of Math, 1987, 
126: 577-591 

Arora S, Lund C, Motawani R, Sudan M, Szegedy M. Proof verification and the hardness 
of approximation problems. Journal of ACM, 1988, 45(3): 501-555 

Flum J, Grohe M. Parameterized Complexity Theory. Berlin: Springer-Verlag, 2006 


堵 丁 柱 , 葛 可 一 , 王 洁 . 计算 复杂 性 导论 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 2002 


PERSA: : 高 小 山 AR 
1 中 国 科学 院 数 学 与 系统 科学 研究 


. 456 - 10000 个 科学 难题 ， 数 学 卷 


单身 函数 的 存在 性 


The Existence of One-way Functions 


单 向 函数 , 直观 地 说 , 就 是 这 样 一 个 函数 y = f(z), 由 z 的 值 求 y = f(z) 的 值 
容易 , 而 函数 y = f(x) KW, BU EH y 的 值 求 xz 的 值 使 y = f(x) 是 困难 的 . 当然 ， 
上 述 词语 “容易 ”和 “困难 ”可 以 用 计算 复杂 性 的 语言 来 精确 定义 . 容易 计算 是 指 
存在 计算 f(x) 的 多 项 式 时 间 算 法 . 计算 困难 是 指 , 对 任意 多 项 式 时 间 算 法 , 可 以 用 
其 求 逆 的 z 的 概率 是 可 以 忽略 不 计 的 , 详 见 文献 [3]~[5]. 

有 没有 单 加 函数 至 今 还 是 个 未 解决 的 问题 . 但 是 , 若干 被 猜测 是 单 问 函数 的 问 
题 已 经 在 工业 界 得 到 广泛 应 用 , 这 些 问 题 有 : 整数 分 解 、 离 散 对 数 、 随 机 线性 码 解 
码 、 子 集 和 问题 等 ， 这些 问 题 一 个 方向 求解 很 容易 , 而 男 一 个 方 同 求解 很 困难 , 至 
今 没 有 找到 有 效 算法 . 如 果 单 向 函数 存在 , 则 PANP. 这 表明 单 回 函数 的 存在 比 著 
名 的 P-ANP 问题 还 困难 . 

单 向 函数 的 存在 性 是 现代 密码 学 的 基础 , 许多 安全 的 密码 方案 的 存在 都 是 基于 
单身 函数 的 存在 上 3. 在 公 钥 密码 学 中 , 我 们 是 基于 陷 门 单 向 函数 的 存在 性 是 . 所 请 
陷 门 单 同 函数 就 是 当 你 掌握 了 陷 门 的 信息 后 , 求 道 就 变 得 容易 了 , 例如 RSA 2H 
密码 体制 就 是 这 样 . 在 Hash 函数 中 , 函数 的 单 向 性 是 一 个 基本 的 要 求 . 如 果 单 向 
函数 存在 , 则 伪 随 机 发 生 器 存在 向 . 
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设计 既 实用 又 安全 的 公 钥 密码 系统 


Design of Practical and Secure Public Key Cryptosystems 


当今 在 商业 上 广泛 使 用 的 公 钥 加 密 体 制 几乎 全 是 基于 大 整数 分 解 问题 的 困难 
HE, 如 RSA, Rabin, 或 基于 离散 对 数 问题 (有 限 域 上 的 或 椭圆 曲线 上 的 ) 的 困难 性 ， 
如 ElGamal, ECC. 但 是 , P. Shor 在 1994 年 发 现 , 存在 多 项 式 时 间 的 量子 算法 解 大 
整数 分 解 问题 和 离散 对 数 问题 . 这 意味 着 , 一 旦 量子 计算 机 制造 出 来 , 当今 商业 上 
使 用 的 公 钥 密码 体制 将 通通 被 攻破 . 虽然 现在 量子 计算 机 还 没有 被 制造 出 来 , 但 在 
这 方面 有 着 快速 的 进展 . 因此 , 设计 既 实 用 又 能 抵抗 将 来 可 能 的 攻击 (如 量子 攻击 ) 
的 公 钥 加 密 体制 就 是 一 个 有 着 重要 意义 的 研究 问题 . 

值得 注意 的 是 , 大 整数 分 解 问题 和 离散 对 数 问 题 在 计算 复杂 性 理论 中 都 没有 
被 证 明 是 NP-Complete 问题 , 而 至 今 也 没有 发 现 有 多 项 式 时 间 的 量子 算法 解 NP- 
Complete 问题 . 因此 , 设计 一 种 基于 某 个 NP-Complete 问题 的 公 钥 加 密 体 制 就 有 
较 大 的 把 握 说 它 在 量子 攻击 下 还 是 安全 的 . 在 公 钥 加 密 体 制 的 设计 历史 上 , 研究 人 
员 曾 考虑 过 以 下 四 种 密码 体制 : 基于 背包 问题 的 密码 体制 , 基于 随机 线性 码 的 解码 
问题 的 密码 体制 , 基于 有 限 域 上 非 线 性 方程 组 的 求解 问题 的 密码 体制 , 基于 格 问题 
的 密码 体制 . 这 四 类 问题 都 是 NP-Complete 问题 , 但 最 大 的 问题 是 从 它们 中 到 现在 
都 没有 设计 出 一 个 又 实用 又 安全 的 公 钥 加 密 体制 . 下 面 , 我 们 分 别 来 看 看 它们 的 设 
WAR. 

(1) 基于 背包 问题 的 密码 体制 

这 类 密码 体制 基于 Subset Sum 问题 , 已 知 是 NP-Complete 问题 . 第 一 个 这 类 
密码 体制 是 Merkle 和 Hellman 于 1978 年 提出 的 , 称 为 Merkle-Hellman Knapsack 
Cryptosystem. 但 不 幸 的 是 在 1984 年 被 Shamir 所 攻破 . 后 来 有 许多 变形 , 如 : 多 次 
ERE BI, Graham-Shamir 背包 体制 , Chor-Rivest 背包 体制 , 但 是 这 些 体 制 都 
被 攻破 . 现在 基于 背包 的 公 钥 加 密 体 制 都 已 被 攻破 . 

(2) 基于 随机 线性 码 的 解码 问题 的 密码 体制 

随机 线性 码 的 解码 问题 是 个 NP-Complete 问题 . 第 一 个 基于 它 的 密码 体制 是 
McEliece 于 1978 年 提出 的 , 这 个 密码 体制 虽然 到 现在 没有 被 完全 攻破 , 但 是 它 并 
不 实用 . 另 一 个 是 Niederreiter 于 1986 年 提出 的 , 是 不 安全 的 . 

(3) 基于 有 限 域 上 非 线 性 方程 组 的 求解 问题 的 密码 体制 

这 类 密码 体制 也 叫 多 变 元 密码 体制 . 有 限 域 上 非 线 性 方程 组 的 求解 问题 是 个 
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NP-Complete 问题 . 利用 它 构造 密码 体制 很 早 就 有 人 做 了 不 成 功 的 尝试 , 但 迟 至 
1988 年 Matsumoto 和 Imai 才 提 出 了 第 一 个 实用 的 密码 体制 , 不 幸 的 是 1995 年 被 
Patarin KR. AX Patarin 提出 了 HFE, 但 是 后 来 也 被 攻破 . 葛 宗 坚 提出 了 几 个 
TTM, 也 被 一 一 攻破 . 

(4) 基于 格 问题 的 密码 体制 

格 是 欧 氏 空间 的 离散 子 群 , 自从 LLL 格 基 约 化 算法 于 1982 年 提出 , 格 被 应 用 
于 密码 分 析 中 . 1996 年 Ajtai 证 明了 在 随机 约 化 下 , 格 的 最 短 向 量 问题 是 NP-hard 
的 , 从 此 格 问题 也 直接 被 应 用 于 密码 体制 的 构造 中 . 基于 格 的 密码 体制 和 别 的 密码 
体制 不 同 , 它 是 基于 平均 复杂 性 的 , 这 是 它 最 引 人 注 意 的 地 方 . 基于 格 的 密码 体制 
有 两 种 , 一 种 很 安全 , 有 可 证 安全 , 但 是 不 有 效 , 即 不 实用 . 另 一 种 是 很 有 效 , 但 是 
没有 可 证 安全 , 这 意味 着 它 可 能 不 安全 . 基于 格 的 体制 最 著名 的 是 NTRU, 很 有 效 ， 
但 没有 可 证 安全 . 

从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 , 构造 一 个 既 实 用 又 安全 的 公 钥 加 密 体制 是 很 困难 的 事 
情 , 并 非 有 一 个 难题 就 可 以 构造 一 个 好 的 密码 体制 . 如 何 设 计 出 一 个 能 抵抗 将 来 可 
能 的 攻击 的 公 钥 加 密 体制 在 密码 学 界 是 一 个 重大 的 具有 极 大 挑战 性 的 问题 . 
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大 数 分 解 是 否 有 多 项 式 算法 ? 


Is There Any Polynomial Algorithm on Factorization 


of Large Integers? 


公元 前 300 年 左右 , 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 证 明了 : 每 个 正 整数 N > 2 均 
可 表示 成 有 限 个 素数 的 乘积 , 并 且 不 计 素 因子 的 次 序 这 个 表达 式 是 唯一 的 . 这 个 结 
果 是 初等 数论 的 基石 , 称 作 是 算术 基本 定理 . 人 们 要 问 : EON 是 很 大 的 整数 , 求 出 
的 素 因 子 分 解 式 至 少 要 花 多 少时 间 ? 也 就 是 说 , 大 数 分 解 的 算法 能 够 好 到 何 种 
程度 ? 

这 个 问题 的 研究 已 经 有 很 长 的 历史 . 1976 年 , 由 于 大 数 分 解 被 用 到 保密 通信 的 
公 钥 体制 中 , 引起 了 数学 、 计 算 机 科学 和 通信 界 的 极 大 兴趣 ,大 数 分 解 的 算法 不 断 
被 改进 , 被 分 解 的 大 整数 记录 不 断 被 刷新 . 可 是 , 对 于 信息 科学 和 计算 机 科学 非常 
重要 的 一 个 问题 至 今 未 能 解决 : 大 数 分 解 是 否 有 多 项 式 算法 ? 

在 数学 通信 中 每 个 比特 (bit) 可 取 0 或 1, 所 以 1 个 比特 有 2! 种 表达 方式 . 或 
者 说 , 若 要 传输 N 个 信息 , AN logzN 个 比特 来 表示 它们 , 传输 每 个 信息 的 时 间 与 
logaN 成 正比 . 计算 复杂 性 理论 中 , 对 于 处 理 N 个 信息 的 一 个 算法 , 它 的 复杂 度 通 
常 与 logoN 相 比 较 . 如 果 所 花 时 间 是 logzN 的 多 项 式 , 这 个 算法 叫 多 项 式 算法 , 并 
被 认为 是 容易 的 算法 . 如 果 所 花 时 间 是 logo N 的 指数 函数 (如 28N — N), 则 称 为 
指数 型 算法 . 目前 既 没 有 找到 大 数 分 解 的 多 项 式 算法 , 也 没有 证 明 大 数 分 解 的 多 项 
式 算 法 不 存在 . 目前 给 出 的 分 解 大 整数 N 的 最 好 算法 , 其 复杂 度 为 


of exp ($ log N (loglog Ny) j joxa exp(x) 表示 e^). 


大 数 分 解 是 一 件 通 俗 易 懂 的 事情 . 但 是 近 二 十 年 来 , 在 改进 已 有 的 大 数 分 解 算 
法 的 过 程 中 , 均 采 用 了 深刻 的 代数 数论 和 算术 几何 的 理论 和 结果 . 在 估计 算法 复杂 
性 时 还 用 到 解析 数论 工具 . 在 理论 上 , 一 个 算法 的 好 坏 依赖 于 对 这 个 算法 的 复杂 性 
估计 . 而 在 实际 上 , 人 们 设计 一 些 大 整数 , 看 哪 种 算法 能 把 其 中 某 个 数 加 以 分 解 , 而 
别 的 算法 做 不 到 . 目前 设计 的 大 数 主要 有 两 批 , 一 批 是 费 马 数 到 = 27 +1, 另 一 批 
是 梅森 (Mersenne) 数 M, = 2? — 1(p 为 奇 素数 ). 费 马 曾经 计算 过 Fo, FA, Fo, FS 和 
Fy, 发 现 它们 都 是 素数 , 从 而 提出 猜测 : 所 有 Falin > 0) 都 是 素数 . 后 来 欧 拉 发 现 
Fs = 641 x 6700417. 1880 年 , 82 #AY Landry 分 解 出 Fg = 274177 x 67280421310721. 
1970 年 , Morrison 和 Brillhart 发 明了 连 分 数 算法 , 分 解 了 F = Piy x PoQGXRHB 
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表示 一 个 十 进 制 的 ! 位 素数 )，1980 F, Brent 和 Pollard 发 明了 一 种 “rho” 算 法 ， 
分 解 出 Fg = Pie x Peo. 1988 年 和 1995 F, Brant 用 新 发 明 的 椭圆 曲线 算法 分 解 出 
Fio = Pg x Pio x Pao x Piso 和 Fii = Pe x Pl x Poi x P22 x Pse4. 1990 年 , Lenstra 
和 Pollard 用 新 的 数 域 盘 法 , 并 动用 了 700 个 工作 部 , 分 解 了 Fo = P; x Pag x Poo. 
目前 人 们 已 经 把 Fio 分 解 成 Ps x Ps x Pj x Pio x Pio x Cisr, 其 中 Cus; 是 一 
个 还 未 被 分 解 的 1187 位 整数 . 到 目前 为 止 , 除了 费 马 计算 过 的 及 (0 < i < 4) 之 
Sh, 人 们 还 没有 发 现任 何 新 的 费 马 数 是 素数 . 另 一 方面 , 梅森 数 当 中 有 许多 是 素数 ， 
并 且 在 大 数 分 解 比 赛 中 , 许多 新 发 现 的 大 素数 记录 都 是 梅森 数 , 也 有 许多 梅森 数 不 
是 素数 . Lendry Cole, Poulet, Lenhmer 分 别 于 1869, 1903, 1932 和 1947 年 分 解 了 
Msg = Ps x P13, Mg; = Po x Pio, M73 = P x Prx Pis Fl Miis = P4 x Ps x Pix Px Pag. 
1992 4E, A.K.Lenstra 和 D.Bernstein 用 数 域 得 法 和 两 个 超大 型 并 行 计 算 机 分 解 了 
Ms23 = Feo X Poo. 

以 上 介绍 的 大 数 分 解 算 法 都 是 确定 型 的 算法 , 还 有 一 些 更 为 实用 的 概率 型 的 大 
数 分 解 算 法 . 利用 这 种 算法 , 每 进行 一 次 所 需 时 间 不 长 , 会 以 较 大 的 概率 找到 NN 的 
一 个 素 因 子 . 若 找 不 到 则 改变 一 些 参数 再 做 一 次 . 经 过 几 次 之 后 , 就 会 以 很 大 的 概 
率 发 现 N 的 一 个 素 因 子 . 判别 这 种 大 数 分 解 算 法 的 好 坏 需 使 用 解析 数论 和 概率 统 
计 中 的 理论 和 方法 , 但 是 应 当 指出 , 判别 一 个 大 数 是 否 为 素数 比 将 N 作 素 因子 分 解 
要 容易 得 多 . 也 就 是 说 , 要 证 明 N 是 合成 数 , 不 需 用 一 定 要 找 出 NN 的 一 个 比 N 小 
的 素 因 子 . 例如 , 早 在 1952 年 Robinson 就 知道 Fio 不 是 素数 . 但 是 次 年 ,用 SWAC 
计算 机 才 找 到 Fio 的 一 个 素 因子 45592577. 长 期 以 来 , 人 们 认为 素性 判别 ( 即 判别 
KEN 是 否 为 素数 ) 应 当 有 多 项 式 算法 , 但 是 这 种 算法 一 直到 2002 年 8 月 才 由 印 
度 三 位 年 轻 学 者 Agrawal, Kayal 和 Saxena 给 出 , 复杂 度 为 O(log N)®). 

最 后 指出 以 上 所 说 的 大 数 分 解 算 法 是 建立 在 数字 型 电子 计算 机 (包括 采用 多 
个 工作 站 的 并 行 运算 ) 基础 上 . 20 世纪 未 期 , 基于 量子 物理 机 制 的 量子 计算 机 成 为 
热点 . 1994 年 , P.Shor 证 明了 , 若 采 用 量子 计算 方式 , 则 大 数 分 解 有 多 项 式 算法 . 这 
项 工作 获得 了 1998 年 世界 数学 家 大 会 ( 相 林 ) 的 尼 凡 林 那 奖 , 这 是 给 予 四 年 内 在 数 
学 应 用 领域 成 果 最 好 的 一 位 年 轻 人 . 但 是 , 目前 离 建成 量子 计算 机 并 且 能 达到 实用 
程度 , 似乎 还 需 用 相当 长 的 时 间 . 20 EAR, 人 们 采用 量子 计算 机 的 装置 和 Shor 算 
法 “成 功 ”地 把 15 分 解 成 3 x 5, 在 将 来 , 大 数 分 解 的 RSA 体制 被 攻破 , 是 由 于 找 
到 采用 电子 计算 机 的 多 项 式 算法 还 是 由 于 量子 计算 机 得 到 应 用 , 人 们 不 得 而 知 . 
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离散 对 数 求 解 问题 


Problem of Discrete Logarithm 


1976 年 公 钥 密码 诞生 , 是 密码 学 发 展 史上 的 一 个 革命 性 事件 . 这 一 事件 不 但 促 
进 了 密码 学 的 发 展 和 应 用 , 同时 也 刺激 了 计算 数论 的 发 展 . 著名 的 Diffie-Hellman 
体制 就 是 基于 离散 对 数 求 解 的 困难 性 . 


1. Diffie-Hellman 体制 


W A, B 为 网 络 通 信 的 两 方 , p 为 素数 , 9 AR p 的 原 根 ,p 和 g 都 是 公开 的 , z4 
和 rg 分 别 为 A 和 B 的 秘密 密 钥 (1 < za,zg « p— 1). A, B 双方 产生 共享 密 钥 以 
建立 通信 的 过 程 如 下 : 

QO A 利用 自己 的 秘密 密 钥 za 计算 ya = 9z4 mod p, 

B 利用 自己 的 秘密 密 钥 zp 计算 yp = 9 mod p; 

© A 将 y4 RA B, 

B 将 ys 发 给 A; 

© A 利用 ys 计算 Ka = y^ mod p, 

B 利用 ya 计算 Kp = ya? mod p. 
A, B 各自 计算 的 KA, Kp 是 一 样 的 , WA K = g*^*? mod p. 于 是 A, B 双方 拥有 
了 共同 的 密 钥 , 利用 事先 约定 好 的 加 密 体 制 就 可 以 进行 秘密 通信 了 . 假设 C 为 非 
EODD, 想 获取 共享 密 钥 K. 在 公共 信道 上 , C 得 不 到 za 和 rp, 但 是 可 以 得 到 
ya 和 yp. 若 可 通过 ya 求 出 z4, 则 可 计算 出 K = yp mod p. 

假设 g" = y mod p, 如 何 根据 y K x? 这 一 问题 称 为 有 限 域 F, 上 的 离散 对 数 
求解 问题 . 

2. 离散 对 数 问题 


Wt G = (ag) 为 有 限 循环 群 , |G| = N, a 为 G 的 生成 元 , 群 运算 以 乘法 表示 . 
群 G 上 的 离散 对 数 是 指 : 给 定 元 素 be G, OREL, 0€ 2 « N — 1, WE a — b. 

常见 的 具有 重大 应 用 价值 的 是 下 述 四 类 离散 对 数 问题 : 

D ERR G = FY 上 的 离散 对 数 求解 , 其 中 n 为 大 整数 , p 为 小 素数 ; p = 2 
时 具有 特殊 性 . 

Q ERR G = F*%， 上 的 离散 对 数 求 解 , 其 中 p 为 大 素数 , n 为 小 整数 ,m = 1 
NAA RATE. Diffie-Hellman 体制 就 是 基于 有 限 域 p, 上 的 离散 对 数 求解 的 困难 
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性 . 
@ G = Ep 为 有 限 域 F, 上 的 椭圆 曲线 点 群 , 其 中 p 为 大 素数 . 
(D G = Eon 为 有 限 域 Fo. 上 的 椭圆 曲线 点 群 , 其 中 n 为 整数 . 
此 外 还 有 其 他 的 比如 理想 类 群 上 的 离散 对 数 求 解 问题 . 
3. 算法 研究 及 进展 
自从 公 和 铀 密码 体制 诞生 以 来 , 离散 对 数 求解 引起 了 国际 上 密码 学 家 和 数学 家 的 
广泛 关注 , 取得 了 一 系列 进展 , 应 用 了 深刻 的 代数 数论 和 算术 几何 . 
目前 ， 第 一 类 离散 对 数 求解 问题 的 最 好 算法 是 函数 域 筛 法， 时 间 复 杂 度 为 
Ly» [1/3, 1.523], 其 中 复杂 度 函 数 定义 为 


L,[5, c] = O(cexp(log? x log! log z)). 


除了 算法 研究 以 外 , 还 不 断 有 世界 纪录 产生 , 对 于 p= 2 的 情形 , 目前 最 新 的 结果 
是 n = 609. 
第 二 类 离散 对 数 求解 问题 的 算法 是 数 域 筛 法 , 时 间 复 杂 度 为 Los [1/3, 1.923]. 
第 三 、 四 类 离散 对 数 求解 问题 还 没有 次 指数 算法 . 目前 的 求解 算法 为 Pollard's 
p 方法 , 其 时 间 复 杂 度 为 OGHA). 


4. 问题 

(D 能 和 否 进一步 改进 第 一 、 二 类 离散 对 数 求解 问题 的 次 指数 算法 以 降低 Al 6. 

© 第 一 、 二 类 离散 对 数 求解 问题 是 否 有 多 项 式 时 间 算 法 ? 

@ 第 三 、 四 类 离散 对 数 求解 问题 是 否 次 指数 算法 ? 更 进一步 , 是 否 有 多 项 式 时 
间 算 法 ? 
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变 元 公 钥 密码 中 MQ 问题 是 否 存在 有 效 算法 ? 
Is There Any More Efficient Algorithm for MQ Problem 
in Multivariate Public Key Cryptography? 


Be Fy 是 一 个 素数 特征 的 有 限 域 , g := Fal. 一 般 来 说 , g BP RBH. enc 
N 是 变量 的 个 数 , m e N 是 方程 的 个 数 , deN 是 方程 系 的 次 数 . 设 zi zz ums 
E F, 上 的 变量 , P 是 由 关于 ”个 变量 的 m 个 最 高 次 为 2 次 的 方程 组 成 的 方程 系 ， 
BU P:— (pi, pl Pm) 每 个 方程 p; RA PIPER: 


d 
Di(21,22,::- itn) ex [Is l<igm. 
j=1 


当 d = 2 时 , 上述 多 项 式 系 求解 问题 称 作 MQ (multivariate quadratic) 问题 . 这 时 
每 个 方程 p; 的 形式 是 


(TT 2S ` 全 35,2; +a; l&ixm. 
1<j<k<n j=l 

这 个 问题 中 的 参数 有 deN, 域 大 小 g = p ke Zt, p 是 一 个 素数 . 参数 还 有 变量 
个 数 n e N 和 方程 的 个 数 m € N. 

当 d= 1 时 , 上 述 问题 就 是 有 限 域 上 线性 方程 和 仿 射 方程 的 求解 问题 , 其 解法 
已 经 得 到 很 好 的 研究 , 使 用 Gaussian 消 元 法 可 在 O(n?) 时 间 内 求解 . 对 于 稀疏 多 
项 式 方 程 , 使 用 Strassen 算法 可 在 O(n”) (2€ w < 3) 时 间 内 求解 . 当 d > 2 HT, 
1997 年 , Jacques Patarin 与 Louis Goubin 证 明 上 述 问 题 是 一 个 NPC 问题 . 2002 年 ， 
Christopher Wolf 给 出 了 一 个 详细 的 证 明 . 

近 十 年 来 , 多 变 元 公 钥 密码 体制 (简称 MPKC) 正 日 益 被 人 们 看 好 在 未 来 取代 
如 今 被 广泛 运用 的 公 钥 密码 体制 RSA. MPKC 的 一 般 结构 是 : P —ToP'oS. 其 
中 , AB PORUM P 都 是 有 限 域 上 的 二 次 多 项 式 系 , MH T, S 是 有 限 域 上 的 仿 射 
变换 . 故 MPKC 常常 被 称 做 基于 MQ 问题 的 公 钥 密码 体制 , 如 MI, HFE 和 TTM 
等 . RSA 的 安全 性 依赖 于 传统 计算 机 分 解 大 整数 难 这 个 事实 . 但 对 于 量子 计算 机 
来 说 , 大 整数 分 解 存在 着 多 项 式 时 间 算 法 , 如 Shor 算法 . 而 对 于 有 限 域 上 d>2 时 
的 多 项 式 系 求解 问题 , 至 今 还 没 发 现 量子 算法 , 量子 计算 机 在 这 类 问题 的 求解 上 比 
传统 计算 机 没有 任何 优势 . 
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目前 , 对 于 n < m WARRE d > 2 时 的 多 项 式 系 求解 问题 , F 和 Fs/2 是 
较 快 的 算法 , 该 算法 依赖 于 Gróbner 基 的 计算 . 对 于 n > mm 的 有 限 域 上 ad>2 时 
的 多 项 式 系 求解 问题 Nicolas Courtois, Louis Goubin, Willi Meier 和 Jean-Daniel 
Tacier 等 发 现 了 一 个 比 基 于 求 Gróbner 基 算 法 更 快 的 解法 . 2002 年 , Faugere 解决 
了 HFE 的 第 一 个 挑战 , 他 使 用 /2 成 功 地 求解 d= 2,n = 80,m = 80 的 有 限 域 
上 多 项 式 系 求解 问题 , 当时 所 用 机 器 是 AlphaServer DS20E (EV68 833 Mhz), RAM 
内 存 AGB, 计算 时 间 96 个 小 时 . 2004 Œ, Steel 使 用 Magma 实现 了 F4 算法 , 并 用 
它 来 解决 HFE 的 第 一 个 挑战 , 结果 比 Faugere 的 /2 算法 要 快 . Steel 使 用 了 带 
一 个 Opteron 248 处 理 器 (2.2GHz, 1MB L2 缓存 ) 的 Sun V20Z 和 8GB 内 存 . 运 
算 时 间 仅 为 6.9 小 时 . 高 小 山 等 人 发 展 了 关于 布尔 函数 的 快速 吴 特征 列 方法 , 对 于 
一 类 由 流 密 码 产生 的 非 线性 布尔 函数 测试 的 结果 比 Magma 中 的 Gróbner 基 F, 算 
法 要 快 数 倍 . 

对 于 多 变 元 公 钥 密码 系统 MPKC, 一 般 来 说 , 不 可 能 是 有 限 域 上 的 一 个 随机 多 
变 元 多 项 式 系 . 对 于 具体 的 多 变 元 公 钥 密码 系统 , 它们 所 依赖 的 MQ 问题 的 实例 ， 
可 能 存在 着 有 效 算法 , 如 MI 密码 系统 的 线性 化 方程 算法 (LE), HFE 密码 系统 的 
Gróbner 基 算 法 . 对 于 更 多 的 多 变 元 公 钥 密码 系统 MPKC 所 对 应 的 MQ 问题 是 否 
存在 有 效 的 算法 , 是 一 个 迫切 需要 解决 的 重要 问题 . 
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“最 小 秩 ”问题 是 否 存在 有 效 算法 ? 


Is There Any More Efficient Algorithm for The MinRank Problem? 


给 定 正 整数 nn, Hr < n 和 有 9 个 元 素 的 有 限 域 FQ E m 个 n 阶 方 阵 
Ai, Ao, «++, Am, 求 下 ,上 的 一 个 m 维 非 零 向 量 (A1, 和 2,… ,和 m), 使 得 矩阵 A = 
dy Ay A242 十 … 十 和 mhm 的 秩 不 大 于 r. 这 个 问题 称 为 “最 小 秩 ” 问 题 . 现在 人 
们 需要 弄 清 楚 : 这 个 问题 到 底 有 多 难 ? 在 什么 情形 下 存在 有 效 解法 ? 与 此 相仿 的 是 
“最 大 秩 ” 问 题 : 找 Ai, As, Am 的 一 个 线性 组 合 , 使 得 所 得 矩阵 的 秩 不 小 于 正 
整数 R(R < n). 

这 个 问题 源 于 一 般 线 性 码 理论 中 的 两 个 问题 :“ 子 空间 重量 ”问题 和 “ 秩 距 离 
码 译 码 ”问题 . 1978 Æ, Berlekamp 在 研究 一 般 线性 码 理论 时 , 提出 “ 子 空间 重量 ” 
问题 , 并 证 明了 求 一 般 线性 码 的 最 小 Hamming 距离 是 一 个 NPC 问题 . 1985 Œ, 
俄国 学 者 Gabidulin 提出 了 秩 距 离 码 和 “ 秩 距 离 码 译 码 ” 问 题 。1996 F, Shalit, 
Frandsen 和 Buss 将 上 述 两 个 问题 中 的 一 个 矩阵 推广 到 m 个 矩阵 , 提出 了 “最 小 
秩 ” 问 题 。 Shallit 等 人 证 明 :“ 最 小 秩 ” 问题 (或 “最 大 秩 ” 问 题 ) 是 一 个 NPC 问题 . 
后 来 人 们 发 现 : 4 r 比较 小 的 时 候 , “最 小 秩 ” 问 题 是 可 解 的 . 类 似 地 , 当 R 比较 
大 的 时 候 ,“ 最 大 秩 ” 问 题 是 可 解 的 . 2000 f£, Louis Goubin 和 Nicolas T. Courtois 
分 别 对 这 两 种 情形 找到 了 算法 , 其 复杂 度 分 别 为 Ol) 和 goe. 

近 十 年 来 , 多 变 元 公 钥 密码 体制 (简称 MPKC) 日 益 受 到 人 们 的 重视 . MPKC 
的 一 般 结构 是 : P=To P oS. 其 中 , 公 钥 P 和 私 钥 P 都 是 有 限 域 上 的 二 次 多 项 
AA, 私 钥 T, S 是 有 限 域 上 的 仿 射 变换 . 故 MPKC 常常 被 称 做 基于 MQ 问题 的 公 
钥 密 码 体制 , 如 MI, HFE, TPM 和 TTM 等 . 这 些 MPKC F, 公 钥 P 和 私 钥 P 的 
每 个 多 项 式 都 可 以 用 和 矩阵 表示 . MAT 出 发 , T o P 可 以 表示 为 一 系列 矩阵 的 线性 
组 合 , 从 而 转化 为 “最 小 秩 ” 问 题 . 通过 求解 “最 小 秩 ” 问 题 实例 , 找 出 私 钥 P 的 二 
次 项 系数 和 仿 射 变换 S, 然后 通过 Gaussian 消去 法 求 私 钥 P 的 一 次 项 系数 和 常数 
项 . 

目前 的 问题 是 : 对 于 上 述 特殊 情形 下 甚至 一 般 情 形 下 的 “最 小 秩 ” 问 题 是 否 存 
在 更 有 效 的 算法 ?如果 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 , 那么 对 于 上 述 可 用 “最 小 秩 ” 问 
题 来 作 密 码 分 析 的 几 个 多 变 元 公 钥 密码 系统 来 说 , 它们 的 安全 性 将 受到 严重 的 威 
胁 . 因为 车 “最 小 秩 ” 问 题 存 在 有 效 算法 , 那么 就 可 以 直接 得 到 这 些 多 变 元 公 钼 密 
BARNA. 
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符号 -数值 混合 计算 


Symbolic-Numeric Computation 


语言 、 文 字 与 计算 机 是 人 类 文明 的 三 大 标志 . 特别 是 计算 , 计算 能 力 的 高 低 , 可 
以 衡量 一 个 民族 或 地 区 进步 与 发 展 的 程度 ， 

RBA TAM. EP. AR. Bk. 管理 以 及 各 种 竞争 、 斗 争 、 甚 至 战争 的 需 
要 , 必须 解决 形形色色 的 问题 , 而 这 种 问题 的 依据 与 答案 , 往往 都 以 数值 的 形式 表 
示 出 来 . 因此 从 远古 以 来 , 就 发 展 了 源 于 整数 而 终于 实数 复数 的 数值 表示 形式 及 其 
各 种 计算 的 方法 , 从 最 简单 的 加 、 WR. Ge. PR, 到 各 种 方程 解法 , 以 及 有 关 的 如 插值 、 
有 逼近、 收敛、 极限 、 误 差 估计 等 等 理论 与 方法 . 20 世纪 中 叶 , 出 现 了 计算 机 , 并 发 展 
XU, 不 仅 使 计算 能 力 大 幅度 提高 , 而 且 具 有 多 种 特殊 功能 . 这 使 计算 上 升 为 与 理 
论 、 实 验 易 足 而 立 的 科研 三 大 主要 形式 . 其 中 , 以 单纯 的 数值 为 对 象 的 , 也 于 20 t 
纪 上 升 为 一 门 独立 的 学 问 , 称 为 计算 数学 . 它 与 各 种 其 他 科学 结合 , 还 形成 了 形 形 
色色 诸如 计算 力学 、 计 算 化 学 等 等 分 文 交 叉 学 科 , BARS. 

数学 由 于 理论 发 展 的 需要 , 需 使 计算 形式 化 、 符 号 化 , 由 此 形成 了 与 数值 计算 
有 所 不 同 的 形式 计算 或 符号 计算 方法 . 近来 的 研究 预示 , 不 仅 这 种 计算 有 助 于 数学 
的 理论 推导 , 甚至 定理 的 证 明 也 可 通过 这 种 计算 来 实现 . 实行 几何 定理 的 机 器 证 明 ， 
即 是 这 方面 一 个 成 功 的 范例 . 

科学 技术 的 发 展 要 求解 决 形形色色 的 问题 , 由 于 问题 的 原始 条 件 或 数值 与 所 求 
答案 之 间 往 往 用 某 种 形式 的 方程 联系 起 来 , 诸如 对 国民 经 济 与 国防 安全 等 利害 依 关 
的 各 种 优化 问题 、 自 动 控制 问题 、 运 筹 规划 问题 等 等 , 最 后 都 将 归结 为 解 某 种 类 型 
方程 的 问题 . 因而 解 各 种 类 型 的 方程 如 多 项 式 方程 、 微 分 积分 方程 、 差 分 方程 等 日 
然 成 为 数学 应 予 重视 的 核心 部 分 , 而 各 种 方程 的 解决 都 无 不 通过 计算 这 一 途径 . iW 
算 的 方法 繁多 , 但 大 体 上 说 来 不 外 乎 两 种 形式 : 一 是 数值 计算 , 又 一 是 符号 计算 . 在 
计算 机 上 实施 时 , 前 者 快速 , 后 者 精确 , 但 又 各 有 缺点 ， 计 算 机 内 能 识别 有 限 事物 ， 
故 对 于 一 般 的 实数 或 复数 只 能 逐步 逼近 , 取 适 当 精 度 的 近似 值 . 因而 收敛 值 无 法 确 
定 , 更 无 法 全 部 获得 . 至 于 符号 计算 , 理论 上 虽 可 获得 全 部 某 种 形式 的 精确 解答 , 但 
往往 计算 量 大 , 且 表 达 形 式 十 分 庞大 , 以 至 于 即使 现代 的 巨型 机 也 难以 承受 . 为 此 ， 
设计 一 种 混合 算法 , 在 计算 过 程 中 不 时 切换 两 种 计算 方法 , 使 之 既 有 两 种 计算 之 长 ， 
又 避 两 种 计算 之 短 , 应 是 解决 目前 计算 上 困难 的 一 种 适当 途径 . 为 此 应 在 理论 上 严 
格 证 明 在 混合 计算 中 以 数值 代替 文字 符号 时 必须 具有 一 定 的 稳定 性 , 即 在 数值 稍 有 
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偏差 时 , 不 致 过 分 失真 而 使 解答 面目 全 非 . 从 而 将 误差 控制 在 解决 一 类 问题 所 需要 
的 范围 内 , 即 得 到 误差 可 控 算 法 . 这 类 算法 也 被 称 为 可 验证 算法 , 或 可 信 算法 . 这 
将 是 一 个 既 有 理论 依据 又 能 实际 运用 的 一 个 值得 考虑 的 问题 . 一 些 初 步 的 进展 可 见 
所 列 参考 文献 . 
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多 项 式 方 程 组 的 有 效 求解 


Solving Polynomial Equation Systems Effectively 


多 项 式 方程 求解 是 最 古老 与 核心 的 数学 问题 之 一 . 根据 方程 求解 的 数 域 , 常见 
的 方程 求解 问题 包括 : 复数 域 上 的 方程 求解 、 实 数 域 上 的 方程 求解 、 有 限 域 上 的 方 
程 求解 、 布 尔 方程 的 求解 等 . 根据 求解 算法 的 类 型 , 我 们 可 以 考虑 准确 的 符号 算法 、 
数值 近似 算法 、 随 机 算法 、 符号 和 数值 混合 算法 、 近 似 算法 等 . 根据 方程 解 的 特性 ， 
我 们 可 以 考虑 零 维 方程 的 数值 解 , 也 可 以 考虑 方程 的 正 维 数 的 解 , 即 所 谓 流 形 解 . 
本 书 中 , 有 若干 问题 涉及 方程 求解 , 包括 “设计 既 实 用 又 安全 的 公 钥 密码 系统 ”,“ 变 
元 公 钥 密码 中 MQ 问题 是 否 存在 有 效 算法 >“ 曲面 交 线 的 高 效 可 靠 计 算 ”"，“ 平 面 连 
杆 机 构 轨 迹 综合 ", “空间 并 联机 构 的 位 置 正 解 ” 

复数 域 上 零 维 方程 求解 是 最 基本 的 , 本 问题 考虑 这 一 情形 . 

方程 求解 的 符号 算法 可 以 给 出 方程 组 解 的 完整 刻画 与 精确 求解 , 具有 众多 的 重 
要 应 用 . 但 是 已 知 的 算法 都 具有 指数 复杂 度 , 而 且 存 在 例子 说 明 指数 复杂 度 是 不 能 
改进 的 . 例如 Groebner 基 方 法 外、 柱 型 分 解法 出 与 Ritt- 吴 特 征 列 方法 四 . 

一 般 认为 , 只 有 多 项 式 复杂 度 的 算法 是 可 以 有 效 求解 的 , 因此 符号 计算 方法 对 
于 大 规模 方程 组 一 般 是 不 可 行 的 . 退 而 求 其 次 , 我 们 可 以 考虑 方程 求解 的 近似 算法 ， 
即 是 否 存 在 方程 求解 的 具有 多 项 式 复 杂 度 的 近似 算法 . 这 是 Smale 提出 的 20 世纪 
18 个 重大 数学 问题 之 一 . 

问题 ”对 于 具有 n 个 变量 的 ”个 多 项 式 , 是 否 存在 统一 的 平均 复杂 度 为 多 项 
式 的 近似 算法 求 出 方程 组 的 一 组 解 ? 更 一 般 地 , 是 否 可 以 将 多 项 式 方程 组 根据 其 是 
否 可 以 有 效 求解 进行 分 类 ? 

Shub 与 Smale 在 他 们 的 系列 论文 [1]-[5] 中 已 经 给 出 了 求解 多 项 式 组 的 复杂 
度 为 多 项 式 的 近似 算法 , 但 是 这 一 算法 不 是 统一 的 . 具体 介绍 如 下 . 

考虑 映射 f : C" 一 Cr, f(z) = (filz), ful) z = (21, en), 其 中 fa 
是 Sd; 次 多 项 式 . 可 以 通过 引入 一 个 新 的 变 元 zo, 将 fi 变 为 齐 次 多 项 式 , 这 样 我 们 
将 首先 在 射影 空间 中 考虑 问题 , 然后 回 到 初始 的 仿 射 空间 . 

由 于 Abel 与 Galois 的 结果 , 我 们 知道 代数 方程 是 不 能 显 式 求 解 的 , 近似 求解 
可 以 用 Newton J&R A FERN. 计算 机 复杂 度 可 以 用 求解 方程 所 用 的 实数 的 算数 运 
算 个 数 与 比较 次 数 来 衡量 . 为 了 得 到 算法 的 平均 计算 复杂 度 , 我 们 需要 给 多 项 式 空 
间 一 个 概率 分 布 , 则 问题 可 以 更 加 精确 地 描述 为 : 
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问题 ”对 于 具有 ”个 变量 的 n 个 多 项 式 f(z) = (file), fale), BRE 


一 个 近似 求解 算法 , 其 平均 计算 时 间 小 于 f 的 系数 个 数 的 一 个 多 项 式 ? 


Shub-Smale 证 明 上 述 问题 是 可 以 解决 的 , 但 是 对 于 不 同 的 d= (di,… ,dn), 算 


法 是 不 同 的 . 一 个 求解 算法 称 为 统一 的 是 指 这 一 算法 可 以 适用 于 所 有 d. 


[1] 


[5] 


[6] 
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基于 有 理 多 项 式 平方 和 的 全 局 最 优 验 证 


Exact Certification of Global Optimality Via 


Rationalizing Sums-of-Squares 


1900 年 , D. Hilbert 在 巴黎 国际 数学 家 会 议 上 提出 了 对 数学 发 展 产生 重大 影 
响 的 23 个 数学 问题 , 其 中 第 十 七 个 问题 为 : 任意 实 系数 的 多 元 多 项 式 f 能 写成 
R(zi…… ,zn) 中 有 理 函 数 的 平方 和 的 充分 必要 条 件 是 f 是 半 正 定 的 (ie, 假设 f 
在 (a, ,an) € Re 上 有 定义 , 则 f(a1,---,a4) > 0). 24m = 1 Rf, f(z) € R(x) 
是 半 正 定 的 , 那么 f(z) 可 以 写成 Ra) 上 两 个 有 理 函 数 的 平方 和 . Hilbert 于 1893 
年 证 明了 n = 2, f(z,y) € R(z, y) 是 半 正 定 的 , W f(z,y) 能 写成 Ray) 上 4 个 
有 理 函 数 的 平方 和 . Artin 在 1927 年 证 明了 Hilbert 的 猜想 在 R(zi,--- ,zn) 上 成 
立 . 假设 K 是 一 个 域 , 存在 正 整 数 p = P(K) 满足 K 上 的 任何 平方 和 一 定 能 写 
成 2 个 天 上 的 元 素 的 平方 和 , 最 小 的 p RRA Pythagoras $t. 已 知 的 Pythagoras 
数 如 P(Q) = 4,P(R) = 1, P(R(z)) = 2, P(R(z,y)) = 4. 1967 Œ, Pfister 证 明了 
f € BR(zi……,zn) 是 正定 的 , 那么 一 定 能 写成 R(zi, ,zx%) 中 2^ 个 有 理 函 数 的 
平方 和 . Pourchet 于 1971 年 证 明了 f(z) € Ql] 是 半 正 定 的 , 则 可 写成 Q[a] 中 
5 个 多 项 式 的 平方 和 . 定义 Pam 和 》 PHA RR[z1,… ,zn] Pn 个 变 元 , 次 数 


为 m 的 齐 次 半 正定 多 项 式 和 多 项 式 平方 和 的 集合 , 显然 Y` C Pam Hilbert 证 


明了 当 n= 2,m 是 偶数 并 且 m > 2 或 n%n<&%m 二 2; 或 n= 3,m 二 4 时 
》 = Pm， 对 其 他 情形 , 我 人 有 S^ C Pum. Motzkin 于 1967 年 给 出 的 多 项 
R: 26 4 riy? + ahy! — 302422? 是 半 正定 但 不 能 写成 多 项 式 平方 和 的 形式 (SOS). 
Polya 于 1928 证 明了 如 果 f € RR|z1,… ,zn] 是 偶 次 的 正定 多 项 式 , 那么 对 充分 大 
WERS r, f (Y zi2) 是 Riz, ,zn] 上 单项 式 的 平方 和 . Habicht 于 1940 将 
Polya 的 结果 推广 为 将 任意 一 个 正定 的 多 项 式 写成 两 个 单项 式 平方 和 的 商 . Reznick 
于 1995 年 证 明了 : 假设 f 是 Ri, ,zn] 中 次 数 为 m 的 齐 次 正定 多 项 式 , elf) 


是 / 在 单位 球 上 的 下 确 界 和 上 确 界 的 比 ,如 果 + > OD TT gA 
og 2e( f) 2 


> f 是 Qni, tn] 上 线性 形 的 (m+2r) URINE R- 线性 组 合 . 1964 年 
i—1 
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Krivine 首次 提出 了 基于 Hilbert 第 17 问题 的 Positivstellenstz: 任意 R[zi,--- , £n] 
中 的 多 项 式 f, f ER 中 任意 点 的 计 值 是 正 的 ， 当 且 仅 当 存 在 st 6 》 满足 


s . f 二 1 十 tCassier 于 1986 年 将 定理 推广 为 : f 在 以 原点 为 中 心 的 半径 为 R> 0 
的 球 上 是 非 负 的 , 当 且 仅 当 对 任意 e > 0, ste 5 MR Pee ott (n z ys). 


i=1 

Pablio 和 Lasserre 于 2000 年 分 别提 出 了 基于 该 定理 和 半 正 定 规划 来 计算 多 项 式 的 
全 局 最 优 解 . Kaltofen 等 于 2008 年 提出 了 基于 有 理 系 数 多 项 式 平 方 和 的 全 局 最 优 
问题 可 信 下 界 的 计算 . 

基于 上 述 讨论 , 我 们 罗列 了 4 个 相关 的 问题 . 

问题 1 ”对 任意 n> 2,n4+2< P(R(z1, > ,Tn)) < 2^, P(R(z1, ,ZTn)) 的 确 
切 值 是 多 少 ? P(Q(z1,… ,zn)) 的 上 界 是 2"+2 xk 2^ + 3 13? 

问题 2 如 果 fe Q|z1,… ,zn] 是 了 [zl ,zn] 上 的 多 项 式 的 平方 和 , 那么 
f 也 是 Q[z1,… ,zn] 上 的 多 项 式 的 平方 和 吗 ? 如 果 是 , 则 如 何 构造 ? 

问题 3 [ERIS] 上 是 正定 的 , 如 何 构造 合适 的 多 项 式 qe Y^ 使 得 


n,27 
a fe Y] ,3EB r 最 小 或 多 项 式 平方 和 的 个 数 最 少 . 
n,m-2r 


问题 4 如 果 f € 了 及 [zl， DAC dul. 给 定 dmn € Q, 利用 Hilbert 第 17 问题 的 解 ， 
在 多 项 式 时 间 内 验证 fmin 是 f BUT. 
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有 理 代 数 曲 面 的 高 效 参 数 化 与 隐 式 化 方法 


Effective Implicitization and Parameterization 
Methods of Rational Surfaces 


空间 代数 曲面 有 两 种 表示 方式 : 隐 式 表示 : 


(I) f(z,y,2)-0 
与 有 理 参 数 表 示 : 
(R) x= P(u,v), y= Qu,v), z= R(u,v). 


由 曲面 的 隐 式 表示 计算 其 有 理 参 数 表 示 称 为 曲面 的 参数 化 . 反 过 来 , 由 曲面 的 
有 理 参数 表示 计算 其 隐 式 表示 称 为 参数 方程 的 隐 式 化 ， 隐 式 化 与 参数 化 问题 不 仅 
是 经 典 的 数学 问题 , 其 高 效 算法 的 研究 还 在 计算 机 图 形 学 中 有 重要 应 用 . 

参数 曲面 的 隐 式 化 本 质 上 是 一 个 消 元 问题 , 已 经 存在 多 种 算法 , 如 Groebner 基 
方法 、 吴 方法 、 结 式 方法 等 . 但 是 , 寻找 效率 更 高 的 算法 任 然 是 一 个 重要 的 研究 问 
a. 其 中 动 曲面 方法 是 其 中 最 有 效 的 方法 9 , 它 可 以 将 曲面 的 隐 式 方程 表示 为 一 个 
相对 低 阶 的 行列 式 . 新 近 发 展 起 来 的 wo 基 方 法 则 是 动 曲面 方法 的 理论 的 完善 与 自 
动 化 , 关于 它 的 研究 还 在 进行 中 局. 一 个 悬而未决 的 问题 是 : 

参数 曲面 的 有 效 隐 式 化 算法 “是否 任何 参数 曲面 的 隐 式 方程 都 可 以 表示 成 一 
个 低 阶 的 行列 式 ? 如 果 是 , 如 何 有 效 得 到 该 行列 式 ? 

并 不 是 所 有 曲面 都 有 参数 表示 , 具有 有 理 参数 表示 的 代数 曲面 称 为 单 有 理 代 数 
曲面 . 

代数 曲面 的 参数 化 算法 由 Schicho 给 出 所. 但 是 这 一 算法 非常 复杂 , 难以 有 效 
计算 曲面 的 参数 表示 . 因此 , 寻找 曲面 的 高 效 参数 化 算法 仍 是 一 个 挑战 性 问题 . 

曲面 的 有 效 参数 化 算法 ”给 出 一 般 超 曲 面 参数 化 的 高 效 算法 . 

参数 化 中 另 一 个 挑 性 的 问题 是 所 谓 正 则 参数 化 问题 有 理 参数 表示 (R) RA 
曲面 (1) 的 正则 参数 表示 如 果 除去 一 个 低 维 集合 后 曲面 上 的 点 与 参数 (u,v) 的 值 一 
一 对 应 . 如 果 一 个 曲面 具有 正则 参数 化 , 则 曲面 称 为 有 理 曲 面 . 

代数 几何 的 一 个 古典 结果 是 : 复数 域 上 任意 单 有 理 代数 曲面 都 是 有 理 曲 面 凶 . 
等 价 的 , 复数 域 上 任意 有 理 参 数 表 示 (R) 都 可 以 通过 重新 参数 化 变 为 正则 参数 表 
7S. 但 是 对 于 高 维 的 代数 簇 , 这 一 结果 不 再 正确 上 4 . 


有 理 代数 曲面 的 高 效 参数 化 与 隐 式 化 方法 ` 479 - 


上 述 结 果 不 是 构造 性 的 , 我 们 因此 提出 下 列 问 题 . 

正则 参数 化 问题 ”对 于 复数 域 上 曲面 的 有 理 参 数 表示 (R), 通过 重新 参数 化 ， 
使 其 变 为 同一 曲面 的 正则 有 理 表 示 . 

这 一 问题 与 多 变 元 Lueroth CHAK, 可 以 等 价 描述 为 : 

构造 性 Lueroth E B ri, ,rm 为 变量 u,v 的 复 系数 有 理 函 数 , KAR 
A PAL plu, v), qalu, v) 使 得 Cr … ,rm)=C(p, 4). 

正则 参数 化 问题 一 些 初步 的 结果 见 文献 [3], 但 离 问题 的 完全 解决 还 相差 很 远 . 
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曲面 交 线 的 高 效 可 靠 计算 


Effective and Robust Computation of Surface Intersections 


曲面 求 交 是 计算 几何 、 几 何 造型 和 计算 机 辅助 设计 等 领域 中 的 基本 问题 之 一 . 
在 这 些 领域 中 , 曲面 之 间 的 布尔 运算 、 拼 接 、 等 距 曲面 的 构造 等 等 , 都 需要 计算 两 
张 曲面 的 交 线 或 者 曲面 的 自 交 线 . 求 交 问题 通常 都 可 以 归纳 为 求解 非 线 性 多 项 式 方 
EA. 在 几何 造型 应 用 中 , 要 求 非 线性 方程 组 的 求解 具有 严格 的 可 靠 性 、 精 确 性 和 
高 效 性 . 

几 种 最 常见 的 曲面 与 曲面 求 交 问题 是 有 理 多 项 式 参数 曲面 与 代数 曲面 求 交 ， 
有 理 多 项 式 参 数 曲 面 与 有 理 多 项 式 参数 曲面 求 交 , 以 及 代数 曲面 与 代数 曲面 求 交 . 
特别 地 , 有 理 多 项 式 参 数 曲 面 与 代数 曲面 求 交 是 所 有 情形 中 最 为 简单 的 , 但 能 够 表 
现 曲 面 与 曲面 求 交 这 类 问题 的 共同 难点 . 

假设 代数 曲面 表示 为 f(z,y,z) = 0, 参数 表示 曲面 为 z = X(uv)/W(u,v), 
y = Y(u,v)/W(u,v), z = Z(u,v)/W (u,v). 把 参数 表示 曲面 的 方程 代入 到 代数 曲面 
的 定义 式 中 , 经 通 分 消去 分 母 得 到 代数 曲线 Fu, v) = 0. 这 样 求 交 问题 就 转化 为 跟 
踪 代数 曲线 Flu, v) = 0. 

求 交 问题 要 解决 两 个 基本 问题 : 交集 的 拓扑 结构 以 及 交集 的 准确 计算 . RACH 
法 的 可 靠 性 主要 是 确定 交集 的 拓扑 结构 , 它 是 求 交 算法 能 否 有 效 地 应 用 于 几何 造型 
系统 的 关键 . 曲面 与 曲面 交集 的 拓扑 结构 可 以 非常 复杂 . 它 可 能 是 空 集 、 EI 
FA, 也 可 能 是 一 些 曲 线段 、 小 圈 、 曲 面 片 、 或 者 它们 的 并 集 .， 此 外 , 曲面 交 线 的 一 
个 特定 分 文 也 可 以 非常 复杂 . 例如 , 两 个 双 三 次 曲面 的 交 线 最 高 次 数 可 以 达到 324 
TR! 其 亏 格 可 高 达 200 多 ! 如 此 高 次 数 、 高 亏 格 的 曲线 可 以 表现 出 非常 复杂 的 局 部 
结构 . 

由 于 有 限 精 度 计算 所 引入 的 数值 误差 , 当今 所 有 的 数值 求 交 算 法 都 无 法 准确 确 
定 交集 的 拓扑 结构 及 几何 形状 . 基于 符号 计算 的 交 线 的 拓扑 结构 分 析 也 由 于 运算 量 
的 巨大 而 不 实用 . 

上 述 因素 使 得 迄今 为 止 还 没有 出 现 一 个 算法 能 同时 满足 上 述 三 方面 的 要 求 , BI 
可 靠 性 、 精 确 性 与 高 效 性 . 因此 寻找 满足 上 述 要 求 的 曲面 交 线 算法 仍然 是 计算 几何 
和 几何 造型 等 领域 最 困难 的 问题 之 一 . 
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平面 向 量 场 不 变 曲线 次 数 的 庞 加 莱 (Poincaré) 问题 


The Poincaré Problem on The Degree Bound 


of Invariant Algebraic Curves of Plane Vector Field 


考虑 如 下 定义 在 复 平 面 C? 上 向 量 场 : 
X= Plz, y) E + Qu) 5 


这 里 P(x, y), Q(z, y) € Cr, y] 并 且 P(z,y), Q(z, y) 没有 非 平 凡 的 公 因子 . 一 条 平面 
代数 曲线 Cle, y) = 0 RA X 的 不 变 代 数 曲 线 , 如 果 X(C(z,y)) = A(x, y)C(a,y), 
这 里 H(r,y) € C[r,y]. deg(P(z,y)) 与 deg(Q(z,y)) 中 的 极 大 者 称 为 X 的 次 数 . 
Poincaré!) 在 研究 X 的 可 积 性 时 , 提出 了 如 下 问题 : 能 否 通过 X 的 次 数 给 出 X 的 
所 有 不 变 曲 线 的 次 数 的 上 界 ? 这 就 是 通常 所 说 的 “Poincaré 问题 ”. 一 般 来 说 这 个 
问题 的 答案 是 否定 的 , 比如 对 于 任意 的 正 整数 wy = 0" 是 向 量 场 X = 0S ens 


的 不 变 代数 曲线 . 但 是 Darboux 定理 告诉 我 们 X 的 所 有 不 变 代 数 曲 线 的 次 数 存 在 
一 个 上 界 . 因而 这 个 问题 可 以 修正 成 : 能 否 给 出 一 个 算法 求 出 给 定 平面 向 量 场 的 所 
有 不 变 曲线 的 次 数 的 一 个 上 界 ? 

一 个 二 元 函数 f(x, y) BRA X 的 首次 积分 , 如 果 对 于 X. 的 任意 积分 曲线 ,jz, y) 
在 它 上 的 取 值 为 一 常数 ， 当 f(x,y) 为 有 理 函 数 时 ,， 称 f(x,y) 为 有 理 首 次 积分 ; 
当 f(x,y) 为 基本 函数 或 者 Liouvillian HAN, WEK f(z,y) 为 基本 首次 积分 或 者 
Liouvillian 首次 积分 . Poincaré 问题 是 由 Darboux, Poincaré 在 研究 平面 问 量 场 或 者 
一 阶 一 次 非 线 性 常 微分 方程 的 是 否 存 在 有 理 首 次 积分 时 提出 来 的 ， 因 而 也 有 人 将 
判断 给 定 的 平面 向 量 场 是 否 存在 有 理 首次 积分 问题 称 为 Poincaré 问 题 . Darboux? 
证 明了 给 定 的 平面 向 量 场 x, 或 者 它 的 不 变 代数 曲线 的 数目 少 于 ED + 2, 或 
者 它 存在 一 个 有 理 的 首次 积分 并 且 它 的 所 有 不 变 代数 曲线 的 次 数 不 超 过 这 个 首次 
积分 的 次 数 , 这 里 d 为 X 的 次 数 . Poincaré 则 指出 了 要 求 X 的 有 理 首次 积分 , 仅 
需要 确定 X 的 所 有 不 变 代数 曲线 的 次 数 的 上 界 . Prelle 与 Singer 则 证 明了 求 X 
的 基本 首次 积分 问题 的 最 大 障碍 在 于 求 它 的 积分 因子 , 而 求 积 分 因子 问题 可 以 归结 
为 确定 x 的 所 有 不 变 代 数 曲 线 的 次 数 的 上 界 . 

平面 向 量 场 不 变 曲线 次 数 的 Poincaré 问题 是 微分 方程 构造 性 研究 的 基本 问 
题 之 一 , 有 很 多 的 应 用 . 举例 如 下 : CD 用 于 寻找 平面 向 量 场 具有 中 心 (center, 指 
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有 闭 积分 曲线 环绕 的 孤立 奇异 点 ) 的 条 件 . 寻找 平面 向 量 场 具 有 中 心 的 充分 必要 
条 件 问 题 对 Hilbert 第 十 六 问题 的 第 二 部 分 起 着 重要 的 作用 . © 用 于 宇宙 动力 
系统 (cosmological dynamical systems) 的 求解 ，@ Lie 建立 了 平面 向 量 场 的 非 平 
凡 无 穷 小 对 称 与 它 的 积分 因子 之 间 的 对 应 关系 , 因而 这 个 问题 的 解决 对 确定 平面 
向 量 场 的 无 穷 小 对 称 有 很 大 的 意义 . @ 由 于 平面 向 量 场 等 价 于 一 阶 一 次 的 微分 方 


程 :  - ES v, 因而 解决 了 Poincaré 问题 就 解决 了 求解 这 类 型 一 阶 一 次 微分 


方程 的 代数 函数 解 问题 

下 面 简要 介绍 问题 的 进展 . 用 d 表示 X 的 次 数 . 由 于 X 定义 了 复 射 影 平面 
上 的 一 个 叶 状 结构 (foliation), 当前 人 们 大 多 是 从 几何 的 角度 来 研究 这 个 问题 . H 
前 所 得 到 的 部 分 结果 当中 大 多 需要 对 不 变 代数 曲线 或 者 X 的 奇异 点 添加 特定 的 条 
件 (奇异 点 是 指 有 多 条 积分 曲线 通过 它 的 点 )， 当 不 变 代数 曲线 的 各 个 不 可 约 分 支 
是 非 奇异 的 并 且 各 个 分 支 间 彼此 最 多 只 相交 于 一 个 点 时 , D.Cerveau 与 A.L.Netold 
证 明了 该 不 变 代数 曲线 的 次 数 不 超过 d+2. 24 X 的 所 有 奇异 点 只 有 有 限 条 积分 曲 
线 通 过 时 , M.M.Carnicer 在 文献 [5] 中 证 明了 同样 的 不 等 式 . 这 两 个 结果 都 是 通过 
X 的 次 数 来 控制 不 变 代数 曲线 的 次 数 并 且 奇 异 点 消解 技术 在 其 中 起 着 重要 的 作用 . 
前 面 的 例子 已 经 说 明了 一 般 来 说 我 们 不 能 通过 X 的 次 数 来 给 出 不 变 代数 曲线 的 次 
X] EJ. 进一步 的 , A.L.Neto 在 文献 [6] 中 构造 了 几 类 具有 固定 次 数 以 及 奇异 点 
具有 固定 的 局 部 解析 性 质 的 叶 状 结构 , 它 具 有 任意 大 次 数 的 有 理 首次 积分 . 这 意味 
着 我 们 甚至 不 可 能 通过 X 的 次 数 以 及 X 的 奇异 点 的 局 部 信息 来 给 出 不 变 代数 曲 
线 的 次 数 的 上 界 . J.V. Pereira 在 文献 [7] 中 引进 了 叶 状 结构 的 多 亏 格 (plurigenera). 
他 证 明了 当 叶 状 结构 的 Kodaira 维 数 为 2 时 , 不 变 代数 曲线 的 次 数 的 上 界 依 赖 于 
叶 状 结构 的 次 数 、 多 亏 格 以 及 不 变 代数 曲线 的 几何 亏 格 . 最 近 还 有 一 些 结果 , 通过 
引进 Milnor 数 、 示 性 数 或 者 Baum-Bott 指标 来 给 出 上 界 , 但 是 这 些 结果 也 都 是 在 
对 X 或 者 不 变 代数 曲线 做 特定 限制 的 情况 下 给 出 . 

最 后 我 们 将 介绍 一 些 在 计算 机 代数 领域 里 这 方面 已 有 的 工作 . 虽然 我 们 无 法 知 
道 不 变 代数 曲线 的 次 数 的 上 界 , 但 是 由 Darboux 定理 只 要 我 们 能 够 找到 足够 多 的 
不 变 代数 曲线 那么 我 们 就 能 够 求 出 有 理 首次 积分 ，Prelle E Singer 在 文献 [3] 中 
给 出 了 一 个 算法 , 这 个 算法 在 预先 给 定 不 变 代数 曲线 的 次 数 上 界 的 情形 下 求 出 可 
能 的 基本 首次 积分 ， 这 个 算法 通常 被 称 为 “Prelle-Singer” 算 法 . 目前 这 一 算法 已 
经 在 计算 机 代数 系统 REDUCE 以 及 MACSYMA 中 实现 . Man 与 Maccallum 在 
文献 [8] 中 改进 了 “Prelle-Singer” 算 法 , 使 得 算法 避免 了 有 理 数 域 的 代数 扩张 上 的 
运算 . 他 们 在 计算 机 代数 系统 REDUCE 中 部 分 实现 了 算法 , 只 能 部 分 实现 的 原因 
是 REDUCE 系统 中 的 solve 函数 无 法 判断 给 定 的 代数 方程 组 是 否 存 在 有 理 数 解 . 
Scharwz 在 文献 [9] 中 给 出 了 求 带 参数 的 平面 向 量 场 的 多 项 式 首 次 积分 的 算法 , 这 
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一 算法 能 够 给 出 平面 向 量 场 存在 多 项 式 首次 积分 时 参数 所 需要 满足 的 关系 . Duarte 
等 人 将 “Prelle-Singer” 算 法 推广 到 了 二 阶 一 次 常 微分 方程 9. 
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微分 代数 簇 的 不 可 缩 分 解 


Irredundant Decomposition of Differential Algebraic Varieties 


代数 几何 的 一 个 基本 结果 是 : 任意 一 个 代数 簇 可 以 分 解 为 不 可 约 代数 簇 的 并 . 
这 一 分 解 称 为 不 可 缩 的 , 如 果 任 意 一 个 不 可 约 代 数 簇 都 不 包含 在 其 他 代数 簇 中 . 

在 构造 性 代数 几何 中 , 上述 定 理 可 以 通过 Ritt- 吴 特 征 列 方法 构造 性 实现 . 设 
S 为 有 理 系 数 n 个 变量 的 多 项 式 集合 , 我 们 用 Zero(S) 表示 S 中 多 项 式 在 复数 域 
上 的 公共 零点 的 集合 , 即 代 数 簇 . 

Ritt- 吴 零 点 分 解 定理 就 是 要 给 出 任意 拟 代数 簇 一 个 构造 性 描述 ， 为 此 , UI 
需要 下 面 的 概念 . 一 个 多 项 式 组 称 为 升 列 , 如 果 通 过 变量 重新 命名 后 可 以 写成 如 下 
形式 : 

Ai(ui,:::,uq,91) = Ty? +y 的 低 次 项 
Alur ug yi Y2) = Toys? 十 y2 的 低 次 项 


a 922.2525 


4p(ul， rrr Ug Yl ; Up) = pup? + Up 的 低 次 项 ， 


其 中 A; 关于 yi (i < 3) 的 次 数 比 A; 关于 yi (i<j) 的 次 数 要 低 . 五 40 RA A; 的 
初 式 . AS = {41:… Ap) J 为 A; 的 初 式 的 乘积 . 对 于 以 上 概念 , 定义 


SAT(AS) = {P| 存在 正 整 数 ”使 得 J" P € (AS)). 


如 果 AS 是 不 可 约 的 , Jl] SAT(AS) 是 一 个 素 理想 . 可 以 认为 , AS 是 这 一 素 理想 的 
一 般 点 的 构造 性 表示 . Ritt- 吴 分 解 定 理 是 讲 : 对 一 非 空 多 项 式 集 合 5 我 们 可 以 在 
有 限 步 内 构造 不 可 约 升 列 AS, 使 得 


Zero (8) = | JZero(SAT(AS;)) (1) 
k 


在 上 述 分 解 中 , 有 些 分 支 是 多 余 的 . 要 想 去 掉 这 些 多 余 分 支 , 我 们 需要 计算 SAT(AS) 
的 生成 基 向 . 

以 上 结果 除了 计算 SAT(AS) 的 生成 基 这 一 问题 之 外 , 可 以 平行 推广 到 代数 微 
分 方程 LI~ 引 . 因此 对 于 给 定 的 微分 多 项 式 集合 S, 我 们 也 可 以 计算 类 似 式 (1) 的 分 
f£, 将 相应 的 微分 代数 簇 分 解 为 不 可 约 微 分 代数 簇 . 为 了 进一步 得 到 不 可 缩 分 解 ， 
我 们 需要 解决 以 下 问题 : 
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素 理想 包含 问题 ”给 定 两 个 不 可 约 微 分 升 列 451, AS2, 判定 SAT(AS1) 是 否 
包含 SAT(AS2). 

如 果 集 合 S 只 包含 一 个 微分 多 项 式 FE. 则 Zero(F) 的 不 可 缩 分 解 可 以 由 Ritt 
的 低 次 项 定理 直接 解决 上 4. 对 于 不 可 缩 分 解 (1) 与 F = 0 一 个 解 s, 我 们 希望 知道 
s 属于 (1) 中 哪些 分 支 . 这 一 问题 可 以 归结 为 下 面 的 问题 : 

Ritt 问题 A 是 含有 7m 个 变量 的 不 可 约 微 分 多 项 式 , 判定 (0,… ,0) 是 否 属 
于 Zero(SAT(A)). 

不 难看 出 Ritt 问题 是 素 理想 包含 问题 的 特殊 情况 . 对 于 只 含有 一 个 变量 的 二 
阶 常 微分 方程 , Ritt 解决 了 以 上 问题 由. 一 般 情形 没有 什么 进展 , 原因 之 一 是 在 代 
数 情形 用 于 求解 这 一 问题 的 一 些 工 具 , 例如 , RAR Chow 形式 , 多 项 式 理想 的 
Groebner 基 , 都 不 能 推广 到 代数 微分 方程 . 因此 , 也 可 以 通过 研究 这 些 更 一 般 的 问 
题 为 Ritt 问题 的 解决 提供 线索 . 
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差分 代数 簇 的 不 可 约 分 解 


Irreducibility Decomposition for Algebraic Difference Varieties 


代数 几何 的 一 个 基本 结果 是 : FER MRT ELA fA I RI AMORE FF. 
这 一 分 解 称 为 不 可 缩 的 , 如 果 任 意 一 个 不 可 约 代数 簇 都 不 包含 在 其 他 代数 簇 中 . 

在 构造 性 代数 几何 中 ,上 述 定理 可 以 通过 Ritt- 吴 特 征 列 方法 构造 性 实现 . 设 
S 为 有 理 系数 ”个 变量 的 多 项 式 集 合 , 我 们 用 Zero(S) 表示 S 中 多 项 式 在 复数 域 
上 的 公共 零点 的 集合 , MARAI. 

Ritt- 匡 零 点 分 解 定理 就 是 要 给 出 任意 拟 代数 簇 一 个 构造 性 描述 ， 为 此 , 我 们 
需要 下 面 的 概念 . 一 个 多 项 式 组 称 为 升 列 , 如 果 通 过 变量 重新 命名 后 可 以 写成 如 下 
形式 : 

Ailu, ugy) = hyt +y 的 低 次 项 

42(ul , Ug, Y1, 92) = hy? + Y2 的 低 次 项 

Ap(u1, Ug Y1 s Yp) = Ipyp? + Yp 的 低 次 项 ， 
其 中 A; 关于 yi (i < 7) 的 次 数 比 4; 关于 yi (i<j) 的 次 数 要 低 . I; Z0 BRA A; 的 
初 式 . 设 AS = (Ai, ,hp}、J 为 A; 的 初 式 的 乘积 . 对 于 以 上 概念 , 定义 


SAT(AS) = {P| 存在 正 整 数 ”使 得 J^ P € (48)). 


WR AS 是 不 可 约 的 , 则 SAT(AS) 是 一 个 素 理想 . 可 以 认为 , AS 是 这 一 素 理想 的 
一 般 点 的 构造 性 表示 . Ritt- 吴 分 解 定理 是 讲 : 对 一 非 空 多 项 式 集合 S 我 们 可 以 在 
有 限 步 内 构造 不 可 约 升 列 AS,, 使 得 0 


Zero(S) = | JZero(SAT(AS;)) (1) 
k 


在 上 述 分 解 中 , 有 些 分 支 是 多 余 的 . 要 想 去 掉 这 些 多 余 分 支 , 我 们 需要 计算 SAT(AS) 
的 生成 基 . 

以 上 结果 中 的 大 部 分 内 容 已 经 被 推广 到 代数 微分 方程 571. 

差分 方程 是 另外 一 类 主要 的 方程 类 型 .一 个 自然 的 问题 是 研究 一 般 代数 差分 
方程 集合 解 的 结构 . Ritt 等 人 早 在 20 世纪 30 年 代 就 已 经 证 明 : 任意 一 个 差分 代 
数 簇 可 以 分 解 为 不 可 约 差分 代数 簇 的 并 四 , 但 是 这 一 结果 的 构造 性 算法 一 直 未 能 
给 出 , 即 : 给 出 一 个 算法 将 差分 代数 方程 的 解 集 分 解 为 不 可 约 差分 代数 簇 . 
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解决 上 述 问 题 一 个 自然 的 途径 是 将 Ritt- 吴 零 点 分 解 定理 推广 到 代数 差分 方 
程 , 文献 [2] 和 [3] 已 经 对 这 一 途径 做 了 尝试 . 所 得 到 的 结果 可 以 将 差分 代数 簇 分 解 
AA (1) 的 形式 , 其 中 AS, 是 真 不 可 约 的 . 文献 [2]、[3] 还 证 明 对 于 真 不 可 约 升 列 
AS, Zero(SAT(45)) 不 空 . 由 此 , 可 以 解决 相应 差分 与 差分 -微分 混合 方程 系统 的 完 
备 理想 成 员 问 题 . 

文献 [2]. [3] 中 还 定义 了 强 不 可 约 的 升 列 的 概念 , 并 证 明 : 对 于 强 不 可 约 升 列 
AS, Zero (SAT(AS)) 是 自 反 素 理 想 . 但 是 , 如 何 计算 强 不 可 约 升 列 还 是 一 个 公开 问 
题 . | 

由 于 差分 方程 的 结构 的 特点 , 很 多 关于 差分 方程 的 问题 是 不 可 判定 的 . 所 以 , VF 
算 强 不 可 约 升 列 问题 也 可 能 是 不 可 判定 的 . 因此 , 我 们 提出 一 个 弱 一 些 的 问题 : 证 
明 对 于 一 个 真 不 可 约 升 列 AS, Zero(SAT(AS)) 是 纯 差 分 代数 簇 , 即 Zero(SAT(AS)) 
可 分 解 为 维 数 与 阶 数 相同 的 差分 代数 簇 . 
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最 小 微分 维 数 多 项 式 的 计算 


Computation of Minimal Differential Dimension Polynmials 


设 天 是 一 个 零 特 征 微分 域 , A = {51,… ,6m} 为 其 微分 算 子 . R L= K(m,…， 
tn) AK 及 有 限 个 元 素 7 = {m, m) 所 生成 的 微分 扩 域 . 以 O 表示 61 … om 


所 生成 的 自由 交换 半 群 . WR r 是 任 一 个 非 零 整数 , S 


G(r) = po ...6km e O| a < 路 
X4 L, = K(O(r)m U---U O(r)g,). Kolchin?] 于 1964 年 证 明了 存在 着 一 个 系数 
是 有 理 数 的 单元 多 项 式 wise (t), 使 得 
(i) E r 是 任何 足够 大 的 整数 , WA wigk(7) = trdegg Lr; 


(ii) degwy y < m, MB wyg (t) TAS RM wy x(t) = zal ; ) 其 中 ao0,…， 


an 为 整数 

(iii) d = deg uk + am Al ag 与 扩 域 L/K 的 微分 生成 集 n ER. d 和 ag 分 别 
叫 作 L/K 的 微分 类 型 和 典型 微分 维 数 . 此 外 , am Æ LEK 上 的 微分 超越 度 , 也 
就 是 在 所 有 LARTA 6.6, H, 使 得 集合 (06|0c OL « i « k) dE K ER 
数 无 关 的 最 大 的 k. 

此 多 项 式 wy) x(t) 定义 为 微分 扩 域 工 在 K 上 微分 生成 集 n 的 相关 微分 维 数 多 
MA. 1975 年 , Sitt 证 明了 所 有 有 限 生 成 的 微分 扩 域 的 维 数 多 项 式 的 集合 是 良 序 
R, 其 中 序 < 定义 如 下 : f(t) < g(t) 且 而 当 且 对 任 的 够 大 的 整数 有 f(r) < g(r). 

由 此 可 知 , 对 每 个 有 限 生 成 的 微分 扩 域 L/K, 总 存在 有 限 子 集 7 C L, 使 得 
Wy k(t) TE L/K 的 所 有 有 限 微分 生成 子 集 的 微分 维 数 多 项 式 中 对 于 序 < 来 说 是 最 
低 的 . 此 多 项 式 定 义 为 扩 域 L/K 的 最 小 微分 维 数 多 项 式 . 

下 面 的 两 个 问题 尚 无 解答 : 

(1) 寻求 一 个 算法 , 可 以 断定 一 个 已 知 的 微分 扩 域 工 在 天 上 的 微分 生成 集 n 
及 其 相关 的 微分 维 数 多 项 式 wy x(t), 是 否 是 L/K 的 最 小 微分 维 数 多 项 式 . 

(2) 寻求 一 个 算法 , 可 以 从 一 个 已 知 的 微分 扩 域 工 在 天 上 的 微分 生成 集 及 此 
集 的 微分 关系 , 计算 L/K 的 最 小 微分 维 数 多 项 式 . 

显而易见 , 解决 了 第 二 个 问题 , 就 可 以 解决 第 一 个 问题 . 
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微分 维 数 多 项 式 的 概念 与 决定 物理 场 的 偏 微分 方程 组 的 强度 概念 是 密切 相关 
的 . 强度 概念 为 爱 因 斯 坦 首创 及 研究 , THESE TU 在 定义 一 物理 场 的 所 有 微分 方 
程 组 中 , 如 何 决 定 其 中 强度 最 高 之 一 组 的 问题 . 1980 f£, Mikhalev 和 Pankratev!6! 
说 明了 微分 代数 方程 的 强度 , 可 以 看 成 是 一 个 与 方程 组 相关 的 微分 扩 域 的 微分 维 数 
多 项 式 . 利用 微分 代数 语言 , 爱 因 斯 坦 找寻 最 高 强度 的 问题 就 是 找寻 某 个 微分 扩 域 
的 最 小 微分 维 数 多 项 式 的 问题 . 因而 决定 此 多 项 式 的 问题 , 不 只 是 微分 代数 的 重要 
问题 , 其 解答 更 可 导致 理论 物理 学 新 的 重要 成 果 . 

1980 年 , Mikhalev 和 Pankratev'®l 证 明了 : 如 果 只 考虑 微分 类 型 是 m 一 1 的 (m 
是 A 的 基数 )、 典型 微分 维 数 是 + 的 有 限 生 成 微分 扩 域 , 那么 多 项 式 (7) (+) 
是 这 些 扩 域 所 有 微分 维 数 多 项 式 中 最 小 的 . 在 [3]、[4] 及 [5, 第 5.7 节 ] 各 文献 中 ， 
曾 获 得 多 项 式 (t+tm) — (10) 或 a(t) 为 最 小 微分 维 数 多 项 式 的 、 有 限 生成 的 
微分 扩 域 的 一 些 性 质 . 对 某 些 个 别 的 微分 扩 域 , Kondrateva 得 到 了 它们 的 最 小 微分 
维 数 多 项 式 ( 见 文献 [3] 和 [4]). 最 后 , 在 文献 [5, 第 5.7 节 ], 还 证 明了 由 所 有 最 小 
微分 维 数 多 项 式 形 成 的 集 , 就 是 由 所 有 与 有 限 生成 的 微分 扩 域 相关 的 微分 维 数 多 项 
式 形成 的 集 . 

微分 维 数 多 项 式 的 计算 , 已 知 的 有 两 个 方法 . 其 一 是 基于 决定 扩 域 的 微分 理想 
的 特征 集 , 其 二 是 利用 与 扩 域 相关 的 Kühler 微分 量 模 的 自由 分 解 ( 详 见 [6] 和 [5， 
第 五 和 第 九 章 ]). 不 过 , 我 们 没有 计算 最 小 微分 维 数 多 项 式 的 算法 , 就 是 当 生 成 集 的 
决定 理想 是 由 线性 微分 方程 生成 的 特殊 情况 下 , 这 一 问题 也 没有 解决 . 这 说 明了 上 
述 尚未 解答 的 问题 是 有 实在 的 困难 的 . 它们 的 解答 将 会 是 微分 代数 学 及 其 应 用 的 
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罗 塔 一 巴克 斯 特 (Rota-Baxter) 代数 中 的 几 个 问题 


Problems in Rota-Baxter Algebras 


设 KK 为 交换 环 , R 为 结合 K- 代数 . 固定 OK 中 元 素 和 AR ERR P Wh 
足 如 下 “Rota-Baxter JFE”, 则 称 P 为 ( 权 为 和 的 )Rota-Baxter 算 子 : 


P(z)P(y) = P(zP(y)) + PCP(z)y) + AP(zy), 


这 里 z,y 是 六 中 任意 元 素 . R 及 所 带 Rota-Baxter 算 子 便 称 为 Rota-Baxter 代数 . 
Rota-Baxter 算 子 得 名 于 数学 家 G. Baxter 在 1960 年 源 于 概率 论 的 研究 2] 和 组 合 
大 师 Rota MATEO. 它 集 数 学 分 析 中 的 积分 算 子 、 离 散 数 学 中 的 求 和 算 子 、 
代数 中 的 标量 乘积 及 量子 场 论 中 的 投影 算 子 为 一 体 , 并 与 以 著名 物理 学 家 杨振宁 和 
R. Baxter 命名 的 经 典 杨 -Baxter 方程 中 密切 相关 . 从 20 世纪 末 开 始 , Rota-Baxter 
ALT XE Hopf 代数 、 数 论 、 组 合 、Operads、 微 分 代数 和 量子 场 论 86,8| 等 领域 都 得 
到 应 用 . 但 整体 来 说 , Rota-Baxter 代数 的 理论 及 研究 还 处 于 初步 发 展 阶段 , 许多 基 
本 问题 尚 有 竺 解决 , 以 下 是 其 中 三 个 : 

(1) 自由 交换 Rota-Baxter 代数 的 结构 ”自由 交换 Rota-Baxter 代数 在 Rota- 
Baxter 代数 研究 中 的 地 位 类 似 于 自由 交换 代数 ( 即 多 项 式 代数 ) 在 交换 代数 研究 中 
的 地 位 . 因此 对 其 代数 性 质 的 研究 对 整个 Rota-Baxter 代数 的 研究 至 关 重 要 . 自由 
交换 Rota-Baxter 代数 的 特殊 情形 在 三 十 年 前 已 由 Rota 和 Cartier!) 构造 . 其 一 
般 情形 及 自由 非 交 换 Rota-Baxter 代数 的 构造 于 近 几 年 得 到 上, 四. 根据 文献 [5] 中 
得 到 的 张 量 分 解 , 自由 交换 Rota-Baxter 代数 由 粘 合 洗 牌 代数 扩张 得 到 . MMA 
牌 代 数 本 身 又 是 有 名 的 拟 对 称 多 项 式 代 数 、 洗 牌 代数 和 拟 洗 牌 代数 的 推广 , 有 着 
广泛 的 应 用 , 而 其 代数 结构 并 不 简单 . 以 洗 牌 代数 为 例 , 它 在 有 理 数 域 上 是 由 Lyn- 
don 字 生 成 的 多 项 式 代 数 , 但 在 整数 环 或 有 限 域 上 就 相当 复杂 . 这 方面 的 进展 见 文 
献 [7]. 

(2) 链条 件 问 题 ”自由 交换 Rota-Baxter 代数 中 怎样 的 理想 满足 升 链条 件 ? 与 
结合 代数 和 微分 代数 理论 的 研究 类 似 , 这 是 Rota-Baxter 交换 代数 和 Rota-Baxter 
代数 几何 的 研究 中 要 首先 解决 的 问题 . 本 问题 的 困难 在 于 自由 交换 Rota-Baxter 代 
数 的 结构 远 比 自由 交换 代数 ( 即 多 项 式 代 数 ) 和 自由 交换 微分 代数 ( 即 微分 多 项 式 
代数 ) AA. 因此 较 常见 的 理想 ， 如 根 理想 和 Rota-Baxter 理想 ， 都 不 适用 . 这 方面 
的 初步 工作 见 文献 [4]. 
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(3) 与 杨 -Baxter 方程 的 关系 BM RotaBaxter 算 子 中 的 Baxter MH - 


Baxter 方程 中 的 Baxter 并 没有 关系 , 但 Rota-Baxter 算 子 和 经 典 杨 -Baxter 方程 
及 结合 杨 -Baxter 方程 却 有 着 密切 联系 山 . 一 个 自然 的 问题 是 量子 杨 -Baxter 方程 
应 该 怎样 与 Rota-Baxter 代数 或 其 量子 推广 联系 ? 洗 牌 代数 的 量子 化 B 有 可 能 提 
供 自由 量子 Rota-Baxter 代数 的 信息 . 


[1] 


[4] 


[10] 
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阿 蒂 亚 (Atiyah) 猜想 


Atiyah Conjecture 


2001 年 , M.F. Atiyah 提出 了 以 下 猜想 凸 , 现在 被 文献 称 为 Atiyah 猜想 : 
R3 中 有 互 不 相同 的 n 个 点 ai(i = 1,2,… n), H ty 表示 单位 球面 上 的 


一 外 .构造 关于 变 元 t 的 n 一 1 次 多 项 式 pi = [[ t — tu), 猜测 这 n 个 多 项 
jzi 





点 
" 2 

式 是 线性 无 关 的 . 
1997 年 Berry 和 Robbins 在 研究 量子 力学 的 spin 统计 定理 时 , 提出 下 面 的 问 
Ei: 考虑 两 个 著名 的 流 形 , 一 个 是 流 形 C,(R°), 它 是 由 R 中 所 有 n 个 互 不 相同 的 
点 组 成 的 构 形 空间 , 另 一 个 流 形 是 flag 流 形 U(n)/T, 它 是 由 C" 中 n "IERI 
组 成 的 等 价 类 集合 , 其 中 每 个 向 量 差 一 个 相位 等 价 . n 个 元 素 的 置换 群 5。 目 由 作 
用 在 C4,(9) E. 问 : 是 否 对 每 个 A dd fn: C,(R9) 一 U(n)/T, ' 5 


S, 的 作用 相 容 ? Atiyah 构造 的 映射 tij = oat a 就 是 ”= 2 情形 下 由 C2(R3) 


到 U(2)/T = S? 的 连续 映射 . 

Atiyah 在 文献 [1] 中 对 n = 3 的 情形 和 n 点 共 线 的 情形 证 明了 他 的 猜想 成 立 . 
M. Eastwood 和 P. Norbury 证 明了 n = 4 REY RAAB eI). Atiyah 和 Sutcliffe 
在 文献 [2] 中 又 进一步 提出 两 个 更 困难 的 猜想 , 称 为 Atiyah-Sutcliffe 第 二 和 第 三 猜 
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AE Sa 5B ET RE 


Nonnegative Matrix Factorization 


非 负 和 矩阵 分 解 (nonnegative matrix factorization, NMF) 是 当代 大 量 数 据 计 算 
和 处 理 中 一 种 有 力 的 工具 . 非 负 和 矩阵 分 解 利用 对 非 负 的 基 向 量 进行 没有 减法 的 线 
HAA, 对 数据 提供 了 一 种 更 加 简单 直观 的 表示 和 理解 . 应 用 到 非 负 和 矩阵 分 解 的 领 
域 已 涉及 图 像 处 理 趾 、 文 本 信息 挖 据 、 生 物 信 息 等 . 

非 负 和 矩阵 分 解 可 以 精确 的 定义 如 下 . 给 定 一 个 mx n 的 非 负 实 和 矩阵 4 ( 即 其 所 
有 元 素 非 负 ) MAK k, k > 1, 试 找 一 对 非 负 的 实 甜 阵 因 子 m xk 的 W 和 kxn 的 
H, 满足 下 列 条 件 : 


或 断定 分 解 不 存在 . 

对 非 负 矩阵 的 研究 可 追溯 到 Perron 和 Frobenius 在 1907 年 的 工作 . MAEM HE 
阵 分 解 问题 (1) 的 提出 则 在 1973 ŒP. 在 过 去 的 几 十 年 中 , 人 们 提出 各 种 数值 算法 
来 解决 非 负 和 矩阵 分 解 的 逼近 问题 . 具体 来 说 , 给 定 一 个 m x n 非 负 实 矩阵 AMS 
数 < min(m, n), 试 找 非 负 的 实 因 子 mm x k Nw M kx n 的 五 对 A 进行 低 秩 的 
IT, 即 满足 下 面 的 优化 问题 : 


| d j 
„5n fW, H) = 5 | A- WH |f. (2) 


目前 存在 的 算法 都 是 基于 局 部 改进 或 贫 禁 算法 (参见 文献 [3]. [4] 和 其 中 的 参 
考 文献 ), 这 其 中 没有 一 种 算法 能 够 保证 解 的 最 优化 性 . 这 表明 找到 非 负 托 阵 分 解 
问题 的 最 优化 解 并 非 易 事 ， 事实 上 , 最 近 人 们 严格 地 证 明了 非 负 和 殷 阵 分 解 (1) 是 
NP-hard 四 .由 于 非 负 矩阵 分 解 在 众多 应 用 中 的 重要 性 , SPONSE th I OD 
研究 及 其 算法 发 展 将 会 继续 活跃 在 组 合 优化 和 数值 代数 的 领域 . 


A=WH, (1) 
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非 线性 偏 微分 方程 间断 解 问题 的 高 精度 格式 


High Order Scheme for Nonlinear PDEs with 


Discontinuous Solutions 


数值 分 析 和 科学 计算 的 一 个 非常 重要 的 研究 领域 是 设计 和 分 析 求 解 偏 微分 方 
程 的 数值 格式 . 通常 情形 下 , 这 些 偏 微分 方程 的 准确 解 是 无 法 显 式 给 出 的 . 许多 不 
同 的 数值 离散 格式 被 提出 并 分 析 , 例如 有 限 差分 方法 、 有 限 元 方法 、 谱 方法 等 . 对 
一 维 问题 , 如 果 数 值 解 可 由 N 个 自由 度 来 表示 . 例如 , 对 差分 方法 而 言 , 即 为 N 个 
网 格 点 的 函数 值 ; 对 谱 方法 而 言 , 即 为 前 N 项 的 Fourier 系数 , 当 数 值 解 和 方程 的 
准确 解 的 误差 在 某 种 范 数 意义 下 (例如 L (1 < p < oo) 范 数 ) 满足 ONE), BAN 
称 该 格式 为 上 阶 的 . 23 k 的 值 较 大 时 (k > 3), 格式 称 为 高 精度 格式 . 有 些 情形 下 ， 
k = 2 也 被 称 为 高 精度 格式 . 

数值 格式 的 精度 阶 是 针对 全 局 误差 ( 即 数值 解 和 方程 的 准确 解 之 间 的 误差 ) 而 
言 的 . 数值 分 析 中 还 涉及 到 一 个 局 部 截断 误差 的 概念 ， 对 时 间 依 赖 问题 , 从 偏 微 分 
方程 的 准确 解 出 发 , 数值 格式 仅 走 一 步 所 引入 的 数值 误差 与 时 间 步 长 的 比值 即 为 局 
部 截断 误差 . 局 部 截断 误差 可 以 很 容易 地 由 Taylor 展开 得 到 , 但 是 全 局 误差 的 估计 
通常 情况 下 是 非常 困难 的 . 对 具有 光滑 解 的 偏 微分 方程 , Lax 等 价 定理 及 它 的 一 系 
列 推广 表明 一 个 稳定 格式 的 全 局 截断 误差 和 局 部 截断 误差 具有 相同 的 误差 阶 . 因 
此 , 人 们 常常 称 局 部 截断 误差 为 ONTE) 的 数值 格式 为 k 阶 的 格式 . 

利用 局 部 截断 误差 设计 一 个 高 精度 的 稳定 格式 是 相对 容易 的 . 对 于 给 定 的 k, 
甚至 可 以 构造 出 对 于 任意 k 误差 小 于 ONE 谱 方 法 . 事实 上 , 谱 方法 逼近 偏 微分 
方程 解析 解 的 误差 可 以 达到 指数 阶 递减 , BIO (e^) (o. 0 为 常数 ). 由 Lax 等 价 
定理 及 它 的 一 系列 推广 可 知 , 这 样 得 到 的 格式 就 是 全 局 误差 意义 下 的 高 精度 格式 . 

尽管 如 此 , 偏 微分 方程 的 解 可 能 不 光滑 . 例如 双 曲 型 方程 , 即使 初 值 和 边界 条 
件 非 常 光滑 , 其 解 也 会 出 现 间断 , 此 时 , 利用 局 部 截断 误差 设计 的 针对 光滑 解 的 高 
精度 格式 将 无 法 保证 全 局 误差 在 强 范 数 (例如 L (1 < p < oo) GR) 意义 下 的 高 
精度 收敛 . 举例 来 讲 , 当 高 阶 差 分 格式 或 者 谱 方 法 用 来 允 近 双 曲 型 偏 微分 方程 的 间 
TREAT, 所 产生 的 数值 误差 在 L 范 数 下 将 不 会 好 于 ON). 这 似乎 意味 着 高 精 
度 的 格式 在 这 一 情形 下 并 不 优 于 一 阶 的 格式 . 

20 世纪 70 年 代 末 , Lax, Mock), Majda, McDonough, Osherl?! 证 明了 高 精度 
格式 在 逼近 线性 偏 微分 方程 的 间断 解 时 仍然 能 保持 高 精度 , 但 此 时 度量 误差 的 范 数 
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应 为 Sobolev 空间 中 的 负 范 数 . 简单 的 说 , 高 精度 被 隐藏 在 “函数 和 矩 ”( 乘 以 光滑 函 
数 后 的 积分 ) 中 , 但 却 无 法 在 强 范 数 意 义 下 直接 得 到 . 根据 这 一 数学 事实 , 我 们 可 以 
利用 某 种 “后 处 理 ” (例如 [1]. [3]. [4] 中 的 后 处 理 ) 来 得 到 一 个 调整 后 的 数值 解 . 调 
整 后 的 数值 解 将 真正 具有 强 范 数 (如 L 范 数 ) 意义 下 的 高 精度 . 

那么 当 偏 微分 方程 为 非 线性 且 解 有 间断 时 ,“ 高 精度 ”格式 在 什么 意义 下 仍然 
保持 高 精度 呢 ? 这 仍然 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 至 今 为 止 , 除去 一 些 特 殊 情 形 , 如 
事先 知道 间断 的 个 数 及 能 够 精确 地 计算 间断 的 位 置 , 没有 一 个 数学 理论 来 证 明 非 线 
性 方程 间断 解 问题 的 “高 精度 ”格式 的 数值 解 在 某 种 范 数 意 义 下 仍然 保持 高 精度 . 
在 文献 [3]. [4] 中 用 到 的 数学 技巧 很 大 程度 上 依赖 于 方程 的 线性 性 , 因此 无 法 直接 
地 推广 到 非 线 性 问题 . Lax?! 认为 , 对 于 非 线 性 偏 微 分 方程 的 高 精度 格式 的 数值 解 
应 该 仍然 包含 高 精度 的 信息 , 只 是 我 们 还 不 知道 怎样 描述 和 提取 这 些 信息 . 事实 上 ， 
Lax 应 用 信息 论 的 观点 表明 , 相 比 线性 偏 微分 方程 , 由 于 非 线 性 偏 微分 方程 解 算 子 
的 收缩 性 , 应 该 有 更 多 的 高 阶 信息 被 保留 在 非 线性 方程 高 精度 格式 的 数值 解 当中 . 
数值 结果 (例如 [5] 中 的 结果 ) 表明 对 非 线性 间断 问题 的 高 精度 数值 解 确实 含有 高 
精度 的 信息 , 可 以 通过 某 种 后 处 理 过 程 来 提取 . 关于 非 线 性 方程 高 精度 的 真正 含义 
的 严格 数学 理论 的 研究 将 会 是 非常 有 意义 的 工作 . 
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分 片 多 项 式 方程 组 的 计算 及 相关 几何 问题 


Computation of System of n-Dimensional Piecewise Polynomials, 
and Its Related Geometric Problems 


经 典 代 数 几 何 学 之 所 以 是 一 门 具有 强大 生命 力 的 基础 性 的 分 支 学 科 , 原因 之 一 
是 它 顺应 了 人 们 采用 多 项 式 来 刻画 几何 曲线 、 曲 面 和 近似 表达 各 种 函数 特别 是 连 
续 函 数 的 历史 潮流 . 按照 Weierstrass 逼近 定理 、 定 义 于 有 界 闭 域 上 的 任意 给 定 的 
连续 函数 都 可 以 用 多 项 式 序列 来 一 致 逼近 . 然而 由 于 多 项 式 本 身 的 整体 性 太 强 , 它 
在 一 点 附近 的 性 质 足 以 决定 它 的 整体 性 质 , 但 这 种 整体 性 质 却 不 为 大 多 数 几 何 对 象 
所 具备 . 因而 许多 几何 对 象 不 能 用 多 项 式 来 很 好 地 刻画 . 这 在 一 定 程度 上 制约 了 几 
何 学 的 应 用 与 发 展 . 随 着 20 世纪 40 年 代 现 代 计 算 机 的 问世 和 发 展 以 及 样 条 (分 
片 多 项 式 ) 理论 的 系统 创立 使 人 们 可 以 采用 样 条 、 即 分 片 多 项 式 来 刻画 与 近似 表达 
各 种 几何 曲线 面 和 其 他 几何 对 象 . 从 而 为 计算 几何 的 理论 和 应 用 开辟 了 广阔 的 新 天 
HH. 事实 上 , 20 世纪 中 叶 以 来 人 们 逐步 转向 采用 样 条 来 刻画 和 近似 表达 各 种 曲线 、 
曲面 与 其 他 几何 对 和 象 ,使 得 样 条 特别 是 多 元 样 条 成 为 计算 几何 的 理论 基础 和 基本 
工具 . 

设 A ARR D eR WH, SEA) 定义 为 D 上 的 分 片 d RE u 阶 光滑 的 
分 片 多 元 多 项 式样 条 空间 . 分 片 代 数 簇 定义 为 多 元 样 条 组 的 公共 零点 的 集合 , 即 


VAG Bw De ,fs) = iz € D|fi(z) = fo(z) a = f(z) = 0, 
Jj € S; (Aii = LE , Sh, 


其 中 AQ = 1,2,---,8) 为 D BIA. 

物体 表面 都 是 由 一 块 曲面 或 多 块 曲面 相交 而 成 , 因此 研究 曲面 交集 的 几何 性 
质 对 于 认识 、 识 别 和 重 构 物体 极为 重要 . 由 于 计算 手段 的 限制 , 以 前 人 们 总 是 用 多 
元 多 项 式 表 示 各 种 曲面 , 因而 特别 重视 研究 多 项 式 曲面 的 交集 及 其 几何 性 质 . 事实 
E, 经 典 代数 几何 中 的 基本 研究 对 象 “ 代 数 簇 ” 正 是 以 研究 多 元 多 项 式 曲 面 的 交集 
为 原型 的 研究 方向 . 现代 计算 机 问世 以 来 , 作为 分 片 多 项 式 的 样 条 业已 成 为 表示 和 
研究 各 类 曲面 的 基本 工具 和 载体 . 因而 研究 由 多 元 样 条 (组 ) 的 (公共 ) 零点 集合 所 
定义 的 “分 片 代数 簇 ” 不 仅 在 数学 上 可 以 引发 新 的 几何 学 领域 , 而 且 在 计算 机 科学 ， 
诸如 计算 机 辅助 设计 、 制造 , 计算 机 图 形 学 及 图 像 处 理 中 都 是 十 分 重要 的 . 由 于 多 
元 样 条 具有 局 部 性 质 , 并 且 严 重 依赖 于 剖 分 的 几何 性 质 , 使 得 它 的 零点 所 界定 的 分 
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片 代 数 秘 呈现 异常 复杂 的 几何 结构 . 因此 照搬 代数 几何 中 研究 经 典 代数 得 的 方法 
来 研究 分 片 代数 簇 是 难以 奏效 的 . 

有 待 研究 的 难题 包括 : 任意 剂 分 上 分 片 代数 簇 的 几何 特征 ; 分 片 代数 簇 的 不 可 
约 分 解 ; 分 片 代数 簇 的 计算 方法 ; 分 片 代数 簇 局 部 和 全 局 间 的 转换 关系 ; 分 片 代数 
簇 的 坐标 环 、 局 部 与 整体 几何 性 质 、 与 相关 多 项 式 环 的 代数 几何 关系 等 . 
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高 维 大 尺度 反 散 射 问题 的 分 析 与 计算 


Large Scale Multi-dimensional Inverse Scattering Problems: 


Analysis and Computation 


由 于 具有 重要 的 科学 和 工业 应 用 , 反问 题 领域 的 研究 在 过 去 的 几 十 年 中 取得 了 
极 大 的 发 展 . 各 种 各 样 的 反问 题 , 包括 PDE 系数 的 确定 、 初 值 重 构 、 场 源 函 数 的 
估计 、 界 面 或 者 边界 条 件 的 检验 等 等 都 要 求 求解 不 适 定 的 非 线 性 算 子 方程 ， 反 散 
射 问题 尤其 具有 重要 意义 , 即 通过 测量 散射 场 的 远 场 形 态 来 重建 非 均 匀 媒 质 的 折射 
AU. 这 样 的 问题 源 于 军事 和 工业 应 用 的 不 同 领域 , 比如 非 破坏 性 试验 、 地 震 成 像 、 
潜艇 探测 技术 、 医 学 成 像 以 及 近 场 光学 . 除了 很 强 的 非 线 性 性 以 外 , 反问 题 还 有 两 
个 主要 的 困难 : 不 适 定性 以 及 很 多 局 部 极 小 点 的 出 现 . 虽然 大 量 的 算法 被 设计 出 来 
求解 反问 题 , 但 是 进展 却 很 慢 . 一 个 很 大 的 困难 是 由 于 多 重 局 部 极 小 点 的 存在 , 经 
典 的 迭代 优化 方法 有 很 快 的 局 部 收敛 速度 但 是 却 不 能 计算 全 局 极 小 点 . 另 一 个 主 
要 的 困难 是 不 适 定性 , 也 就 是 说 测量 中 极 小 的 噪声 就 可 能 导致 求解 计算 中 产生 很 大 
的 误差 . 众所周知 , 反 散 射 问题 的 不 适 定 性 随 着 频率 的 增加 而 减 小 . 但 是 在 高 频 的 
时 候 , 非 线性 方程 振荡 得 特别 厉害 , 同时 还 会 产生 更 多 的 局 部 极 小 点 . 求解 反问 题 
的 一 项 挑战 就 是 发 展 一 套 方法 既 利 用 了 问题 在 高 频 时 的 正则 性 又 不 受 局 部 极 小 点 
的 影响 . 

关于 大 规模 正 、 反 散射 问题 , 特别 重要 的 一 类 问题 是 复杂 媒质 中 电磁 波 的 传 
播 问题 . 最 近 的 研究 成 果 是 一 套 正 则 递归 线性 化 方法 , 该 方法 可 以 求解 Maxwell 和 
Helmholtz 方程 的 反 散 射 问题 2~46. 这 套 方法 最 重要 的 是 发 展 了 一 种 高 效 的 正则 
递归 线性 化 算法 , 关于 波 数 是 连续 的 处 理 或 者 是 递归 线性 化 . 一 个 很 有 挑战 性 的 公 
开 问 题 是 设计 可 以 处 理 大 规模 数据 的 数值 方法 .另外 一 个 待 解决 问题 是 处 理 不 完 
全 的 数据 , 即 跟 制 孔径 数据 或 者 无 相 移 数据 图 . 数学 上 , 挑战 来 自 于 对 上 述 递归 线 
性 化 方法 收敛 性 的 证 明 . 反问 题 的 稳定 性 也 是 非常 重要 的 研究 课题 , 特别 是 在 多 频 
数据 的 情况 下 . 到 目前 为 止 该 问题 还 没有 任何 结果 . 关于 反问 题 的 稳定 性 研究 , 我 
们 向 读者 推荐 的 参考 文献 是 [1]、|4]、[6]、[9]. 在 实际 计算 方面 , 一 个 重要 的 号 待 解 
决 的 问题 是 求解 大 波 数 电 磁场 问题 . 
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科学 与 工程 中 的 大 量 计算 问题 可 归结 为 数值 求解 偏 微分 方程 .对 于 有 界 区 域 
内 的 偏 微分 方程 , 已 可 用 有 限 差分 法 、 有 限 元 法 等 多 种 数值 方法 有 效 地 求解 ， 其 严 
格 的 数学 理论 也 早已 建立 且 日 至 完善 . 无界 区 域 上 的 偏 微分 方程 同样 有 广泛 的 应 
用 背景 , 如 机 一 绕 流 、 无 限 大 地 基 上 坝 体 应 力 分 析 、 声 波 、 电 磁 波 在 空间 的 转播 等 
等 . 这 些 问 题 的 求解 区 域 是 无 界 区 域 . 区 域 的 无 界 性 给 数值 求解 带 来 了 本 质 性 的 困 
XE, 已 有 的 数值 计算 方法 已 难以 有 效 地 求解 这 些 问题 . 

20 世纪 70 年 代 以 来 , 无 界 区 域 上 的 偏 微 分 方程 边 值 问题 , 特别 是 外 边 值 问题 
的 数值 求解 受到 了 极 大 关注 . 在 这 一 方向 出 现 了 大 量 的 研究 工作 , 形成 了 科学 与 工 
程 计 算 的 一 个 重要 分 支 ， 例如, Thatcher 及 应 隆安 、 韩 厚 德 等 提出 了 无 限 元 方法 
G. Hsiao, W.L. Wendland, J.C. Nedelec, C.A. Brebbia, 汉 康 与 余 德 浩 等 发 展 了 边界 
元 法 . 基于 在 人 工 边 界 上 的 边界 归 化 , 各 种 人 工 边 界 法 、 耦 合算 法 和 区 域 分 解 算 法 
也 应 运 而 生 . 

人 工 边 界 法 是 求解 无 界 区 域 问题 时 最 常用 的 数值 方法 . 该 方法 要 求 在 人 工 边 
界 上 得 到 原 问题 的 解 满 足 的 准确 边界 条 件 或 构造 出 近似 边界 条 件 . 准确 的 人 工 边 界 
条 件 是 对 人 工 边界 外 部 区 域 的 微分 方程 实施 边界 归 化 得 到 的 边界 上 的 自然 积分 方 
fà, 也 即 Dirichlet to Neumann (DtN) PRAY, 因此 人 工 边 界 法 也 称 为 自然 边界 元 法 
或 DtN 方法 , 在 这 一 方 问 冯 康 、 韩 厚 德 、 余 德 浩 做 出 了 开创 性 的 工作 , 随后 J.B. 
Keller, D. Givoli 等 也 对 该 方法 的 发 展 与 应 用 做 出 了 重要 贡献 . 在 实际 计算 中 常 应 
用 的 近似 人 工 边界 条 件 在 工程 界 也 被 称 为 吸收 边界 条 件 、 无 反射 边界 条 件 或 透射 
边界 条 件 . 近年 获得 迅速 发 展 和 应 用 的 完美 匹配 层 (PML) 方法 也 是 一 种 人 工 边界 
法 , 只 是 其 人 工 边界 不 是 曲线 或 曲面 , 而 是 一 个 边界 层 . 在 人 工 边 界 上 找 出 无 界 区 
域 上 偏 微分 方程 的 解 满足 的 边界 条 件 是 人 工 边 界 方法 的 核心 ， 早 期 人 们 常常 直接 
将 原 问题 的 解 在 无 穷 远 处 满足 的 条 件 移植 到 人 工 边 界 上 , 如 Dirichlet 边界 条 件 或 
Neumann 边界 条 件 是 经 常 被 应 用 的 . 一 般 地 讲 它们 不 是 原 问 题 的 解 在 人 工 边界 上 
满足 的 准确 边界 条 件 , 而 仅仅 是 一 个 非常 粗粮 的 近似 边界 条 件 . 若 希望 在 有 界 计算 
区 域 上 获得 原 问 题 的 具有 一 定 精度 的 数值 解 , 就 必须 保证 所 选取 的 有 界 计算 区 域 足 
EK, 但 在 很 大 的 有 界 计算 区 域 上 数值 求解 偶 微 分 方程 仍然 是 一 个 困难 的 课题 . 人 
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工 边界 法 的 核心 正 是 对 已 知 的 问题 和 引进 的 人 工 边界 构造 出 原 问题 的 解 在 人 工 边 
界 上 满足 的 “合适 ”的 人 工 边界 条 件 , 从 而 可 将 原 问题 简化 为 等 价 的 或 近似 的 有 界 
计算 区 域 上 的 问题 . 这 样 的 人 工 边界 条 件 应 该 满足 如 下 基本 要 求 : 简化 问题 适 定 且 
易于 数值 求解 ; 简化 问题 的 解 在 有 界 计算 区 域 上 等 于 原 问 题 的 解 , 或 是 其 在 有 界 计 
算 区 域 的 一 个 很 好 的 近似 ， 有 界 计算 区 域 尽 可 能 地 小 ， 以 减少 计算 量 和 节省 内 存 . 
由 于 迄今 仅 对 一 些 规 则 区 域 上 的 典型 方程 得 到 了 准确 人 工 边 界 条 件 的 解析 表达 式 ， 
如 何 应 用 数值 方法 得 到 近似 人 工 边界 条 件 仍 是 一 个 重要 的 研究 课题 . 

上 述 计 算 方法 已 被 广泛 应 用 于 数值 求解 无 界 区 域 上 的 线性 偏 微 分 方程 边 值 问 
题 , 但 对 无 界 区 域 上 非 线 性 偏 微分 方程 边 值 问 题 的 数值 解法 的 研究 还 在 探索 之 中 . 
为 应 用 人 工 边界 法 数值 求解 非 线 性 问题 , 需要 得 到 人 工 边 界 上 该 非 线 性 问题 的 准确 
或 近似 的 边界 条 件 . 一 般 情 况 下 , 此 时 的 人 工 边 界 条 件 是 未 知 函 数 及 其 微 商 在 人 工 
边界 上 的 非 线性 积分 方程 . 目前 仅 对 少数 特殊 的 非 线性 偏 微分 方程 , 例如 Burgers 
方程 , 描述 薄膜 生长 的 Kardar-Parisi-Zhang(K-P-Z) 方程 , 一 维 三 次 非 线 性 Schro- 
dinger 方程 等 , 得 到 了 原 问 题解 的 准确 的 非 线性 人 工 边 界 条 件 . 而 对 于 更 多 的 非 线 
性 偏 微分 方程 是 否 能 够 实现 边界 归 化 , 如 何 得 到 人 工 边界 条 件 , 以 及 构造 能 有 效 求 
解 无 界 区 域 上 非 线 性 偏 微分 方程 问题 的 较 一 般 的 数值 方法 , 至 今 仍 是 虫 待 解决 的 非 
常 困难 的 课题 . 
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求解 线性 代数 方程 组 是 科学 与 工程 计算 的 最 基本 问题 之 一 , 绝 大 多 数 的 计算 问 
题 最 终 都 归结 为 线性 代数 方程 组 的 求解 .大 规模 线性 方程 组 求解 的 主要 困难 在 于 
其 工作 量 , 如 何 减 少 其 工作 量 是 计算 数学 里 面 最 重要 的 问题 之 一 . 

最 古老 也 是 最 通用 的 求解 线性 方程 组 的 方法 是 高 斯 消 元 法 .对 于 一 个 nxn 
的 矩阵 , 高 斯 消 元 法 所 需 的 浮 点 运算 次 数 为 O (m3), 这 对 非常 大 的 n 太 费 时 而 不 
可 用 . 利用 一 些 特殊 的 技巧 ,如 Strassen 等 提出 来 的 快速 矩阵 相 乘 算法 ， 高 斯 消 
元 法 的 运算 量 可 以 减少 到 O(n2.376), 但 工作 量 仍然 太 大 (而 且 还 有 稳定 性 问题 ). 
从 理论 上 讲 , 求解 一 个 一 般 的 线性 方程 组 最 少 需要 多 少 工作 量 是 一 个 悬而未决 的 
问题 . 

提高 求解 线性 代数 方程 组 效率 的 最 有 效 途 径 是 利用 问题 的 特殊 性 . 如 高 斯 消 
元 法 , 我 们 有 时 可 以 利用 和 矩 阵 的 稀疏 性 来 提高 效率 . 其 主要 技巧 是 通过 对 未 知 量 的 
重新 排序 以 减少 矩阵 的 带宽 . 然而 , 如 何 最 大 可 能 地 减少 一 个 一 般 稀 下 矩 阵 的 带宽 
本 身 是 一 个 NP- 完全 问题 . 因此 , 这 类 高 斯 消 元 法 的 适用 性 受到 极 大 限制 . 另外 一 
种 值得 一 提 的 直接 法 是 快速 傅 里 时 变换 (FFT). 对 于 一 些 非常 特殊 的 二 阶 椭圆 有 限 
元 和 有 限 差分 格式 , 利用 FFT 的 计算 量 可 达到 O(nlogn), 但 这 类 算法 的 应 用 范围 
十 分 有 限 . 

上 面 所 提 到 的 高 斯 消 元 法 及 FFT 都 属于 直接 法 的 范畴 . 另 一 类 有 效 的 方法 是 
TERE, 最 常用 的 基本 人 迭代 法 有 : 雅 可 比 迭 代 法 、 高 斯 赛 德 尔 迭 代 法 和 共 斩 梯 度 法 . 
这 些 方 法 的 收敛 速度 对 大 规模 问题 往往 太 慢 . 

多 重 网 格 法 ( 即 区 域 分 解 算法 ) 是 目前 最 有 效 的 求解 从 偏 微 分 方程 离散 所 得 代 
数 方程 组 的 方法 . 利用 偏 微分 方程 的 特性 , 对 于 一 大 类 的 偏 微分 方程 , 尤其 是 二 阶 
椭圆 方程 的 离散 化 问题 , 多 重 网 格 法 可 以 达到 最 优 O(n) 或 次 优 O(nlogn). 比较 常 
见 的 多 重 网 格 方法 有 V- 循环 、W- 循环 和 BPX 预 条 件 因 子 . 虽然 这 些 多 重 网 格 法 

达到 最 优 或 次 优 的 计算 量 , 总 体 来 说 这 类 方法 的 应 用 过 于 依赖 于 方程 的 性 态 与 网 
格 信息 , 难于 推广 与 实现 . 如 何 将 多 重 网 格 法 有 效 地 应 用 于 更 广泛 的 问题 (比如 强 
不 定 的 Helmholtz 方程 ) LATERAL PERL. 

近年 来 代数 多 重 网 格 法 (AMG) 得 到 了 广泛 的 重视 , 其 思想 是 用 代数 的 形式 实 

现 多 重 网 格 的 效率 . 这 类 算法 的 特点 是 不 直接 需要 微分 方程 及 其 离散 网 格 等 信息 ， 


. 506 - 10000 个 科学 难题 ， 数学 卷 


因此 使 用 方便 . 尽管 人 们 希望 能 应 用 这 类 方法 到 更 多 问题 , 目前 只 对 于 少数 的 几 类 
方程 比较 有 效 , 比如 对 无 结构 网 格 离散 化 的 Poisson 方程 . 然而 , 对 于 几乎 所 有 的 
代数 多 重 网 格 算法 , 其 理论 论证 仍然 是 一 个 有 待 解 决 的 问题 . 另外 , 如 何 推广 这 类 
方法 到 更 一 般 的 问题 , 更 是 一 个 目前 重大 的 研究 课题 . 一 种 比较 可 行 的 方法 是 将 一 
些 复杂 的 方程 化 成 比较 简单 的 , AMG 适用 的 问题 (比如 象 Poisson 方程 ). 例如 , 针 
对 Maxwell 方程 组 , Hiptmair 和 Xu 在 2007 年 提出 的 预 条 件 因 子 , 将 这 类 方程 的 
求解 问题 转化 成 标准 的 Poisson 方程 的 求解 , 从 而 可 以 利用 现 有 的 代数 多 重 网 格 算 

与 求解 代数 方程 组 密切 相关 的 是 如 何 计算 矩阵 向 量 乘积 . 对 一 般 的 稠密 矩阵 ， 
矩阵 与 向 量 的 乘积 需要 n? 的 计算 量 . 但 是 如 果 利 用 问题 的 特殊 性 , 其 计算 量 可 以 
EP O(nlogn), 如 Hackbusch 等 提出 的 Panel Clustering 以 及 H- 矩阵 ,Greengard 
和 Rokhlin 提出 的 快速 多 极 法 (fast multipole method). 这 些 方法 利用 问题 的 特殊 
PE, 矩阵 向 量 乘法 的 计算 量 可 以 减少 为 O(nlogn), 因此 可 大 大 提高 求解 相应 代数 
方程 组 的 效率 . 这 些 方 法 对 于 积分 方程 和 多 体 问题 的 求解 都 有 很 重要 的 应 用 . 

以 上 所 提 的 各 种 方法 及 其 应 用 , 远 远 不 能 满足 实际 问题 的 需要 . 如 何 根据 问题 
的 特殊 性 , 提出 有 效 的 特别 是 最 优 的 算法 来 减少 计算 量 与 存储 量 是 科学 与 工程 计算 
中 持久 的 重要 的 研究 课题 . 
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燃烧 方程 组 间断 解 的 数值 计算 方法 
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化 学 反应 流 的 研究 可 以 追溯 到 1880 年 前 后 法 国 物理 学 家 Vieille, Mallard, Le 
Chatelier, Berthelot 在 火焰 传播 的 实验 中 观察 到 的 一 个 现象 : 在 充满 可 燃气 体 的 管 
道 一 端点 火 , 开始 时 火焰 以 每 秒 数 米 的 速度 传播 , 随后 在 一 些 情 况 下 , 火焰 传播 速 
度 加 快 到 每 秒 2000 X, 甚至 更 高 . 前 者 被 命名 为 爆燃 波 , TA Rin ARR. 
这 两 种 波 在 自然 界 、 人 类 生活 和 科技 活动 中 是 常见 的 , 例如 , 当 内 燃 机 正常 工作 时 ， 
气缸 内 的 燃烧 波 是 爆燃 波 , 而 一 旦 发 生 事故 爆炸 时 , 爆燃 波 就 转换 成 了 爆 寿 波 . 

1899 年 Chapman 和 1905 年 Jouguet 各 自 独立 地 利用 守恒 律 得 到 了 燃烧 波 的 
定量 关系 . 按照 他 们 的 理论 , 燃烧 波 还 可 以 细 分 为 强 爆 族 波 、 弱 爆 雍 波 、 强 爆燃 波 
和 弱 爆 燃 波 . 对 于 强 波 与 弱 波 之 间 的 临界 情形 , 人 们 称 它们 为 CJ RRRA CJ ME 
燃 波 . 因此 燃烧 波 共 有 六 种 . 

燃烧 波 可 以 用 双 曲 型 守恒 律 方程 组 描述 . 由 于 燃烧 使 可 燃 物 质 转换 为 已 燃 物 
质 , 这 两 种 物质 都 不 能 说 是 守恒 的 , 因而 方程 组 是 非 齐 次 的 : 

d i 
T+) Se =U), (1) 


i=1 


其 中 U 为 流动 变量 , f 为 流通 矢量 , t 为 时 间 , c; 为 空间 坐标 , d 为 问题 的 维 数 , y 
为 非 线性 的 化 学 源 项 . 通常 情况 下 , 第 微分 方程 组 Ui = YU) 所 其 有 的 反应 时 间 尺 


d 
度 比 偏 微分 方程 组 Us + 》 fi U) = 0 所 具有 的 流动 时 间 尺 度 小 若干 个 数量 级 , 因 


i—l 


此 燃烧 方程 组 (1) 为 刚性 的 . 

Chapman 和 Jouguet 得 到 的 燃烧 波 是 方程 组 (1) 在 反应 速度 为 无 穷 大 时 的 临 
界 情形 的 间断 解 , 而 方程 组 (1) 的 一 般 解 就 是 临界 情形 的 一 个 小 的 摄 动 , 即 在 燃烧 
波 附 近 有 一 个 狭窄 的 化 学 反应 区 . 众所周知 , 双 曲 型 守恒 律 方程 组 的 间断 解 是 不 能 
被 初 值 唯一 确定 的 , as BR ERED. 然而 , 因为 燃烧 会 
TEARS ACE RG, ANT BERI ATE TIAE BCE BR TE PANE. 在 实际 问题 中 出 
现 的 燃烧 波 的 类 型 取决 于 燃烧 区 域内 的 微观 机 制 . 这 是 燃烧 波 计算 有 别 于 激 波 计算 
的 新 的 困难 . 
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燃烧 波 计算 的 另 一 困难 是 它 的 方程 组 是 刚性 守恒 律 方程 组 , 而 刚性 方程 组 的 数 
值 求解 一 直 就 很 困难 . 就 燃烧 波 而 言 , 快 反应 可 以 造成 火焰 结构 的 大 空间 梯度 变化 . 
如 果 计 算 对 于 火焰 结构 的 时 空 分 辨 率 不 足 , 由 于 系统 的 非 线性 作用 , 可 能 得 到 整体 
上 完全 错误 的 结果 ; 如 果 只 靠 全 局 地 增加 网 格 点 数 来 达到 分 辨 火焰 的 时 空 尺度 的 要 
K, 那么 计算 量 将 大 得 无 法 忍受 , 计算 误差 的 累积 也 将 成 为 新 的 问题 . Wy 
能 分 辨 最 快 尺度 的 化 学 反应 又 能 以 较 高 的 计算 效率 来 模拟 整体 宏观 流动 的 发 展 过 
程 , 是 燃烧 波 的 数值 计算 研究 中 一 直 没 有 解决 好 的 难题 . 

因为 燃烧 方程 组 实在 太 复 杂 , Majda 引入 了 一 个 简化 的 模型 由. 鉴于 在 双 曲 型 
守恒 律 方程 计算 中 关于 单个 方程 式 的 理论 更 为 完整 , 他 把 质量 、 动量 和 能 量 守恒 方 
程 合并 成 一 个 . 但 是 Majda 模型 不 是 单个 方程 式 , 因为 燃烧 问题 中 还 有 一 个 质量 转 
换 的 方程 , Majda 方程 组 是 一 个 由 两 个 方程 焰 合 而 成 的 方程 组 近年 来 , 关于 燃烧 
问题 的 数学 研究 常常 从 Majda 模型 入 手 . 

Colella, Majda 和 Roytburd 发 现 对 于 燃烧 方程 组 和 Majda 模型 必须 用 非常 细 
的 网 格 , 大 约 在 反应 区 域内 至 少 要 30 个 网 格 点 , 才能 得 到 正确 的 波形 和 波 速 , 否则 
波 速 会 比 真实 的 波 快 得 多 四. 这 实际 上 是 波 的 类 型 的 偏差 , 对 于 强 爆 胡 波 的 计算 结 
RAE RRR. 类 似 的 研究 结果 可 参看 文献 [4]. [5]. 通常 认为 求解 刚性 偏 微分 
方程 比较 有 效 的 方法 是 分 裂 法 , 但 应 当 指 出 , 分 裂 法 虽然 可 以 提高 计算 效率 , 但 仍 
不 能 解决 计算 快 反 应 时 因 和 采用 的 空间 -时 间 分 辩 率 不 足 而 得 到 虚假 爆 麦 波 速度 的 问 
题 . 目前 人 们 趋向 于 同时 采用 高 精度 高 分 辨 率 格式 和 自 适 应 网 格 计算 来 有 效 地 降低 
分 辨 反应 区 所 需 的 网 格 规 模 . 因为 刚性 反应 流 问 题 的 反应 区 一 般 只 占 全 部 计算 区 
域 的 很 小 一 部 分 , 所 以 自 适应 网 格 计算 是 一 种 十 分 有 效 的 途径 . 还 有 一 些 方案 则 研 
究 如 何在 网 格 分 辩 率 不 足 的 情况 下 仍 能 计算 出 整体 上 正确 的 燃烧 波 结构 [7 站 , 以 及 
在 复杂 满 流 情况 下 如 何 从 微观 机 制 的 角度 去 模 化 反应 项 等 等 "有关 的 理论 分 析 
的 工作 有 文献 [6]. [9]. 

燃烧 波 的 数值 计算 是 计算 数学 、 流体 力学 、 工程 热 物理 和 化 工 等 领域 共同 关心 
的 研究 内 容 . 应 该 说 , 这 方面 的 工作 无 论 是 方法 的 设计 还 是 理论 的 分 析 都 还 是 很 少 
的 . 与 激流 问题 相 比 , 这 是 一 块 有 待 于 开垦 的 处 女 地 . 
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三 维 椭圆 和 电磁 场 计 算 问题 的 hp 自 适 应 有 限 元 方法 


The Ap Adaptive Finite Element Method for 3D 
Elliptic and Electromagnetic Problems 


偏 微分 方程 的 求解 通常 先 对 求解 的 区 域 进行 网 格 剖 分 , 然后 在 该 网 格 上 利用 有 
限 元 方法 、 有 限 差分 法 或 者 有 限 体 积 方法 进行 离散 求解 . 由 于 方程 的 解 事先 未 知 ， 
传统 的 网 格 剖 分 方法 是 经 验 性 的 , 这 对 于 复杂 的 工程 技术 问题 特别 是 非 线性 问题 往 
往 效率 很 低 , 这 极 大 地 限制 了 各 种 离散 方法 的 应 用 范围 

自 适应 有 限 元 方法 根据 问题 的 性 质 和 所 需求 解 精 度 自动 调整 有 限 元 网 格 , 是 一 
种 偏 微 分 方程 的 具有 最 优 计算 复杂 性 的 离散 方法 . 自 适 应 有 限 元 方法 的 基本 思想 
是 误差 平均 分 配 , 即 希 望 在 每 个 网 格 单元 上 解 的 离散 误差 几乎 相等 , 但 是 由 于 偏 微 
分 方程 的 解 事先 并 不 知道 , 人 们 实际 上 无 法 知道 每 个 单元 上 的 实际 误差 . 1978 F IL 
Babuška 和 C. Rheinboldt 在 文献 [1] 中 提出 利用 后 验 误 差 估计 来 估计 每 个 单元 上 
的 离散 误差 , 从 而 使 得 误差 平均 分 配 的 思想 的 实施 成 为 可 能 . 当前 这 种 以 有 限 元 后 
验 误差 分 析 为 理论 基础 的 自 适 应 有 限 元 方法 , 因 其 上 共有 应 用 范围 广 旦 易于 软件 化 等 
优点 , 已 经 成 为 科学 计算 的 研究 焦点 之 一 . 

后 验 误差 估计 是 指 仅 依 赖 于 离散 解 和 微分 方程 已 知 数据 的 可 以 计算 的 量 , 它们 
局 部 地 刻画 了 离散 误差 , 对 于 三 维 椭圆 问题 的 线性 有 限 元 离散 方法 , 大 量 的 计算 结 
果 显 示 , 利用 自 适 应 有 限 元 方法 人 们 可 以 得 到 最 优 计算 复杂 性 , 即 如 果 u 为 偏 微分 
方程 的 解 , un 为 由 自 适应 算法 产生 的 有 限 元 解 , 则 v — un 的 能 量 误 差 ||v — up| 以 
N-M3 的 渐 近 速度 收 和 敛 , 其 中 N 是 问题 的 自由 度 个 数 . 对 于 带 奇 性 的 三 维 电 磁场 
计算 问题 的 最 低 阶 棱 单元 逼近 , 我 们 最 近 的 研究 显示 , 基于 适当 的 后 验 误差 估计 ， 
自 适 应 有 限 元 方法 同样 可 以 得 到 最 优 计算 复杂 性 的 离散 精度 . 

对 于 线性 有 限 元 或 者 棱 单 元 逼近 , 人 们 知道 N-1/3 是 所 能 达到 的 最 佳 逼 近 精 
度 , 如 果 要 提高 收敛 阶 , 一 个 自然 的 想法 是 利用 高 次 有 限 元 方法 , 即 所 谓 的 p ARR 
元 方法 . 我 们 知道 高 阶 方法 只 对 光滑 的 解 有 效 , 对 于 奇 性 问题 只 有 加 密 网 格 即 所 谓 
的 疡 有 限 元 方法 才能 有 效 地 减少 离散 误差 ,Pop 自 适 应 有 限 元 方法 的 根本 目的 就 是 
希望 通过 自 适应 地 加 密 网 格 或 提高 单元 阶 数 来 提高 收敛 阶 , 1994 年 B.Q. Guo 的 研 
Fel 表明 , 对 于 奇 性 椭圆 问题 , 利用 先 验 的 几何 加 密 网 格 和 单元 次 数 分 布 , hp 方法 
可 以 产生 指数 收敛 , 即 离散 误差 以 e-8N "的 速度 浙 近 收敛 , 这 里 N 是 自由 度 的 
个 数 . 如 何 设计 一 个 自 适应 的 Ap 方法 , 达到 上 面 的 指数 收敛 的 最 佳 逼 近 精 度 , 成 为 
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一 个 具有 重要 意义 的 待 解决 的 问题 . CH. Schwab 在 文献 [5] 中 研究 了 二 维 hp Big 
应 方法 , 三 维 hp 自 适 应 方法 的 研究 及 其 在 电磁 计算 问题 的 应 用 也 有 大 量 工作 , 读 
者 可 以 参见 文献 [3]. [4] 以 及 相关 文献 
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双 曲 型 守恒 律 方程 组 差分 方法 对 间断 解 的 收敛 性 


Convergence of Finite Difference Methods for 


Hyperbolic Systems of Conservation Laws 


激 波 现象 大 量 地 存在 于 上 自然 界 , 最 为 壮观 的 激 波 现象 当 属 每 年 农历 8 月 18 日 
的 钱塘 江 大 潮 . 在 激 波 两 侧 , 介质 的 物理 量 发 生 了 突变 , 常 伴随 有 高 温 、 高 速 、 高 压 
的 流动 . 无 粘 可 压缩 流体 运动 可 以 用 Euler 方程 组 描述 , 它 是 一 个 双 曲 型 守恒 律 方 
程 组 , 方程 组 的 一 般 形式 是 


d 
U; + 2 f2,U) = 0, (1) 


其 中 U, fi 都 是 向 量 . A (1) 是 一 个 非 线 性 偏 微 分 方程 组 , 对 于 Euler 方程 组 , 它 是 
质量 、 动量 和 能 量 守 恒 的 数学 表示 . 已 经 证 明 , 即使 初 值 充分 光滑 , 一 般 而 言 , 非 线 
性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 (1) 也 不 存在 整体 光滑 解 . 因此 , 间断 解 是 一 个 合理 的 数学 
提 法 . 同时 , 解 的 间断 就 是 激 波 的 数学 抽象 , 所 以 间断 解 的 计算 具有 重要 的 实际 意 
义 . 双 曲 型 守恒 律 方程 组 的 数值 计算 开始 于 20 世纪 40 年 代 , 它 的 对 象 是 空气 中 的 
激 波 . 很 明显 , 这 是 由 喷气 式 飞 机 与 原子 弹 的 研制 所 推动 的 . 

双 曲 型 守恒 律 方 程 的 计算 有 两 个 基本 的 困难 : 第 一 , 差分 方法 的 要 点 是 把 解 的 
微 商 用 差 商 近似 代替 . 现在 解 是 间断 的 , 这 就 从 根本 上 动 播 了 差分 方法 的 基础 . 第 
二 , 守恒 律 方 程 只 利用 了 守恒 性 , 在 热力 学 中 , 它 只 涉及 第 一 定律 , 因此 在 计算 中 不 
免 出 现 违背 热力 学 第 二 定律 的 非 物理 解 . 几 十 年 来 , 这 一 方面 的 研究 蓬勃 发 展 , 已 
有 了 广泛 的 应 用 与 大 规模 的 软件 . 然而 , 理论 研究 的 严重 滞后 至 今 未 能 有 根本 上 的 
改观 . 

最 早 作 出 重要 贡献 的 是 Von Neumann. 他 引入 了 “人 工 黏 性 ”的 概念 , 即 在 
方程 中 人 为 地 添加 一 厅 性 项 . 这 样 , 方程 的 解 在 激 波 处 被 平滑 化 了 , 差分 的 引入 成 
为 可 能 . 另 一 方面 , MERRER, "cL ETSI DERBI TIR, 从 而 不 会 违背 热力 学 
第 二 定律 . 在 此 基础 上 产生 了 一 批 行 之 有 效 的 差分 格式 , 其 中 有 代表 性 的 是 迎风 格 
式 、Lax-Friedrichs 格式 和 Godunov 格式 等 . 

在 理论 上 作出 突破 性 贡献 的 是 Oleinik. 她 于 1957 年 针对 解 不 连续 的 情况 , 引 
入 了 变 差 的 估计 以 代替 导数 的 估计 , 又 引入 了 “入 条 件 ” 使 得 热力 学 第 二 定律 进入 
了 双 曲 型 方程 . 她 不 但 证 明了 一 维 情形 方程 式 〈 即 方程 组 中 只 含有 一 个 方程 ) 解 的 
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唯一 性 , 还 证 明了 Lax-Friedrichs 格式 的 收敛 性 ， 从 而 得 到 了 存在 定理 . 这 是 一 个 关 
于 一 维 方 程式 的 十 分 完整 的 结果 . 后 来 , 她 的 结果 被 推广 到 了 多 维 情 形 和 一 类 差分 
格式 , 即 单调 格式 . 


Oleinik 的 理论 有 一 个 局 限 性 , 它 只 适用 于 方程 式 ， 这 一 点 被 Glimm 所 突破 . 
在 1965 年 发 表 的 文章 中 , Glimm 在 Godunov 格式 的 基础 上 , 引入 了 随机 的 因素 ， 
第 一 次 在 “小 初 值 ”的 条 件 下 , 对 于 一 维 方程 组 , 证 明了 近似 解 的 变 差 是 一 致 有 界 
的 , 这 样 就 得 到 了 子 序列 的 收敛 性 , 同时 也 得 到 了 存在 定理 . Glimm 格式 在 实际 应 
用 中 也 是 一 个 有 效 的 方法 . 


由 于 对 于 方程 组 没有 恰当 的 焙 条 件 , 不 可 能 排除 非 物 理解 ,也 不 会 有 唯一 性 ， 
Glimm 的 理论 只 能 停留 在 子 序列 的 收敛 性 上 , 没有 能 得 到 完整 的 收敛 结果 . 这 一 点 
在 过 了 三 十 余年 后 才 获 得 突破 , Bressan 利用 非 线 性 半 群 建立 了 相应 的 唯一 性 理论 ， 
Glimm 格式 的 收敛 理论 才 算 最 终 完 成 . 


Glimm 理论 有 三 方面 的 局 限 性 : 第 一 , 它 的 方法 十 分 特殊 , 只 适用 于 Glimm 格 
A, 而 对 于 有 更 为 广泛 应 用 的 其 他 差分 格式 不 适用 . 第 二 , 只 限于 一 维 问题 . 第 三 ， 
只 限于 “小 初 值 ”, 即 初 值 的 变 差 必须 充分 小 , 也 即 每 一 物理 量 在 各 处 都 差不多 相等 . 
这 三 项 当然 在 应 用 上 是 不 能 满意 的 . Oleinik 与 Glimm 的 理论 还 有 一 个 共同 的 局 限 
TE, 即 它们 都 限于 低 阶 格式 . 关于 这 些 方面 的 问题 , 有 很 多 研究 工作 , 但 是 更 多 的 问 
题 仍然 有 待 于 解决 . 


对 于 多 维 问题 , 有 一 些 新 的 方法 问世 , 例如 有 限 体 积 方法 、 间 断 有 限 元 方法 等 ， 
它们 在 应 用 中 十 分 有 效 . 但 是 理论 分 析 仅 限 于 方程 式 , 并 且 尽 管 精确 解 具有 有 界 变 
Ze, 现在 还 未 能 证 明 任何 一 个 格式 在 非 均匀 网 格 上 的 解 具 有 同样 的 性 质 . 这 一 缺陷 
使 得 收敛 性 的 证 明 不 完美 . 

对 于 “大 初 值 ”, 20 世纪 70 年 代 后 期 出 现 的 补偿 列 紧 理论 使 人 们 看 到 了 昭光 ， 
利用 它 可 以 分 析 一 维 问题 的 方程 组 中 含有 一 个 方程 或 两 个 方程 的 情形 . DiPerna 和 
以 丁 夏 畦 为 首 的 研究 集体 在 这 方面 有 重要 工作 . 


低 阶 格式 不 能 满足 应 用 上 的 需要 , 但 是 另 一 方面 , 严格 地 说 , 差分 格式 的 精度 
最 高 只 能 有 一 阶 . 这 是 因为 在 两 个 相 邻 的 格 点 之 间 激 波 的 准确 位 置 是 不 可 能 捕捉 
的 , 所 以 误差 最 好 也 只 能 和 步 长 同 阶 . 事实 上 , 已 经 证 明了 低 阶 格式 有 1/2 阶 的 收 
SUE, 并 且 不 可 能 改善 . 现在 已 经 有 很 多 高 阶 格式 问世 , 例如 TVD 格式 、ENO 格 
式 、WENO 格式 等 . 它们 在 解 的 光滑 部 分 有 高 的 精度 , 以 满足 应 用 上 的 要 求 . 然而 ， 
在 激 波 附近 , 它们 的 收敛 性 理论 是 不 完整 的 , 还 不 足以 与 低 阶 格式 的 相应 理论 媲美 ， 

双 曲 型 方程 组 间断 解 的 数值 方法 在 理论 上 期 待 着 新 的 突破 , 它 还 有 赖 于 对 间断 
函数 的 通 近 理论 的 新 思考 . 
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高 精度 有 限 元 方法 中 未 解决 的 具体 问题 


Some Open Problems in High Accuracy 
Finite Element Methods 


由 于 需要 求解 的 数学 物理 问题 越 来 越 复杂 , 对 现 有 算法 的 要 求 也 就 越 来 越 高 . 
事实 上 , 这 些 问 题 的 离散 化 (例如 通过 有 限 元 方法 ) 导致 了 变量 众多 (109 REL) 
的 代数 方程 组 , 即使 如 此 , 离散 解 (或 有 限 元 解 ) 也 只 有 中 等 的 精度 . 所 以 , 构造 高 
阶 精度 的 有 限 元 解 便 成 为 当务之急 . 

有 两 种 不 同 的 构造 方法 可 以 使 有 限 元 解 达 到 高 阶 精 度 : 一 是 直接 构造 高 次 的 
有 限 元 解 , 二 是 间接 地 通过 低 次 有 限 元 的 解 作 线性 组 合 (又 称 外 推 ). 

1. 高 次 有 限 元 解 的 “ 双 p 猜想 ” 

20 世纪 70 ER, 人 们 猜测 p 次 的 有 限 元 解 在 离散 化 的 网 格 点 上 会 有 2p 阶 精 
BE, 这 对 常 微分 方程 已 得 到 证 明山 . 对 于 和 盾 形 区 域 上 的 泊 松 方程 , 只 对 p = 1,2,3 有 
TERU. 30 年 来 一 直 没 有 突破 , 直到 最 近 才 有 人 [7,19 向 p = 4 进军 . 对 更 大 的 p, 
仍 是 悬案 , 所 以 称 为 2p 猜想 . 有 没有 反例 , 例如 p = 6 对 不 对 ? 

更 多 的 问题 : 当 求 解 区 域 被 前 分 为 三 角形 网 格 , 在 网 格 点 上 也 有 2p 阶 精度 吗 ? 
当 方 程 为 四 阶 椭圆 或 一 阶 双 曲 昵 ? 当 问 题 为 三 维 呢 ? 目前 无 法 回答 , 将 来 如 果 能 证 
BA, 也 是 非常 难 非常 长 . 

2. 低 次 有 限 元 的 外 推 

高 次 元 (如 p= 4) 虽 有 高 阶 精度 (8 Wr), 但 会 增加 构造 的 困难 (特别 到 了 三 维 )， 
并 受到 方法 上 的 限制 , 丢失 了 问题 固有 的 特征 (如 单调 性 、 守 恒 律 ). 

另 一 途径 通过 外 推 , 它 只 是 有 限 元 解 ( 低 次 的 ) 的 线性 组 合 , 使 网 格 点 上 有 高 
MER. 这 里 只 用 低 次 有 限 元 , 没有 构造 上 的 困难 . 必须 指出 , 当初 人 们 以 为 (甚至 
给 了 一 个 “证 明 ”) 有 限 元 外 推 (展开 式 ) 几乎 点 点 成 功 , 但 有 反例 加 指出 , 有 限 元 
外 推 (展开 式 ) 几乎 点 点 不 成 功 ， 人 们 被 迫 对 有 限 元 解 作 后 处 理 四 , 才 使 有 限 元 外 
推 整体 成 功 . 但 对 二 阶 椭圆 问题 , 能 证 明 有 限 元 外 推 在 网 格 点 一 举 成 功 , 无 需 后 处 
m. 那么 , 当 方程 为 四 阶 椭圆 或 一 阶 双 曲 , 有 限 元 外 推 在 网 格 点 上 也 能 成 功 吗 ? 此 
Sh, 在 三 维 情况 下 , 当初 始 训 分 为 非 均匀 四 面体 网 格 时 , 有 限 元 外 推 成 功 吗 ? 

3. 非 正 规 网 格 与 高 阶 精度 

自 适应 方法 希望 能 将 高 阶 精度 和 非 正 规 网 格 结合 起 来 , 可 惜 两 者 往往 不 能 得 兼 
(特别 是 三 角形 网 格 ). 但 是 对 和 矩形 网 格 和 某 些 有 限 元 方法 , 两 者 可 能 得 兼 &&5, 所 以 
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需要 研究 这 些 有 限 元 作为 自 适 应 的 优先 选用 对 象 . 特别 要 研究 初始 剖 分 为 非 均匀 三 
角形 网 格 时 高 阶 精度 的 可 能 性 


" 
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最 优 剖 分 的 有 关 理 论 和 计算 问题 


Some Theoretical and Computational Problems Related to Optimal 


Tessellations 


Xx FR PIR B] Ji — T 4E IR ATE D E] 3t L3 SAPRAK. 剖 分 (Tessellation) 
是 一 个 数学 的 很 多 分 支 都 会 涉及 的 概念 , 它 在 我 们 日 常生 活 和 科学 问题 中 经 常 出 
现 . 以 熟知 的 事物 为 例 : 一 个 国家 在 行政 区 域 上 常 分 为 省 , 这 些 省 份 从 地 理 上 构成 
了 国家 的 一 个 剖 分 . 再 如 一 天 可 分 成 小 时 , 二 十 四 个 小 时 合 起 来 从 时 间 上 对 一 天 构 
MTHS. 这 两 例 还 代表 了 两 类 剖 分 : 前 者 往往 是 不 规则 无 结构 的 , 后 者 则 是 规则 
有 结构 的 . 在 工程 与 科学 计算 领域 常用 到 的 计算 网 格 也 是 剖 分 的 特殊 形式 . 

用 更 数学 化 的 语言 来 说 , 如 果 一 个 集合 X 由 它 的 一 些 内 部 不 相交 的 子 集 (Xi) 
的 并 集 组 成 , 这 些 子 集 的 集合 就 构成 了 X 的 一 个 剖 分 . 一 个 集合 有 形形色色 的 剂 
分 方式 , 其 中 某 些 痢 分 或 许 具 备 了 更 多 优美 的 数学 特性 和 实际 价值 , 这 就 引出 了 最 
优 剖 分 的 理论 . 比如 : 给 定 一 个 区 域 D 和 它 内 部 的 若干 点 {ri}, ( 称 为 生成 集 ), D 
中 离 每 个 生成 点 m. 最近 的 那些 点 形成 了 DD 的 一 个 子 集 到 ( 即 对 应 于 zi 的 Voronoi 
区 域 ), 这 种 由 (V; 所 构成 的 对 D 的 Voronoi 训 分 就 有 许多 特性 , 例如 若是 设 
想 D 中 住 满 了 居民 , 让 Vi 里 居住 的 人 们 到 在 z; 设置 的 办 事 处 办 理 业 务 显然 是 最 
合理 的 , 否则 他 们 不 得 不 去 更 远 的 办 事 处 . 

Voronoi 剖 分 的 应 用 非常 广泛 出 , 它 对 给 定 的 生成 集 (mi) 54 来 说 是 最 优 的 , 然 
而 一 个 区 域 可 以 通过 选取 不 同 的 生成 集 来 得 到 许多 Voronoi By. 如 果 生 成 集 十 分 
特殊 , 相应 的 Voronoi 剖 分 可 以 非常 规则 , 但 一 般 说 来 , Voronoi HIGHER EA 
的 , 其 中 又 有 一 些 痢 分 的 性 质 会 更 好 或 更 优 . 拿 前 例 来 说 , 可 以 想象 人 们 去 比较 近 
的 办 事 处 既 节 约 时 间 又 省 交通 费 , 因而 不 妨 假定 他 们 去 办 事 的 消耗 与 距离 的 平方 成 
正比 . 在 这 个 前 提 下 , 我 们 若是 考虑 V; 中 所 有 居民 的 利益 , 那么 把 Vi 里 的 办 事 处 
挪 到 V; 的 几何 质心 便 是 最 优 的 , 那样 , V; 中 人 们 的 平均 消耗 就 达到 了 最 小 站 . 这 可 
由 简单 的 数学 事实 给 出 : 

min | p(z)lz — yide 


的 极 小 值 点 正 是 V; 的 几何 质心 (centroid). 这 里 p 代表 在 D 上 定义 的 某 个 密度 分 
Ap, 而 距离 则 用 通常 的 欧式 距离 . 不 过 一 旦 挪动 一 个 办 事 处 的 位 置 , 那 就 又 有 一 个 更 
佳 的 Voronoi $49. 因此 , 为 了 取得 平衡 , —P HI (optimal tessellation) 的 所 
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有 的 生成 点 必须 同时 是 相应 的 Voronoi 区 域 的 几何 质心 . 这 种 特殊 的 最 优 Voronoi 
剖 分 又 被 称 为 Centroidal Voronoi Tessellation (CVT)?!. 可 以 证 明 , 对 D 中 任意 点 
集 {x}, MERR (Vi), 以 下 的 泛 函 


E ZJ|Z 一 zi dz 
(zi Mta 


取得 最 优 值 时 ， (Vg, 一 定 对 应 了 由 (mz), 确定 的 CVT, 就 是 说 {ai}, 既是 
(Ve, 的 生成 点 集 又 是 它们 的 几何 质心 . CVT 正 是 这 个 意义 下 的 最 优 剖 分 . 

CVT 很 受 欢迎 , 这 不 但 取决 于 它 的 最 优 性 , 也 与 它 的 简单 易 懂 和 普 适 易 用 分 不 
JF. 我 们 很 容易 在 更 抽象 和 一 般 的 框架 下 推广 CVT 的 定义 , 如 让 D 取 在 流 形 上 
以 及 使 用 黎 曼 度量 和 单 边 距离 等 84. 它 可 被 视 为 对 一 个 复杂 的 抽象 集合 进行 最 优 
剖 分 并 从 中 选 出 最 佳 代 表 的 一 般 策略 . 同时 , 在 许多 传统 领域 , CVT 和 大 家 熟知 的 
一 些 概念 密切 相关 . 如 CVT 用 在 统计 分 类 学 中 即 和 经 典 的 K-MEANS 方法 等 价 ， 
在 数据 压缩 传输 技术 上 , CVT 则 对 应 了 最 优 的 向 量 量子 化 策略 由 .尽管 近年 来 有 
X CVT 这 一 最 优 前 分 形式 的 研究 和 应 用 越 来 越 多 (从 GOOGLE SCHOLAR 可 以 
查 到 ), 目前 仍 有 不 少 理论 与 计算 上 的 挑战 , 其 中 最 著名 的 理论 问题 要 算 Gersho 猜 
AB T (5), 

约 在 三 十 年 前 , Gersho 考虑 了 基于 简单 欧式 度量 的 CVT( 即 他 所 指 的 最 优 向 量 
量子 化 策略 ) 当 n 一 co 时 的 渐 近 行为 . 他 敏锐 地 指出 , 对 足够 大 的 n, 最 优 CVT 所 
对 应 的 基本 Voronoi 单元 在 渐 近 意义 下 应 是 彼此 全 等 的 可. 这 一 猜想 在 维 数 大 于 等 
于 3 的 空间 至 今 尚 未 被 完全 证 明 27 ,而 二 维 的 基本 Voronoi 单元 被 证 明 是 正六 边 
JE, 若 猜想 成 立 , 三 维 单元 则 对 应 了 有 十 四 个 面 的 Truncated octahedron, 其 相应 的 
生成 点 集会 形成 经 典 的 体 心 立方 晶体 结构 . 后 者 在 晶 格 分 布 的 特殊 假定 下 已 有 理 
论 验证 回 , 而 对 一 般 区 域 , ABN THERA SR". 这 一 理论 问题 的 解决 和 许 
多 类 似 的 问题 如 密集 堆 急 的 Kepler 猜想 及 肥皂 膜 泡 的 Kelvin 问题 等 有 相关 之 处 ， 
也 对 大 量 应 用 问题 如 最 优 设 计 和 网 格 生 成 等 有 重要 指导 意义 . 在 关于 CVT 的 计算 
上 , Lloyd 很 早 就 从 设计 最 优 向 量 量子 化 策略 的 角度 提出 了 从 生成 点 到 质心 的 不 动 
AERE, KA CVT 计算 最 有 效 的 方法 之 一 , 并 在 很 多 应 用 中 大 显 身 手 , 但 LLoyd 
算法 的 全 局 整体 收敛 性 的 分 析 至 今 尚 不 完全 (文献 [9] 中 例 举 了 部 分 最 新 结果 和 有 
关 文 献 ). 此 外 , 如 何 发 展 对 高 维 、 大 规模 问题 也 有 效 的 , 包括 确定 的 或 随机 以 及 可 
扩展 并 行 的 算法 , 也 有 很 大 的 实际 意义 . 
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凸 多 面体 的 d- 步 猜想 


The d-step Conjecture for Convex Polytopes 


出 多 面体 的 d- 步 猜想 是 关于 凸 多 面体 结构 最 基本 的 公开 问题 之 一 , EE Hiriart- 
Urruty! 提出 的 非 线性 分 析 和 优化 十 四 个 公开 问题 中 名 列 第 一 . 

WP Ro 中 的 一 个 凸 多 面体 , 5p(z,y) 表示 P 中 两 个 顶点 > 和 y ZI 
A, 即 连接 > 和 y 的 所 有 路 径 中 边 数 的 最 小 值 . 凸 多 面体 P 的 直径 就 是 所 有 顶点 
之 间 的 距离 gp(z,y) 的 最 大 值 . 对 于 n > d > 2, 记 A(d,n) 为 Rd 中 所 有 正好 有 n 
AE (4 — 1 维 的 边界 ) 的 凸 多 面体 P 的 直径 的 最 大 值 . 

凸 多 面体 的 d- 步 猜想 对 任意 d>2 有 Al(d,2d) = d. 

该 猜想 在 d < 5 已 被 证 明 是 成 立 的 四, 但 对 于 d > 5 依然 悬而未决 . E d- 步 猜 
想 更 强 的 一 些 猜想 已 被 反例 证 明 是 不 成 立 的 由. d- 步 猜想 还 和 高 斯 消去 法 有 密切 
的 联系 党. 

d- 步 猜想 是 Hirsch 猜想 的 一 个 特例 . 

Hirsch 猜想 ”对 任何 n>d>2 有 Al(d,n)<n—d. 

考虑 R4 中 单位 超 立 方 体 [0,1]? , 我 们 显然 有 A(d,2d) > d. 从 而 Hirsch 猜想 
成 立 就 必定 有 d- 步 猜 想 成 立 . 

Hirsch 猜想 是 1957 年 Hirsch 给 Dantzig 的 一 封 信 中 提出 的 , 该 猜想 的 提出 是 
为 了 对 线性 规划 中 单纯 法 的 计算 复杂 性 有 更 好 的 理解 由 . 关于 Hirsch 猜想 和 d- 步 
猜想 的 详细 介绍 可 见 文献 [5]. 
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有 限 个 二 次 函数 最 大 值 的 极 小 化 问题 


Minimizing A Maximum of Finitely Many Quadratic Functions 


给 定 两 个 n x n 对 称 和 矩阵 A, B, BT LAUER) 以 下 两 点 是 等 价 的 : 

(1) max ((Az, x), (Bx, z)) > 0 对 R^ 中 所 有 的 £ z0 都 成 立 (或 > 对 R” 中 所 

(2) 存在 m 2 0, pe > 0, ui + p2 =1, 使 得 p A + ua B 正定 (或 半 正 定 ). 

该 结果 被 称 为 Yuan’s Lemma’, 等 价 于 著名 的 S-Lemma. 后 者 由 于 在 半 定 规 
划 中 的 广泛 应 用 近年 来 受到 了 极 大 的 重视 外 .Hiriart-Urrutylal 提出 的 非 线 性 分 析 
和 优化 的 十 四 个 公开 问题 中 的 最 后 一 个 就 是 考虑 如 何 推广 Yuan's Lemma: 

设 Ai, 42,… ,Am 是 m 个 nxn 对称 和 矩阵. 如 何 将 如 下 条 件 : 


(Cm) max((A12z,z), (427Z) , (Amz, z)) >0 


对 R" 中 所 有 的 x 关 0 都 成 立 (或 > XE R^ 中 所 有 都 成 立 ) 等 价 地 用 Ai, 42,… Am 
表示 出 来 ? 

该 问题 在 m = 2 就 是 Yuan's Lemma. 对 于 m > 2, Ai, Ao, ,hm 的 凸 组 合 
正定 显然 是 充分 条 件 , 但 不 必要 六 . 

定义 函数 g(x) = max{ (Aix, £), (422, 2), (Amm, 2)), 则 条 件 (Cm) 就 是 要 
K g(x) 在 x = 0 处 达到 最 小 ， 于 是 问题 的 本 质 就 是 如 何 将 g(z) 的 二 阶 最 优 性 
条 件 等 价 地 用 Aa, As, , Am 表示 出 来 ， 这 个 问题 的 更 一 般 形式 就 是 考虑 形 如 
f =max{fi(x), falz) ,fm(z)} 的 非 光滑 函数 的 二 阶 近似 模型 和 广义 黑 塞 算 子 . 
而 极 大 极 小 问题 的 二 次 近似 模型 以 及 算法 是 近年 来 非 光滑 优化 十 分 关注 的 问题 5 
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推广 的 Lax 猜想 : 双 曲 锥 能 表示 为 半 定 锥 的 一 个 巩 面 


Generalized Lax Conjecture: All Hyperbolic Cones can be 
Expressed as A Slice of A Positive Semidefinite Cone 


在 2006 年 国际 数学 家 大 会 上 , Arkadi Nemirovski fE [MLA "Advances in Con- 
vex Optimization: Conic Programming” 的 1 小 时 报告 向, 他 指出 锥 优化 作为 一 类 
最 具 代 表 性 的 凸 规划 问题 , 通过 转化 为 半 定 规划 (被 称 为 “21 世纪 的 线性 规划 ”) 并 
应 用 强大 的 内 点 法 求解 将 是 一 种 重要 的 途径 . 

双 曲 锥 是 目前 已 知 凸 锥 中 最 具有 和 良好 特征 的 一 类 锥 . 它 的 定义 为 : 如 果 齐 次 多 
项 式 p(z): R 一 R 沿 给 定 方向 h 是 双 曲 的 ( 即 满足 ph) > 0 且 对 任意 z 关于 
t 的 多 项 式 p(z--th) 只 有 实 根 , 此 时 的 多 项 式 p(z) 也 称 为 双 曲 多 项 式 ), 那么 集合 
Kpn := {x € R” : p(x + th) £0, Vt Ry} 称 为 双 曲 锥 (参见 文献 [2] 或 [7]), 并 把 
AT 和 的 多 项 式 p(Ah-— r) RA r 的 特征 多 项 式 , 对 应 的 根 称 为 特征 根 . 此 时 双 曲 
HE Kph 又 可 表示 为 {rT € R” : Amin(z) > 0}, 其 闭 包 cl(K 4) = {2 : Xmin(z) 20), 其 
中 Amin(z) 表示 z 最 小 的 特征 根 (参见 文献 [6]). 

双 曲 锥 存在 包含 关系 “对 称 锥 C 齐 次 锥 C 双 曲 锥 ”(“c” 为 严格 包含 ). RATA 
知 的 非 负 锥 R. CHE (Lorentz HE). 半 正 定 和 矩阵 锥 977^. 分 别 对 应 的 双 曲 多 项 式 
p(x) 和 特定 方向 h (h 可 能 不 唯一 ) X: 

1) ziz2 Zn (1 ,1,1)T € R”; 

2) 32 — (31 +03---+22_,),(0,---,0,1)7 € R”; 

3) det(z), 单位 矩阵 Te S"*^. 

C.B.Chual 于 2003 年 证 明了 齐 次 锥 与 半 定 锥 的 截面 同 构 , 从 而 在 理论 上 保证 
了 齐 次 锥 优化 问题 可 以 转化 为 半 定 规划 求解 . 那么 , 双 曲 锥 能 否 用 半 定 锥 表示 呢 ? 
即 是 否 存在 Sn 的 子 空间 N 使 得 STITUON 与 Kpn 同 构 ? 

Peter Lax?! 于 1958 年 首先 提出 n = 3 时 对 该 问题 的 猜想 , 即 “Lax 猜想 ”, H 
到 2003 年 才 由 Lewis FAB ESE. 所 以 , 此 问题 又 称 为 “推广 的 Lax 猜想 ”. 
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DFP 拟 牛 顿 法 的 收敛 性 
Does The DFP Quasi-Newton Method Converge 


for Strongly Convex Functions 


DFP 方法 是 由 W.C.Davidon?l 在 1959 年 提出 , 后 由 R. Fletcher & M.J.D.Po- 
wellt! 于 1963 年 整理 和 修正 的 求解 优化 问题 的 第 一 个 拟 牛 顿 法 . 由 于 DEP 方法 
不 需 计算 函数 的 黑 塞 矩 阵 , 同时 具有 快速 ( 超 线 性 ) 的 收敛 性 质 , 它 的 提出 给 非 线 性 
优化 领域 带 来 了 革命 性 的 进步 , 并 使 得 拟 牛 顿 法 成 为 非 线性 优化 方法 中 数学 理论 最 
为 丰富 的 一 类 方法 , 也 是 最 被 广泛 应 用 的 优化 方法 之 一 . LTrefethen 认为 拟 牛 顿 法 
的 提出 是 20 世纪 数值 分 析 领 域 十 三 个 经 典 工作 之 一 . 目前 公认 最 好 的 拟 牛 顿 法 是 
BFGS 方法 , M.J.D.Powellls| 在 1976 年 开创 性 地 证 明了 采取 Wolfe 搜索 的 BFGS 
方法 对 凸 光滑 函数 的 收敛 性 , R.H.Byrd, J.Nocedal 和 Y.Yuan!! 在 1987 年 将 此 结 
果 推 广 到 了 以 DFP 方法 和 BFGS 方法 为 端点 的 整个 Broyden iJ (DFP 方法 除 
Sh). 迄今 为 止 , “对 强 凸 光滑 函数 , 采取 Wolfe 搜索 的 DFP 方法 是 否 收敛 ”的 问题 
BSOBMAR. 美国 西北 大 学 J.Nocedall? 与 R.Fletcher3) 在 20 世纪 90 年 代 初 都 
将 该 问题 列 为 无 约束 优化 中 的 第 一 个 公开 问题 . 

DFP 方法 的 基本 思想 是 计算 搜索 方向 dk = — Hi V f(x), 其 中 Hy 称 为 拟 牛 顿 
AREE, 在 沿 方向 dk 作 某 种 搜索 得 到 合适 的 步 长 Qk 后 ， 计算 新 的 迭代 点 Tk+1 = Tk + 
ody. 如 果 Hy 是 目标 函数 f(z) REER, 这 就 是 传统 的 牛顿 方法 . DFP 方法 
不 计算 函数 的 黑 塞 盾 阵 , 而 要 求 Hy 满足 拟 牛 顿 条 件 (又 称 割 线 关 系 式 ) Hiyx_1 = 
Sk—1, 其 中 Sk-1 = Zk — Ski Yk-1 = Vf(zk) — VE (@e-1). 其 体 地 , DFP 方法 由 如 
下 和 迭代 公式 产生 Ap: 


T T 
Hy yk ak 4 Hk-ai Sk—18.k. 1 
Ji LHk yk SL 4Vk—1 


DFP 方法 收敛 性 公开 问题 考虑 DFP 方法 ,其 中 步 长 ak 由 Wolfe 搜索 得 
到 , 即 满足 如 下 两 个 条 件 : 


f (zr + od) < f(zk) + iadl V f (zx), 
di V f (zx + adk) > cad] V f (zi), 


其 中 e < co 是 (0,1) 中 的 两 个 常数 . 假设 目标 函数 f (m) 为 强 凸 光滑 函数 (此 时 


Hy = Hy — 
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f(z) 具有 唯一 极 小 点 mu). 对 任意 的 初始 点 zl 以 及 任意 的 对 称 正定 矩阵 Hi, 由 
DFP 方法 的 点 列 是 否 收敛 到 r? 

这 个 问题 的 难度 之 一 在 于 Powell 处 理 BFGS 方法 的 技巧 在 这 里 很 难 利用 . 对 
一 些 特殊 情形 这 个 问题 已 有 进展 趾 , 但 现在 看 来 , 离 问题 的 彻底 解决 还 十 分 遥远 . 
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最 小 阻力 凸 体 问题 


Convex Bodies of Minimal Resistance 


牛顿 最 早 于 1686 年 提出 了 最 小 阻力 凸 体 问题 , 并 在 要 求 几何 体 径 向 对 称 时 解 
决 了 该 问题 . 然而 , 近年 来 有 研究 吓 指出 , 存在 非 径 向 的 凸 体 比 牛顿 的 径 向 情形 产 
生 更 小 的 阻力 . 一 般 形 状 的 最 小 阻力 凸 体 问 题 的 理论 性 质 以 及 它们 的 有 效 台 近 至 
今 仍 是 一 个 富有 挑战 性 的 公开 问题 , CE Hiriart-Urruty? 提出 的 非 线性 分 析 和 优 
化 十 四 个 公开 问题 中 名 列 第 九 . 

等 底 限 高 的 空间 几何 体 具 备 什么 形状 时 能 使 其 在 某 流体 中 以 恒 速 运动 时 受到 
最 小 的 阻力 ? FÆ 1686 年 , 牛顿 就 提出 了 这 样 一 个 问题 ， 等 底 限 高 ( 底 为 半径 
R > 0 的 圆 盘 , 高 的 上 限 工 > 0 给 定 ) 的 空间 几何 体 具 备 什么 形状 时 能 使 其 在 某 流 
体 中 (流体 物理 特性 给 定 ) 以 恒 速 运动 时 受到 最 小 的 阻力 ? 

牛顿 当时 仪 考虑 了 回转 体 ( 即 函数 | 一 ulr) 的 图 像 绕 水 平 轴 旋 转 而 成 的 几何 
体 ), 并 假设 了 该 问题 的 物理 背景 . 最 终 问 题 归结 为 如 下 一 维 变 分 问题 : 


; à T 
min J(u) := 2 — dr 
o 1+ [u(r)| 


u(0)=L, u(R)=0 
ü(r) <0, re [0,2 


牛顿 给 出 的 最 优 几 何 体 出 人 意料 地 在 尾部 有 一 个 局 平底 ， 如今 , 解决 问题 (P) 
的 一 个 标准 途径 stery8l 是 借助 最 优 控制 的 方法 . 

大 多 数 数 学 家 认为 牛顿 的 最 小 阻力 几何 体 问题 已 经 解决 了 ， 如果 假设 几何 体 
具有 径 向 对 称 性 质 时 , 确实 如 此 . 然而 , 最 近 有 研究 虽 指出 , 存在 非 径 向 的 凸 体 比 牛 
顿 的 径 向 情形 产生 更 小 的 阻力 . 这 一 发 现 推进 了 该 论题 新 的 研究 , 参见 文献 [4]~[6] 
和 Lachand-Robert 网 站 (http://www.lama.univ-savoie.fr/~lachand/). 读者 可 以 在 
此 网 站 上 找到 许多 合适 的 参考 文献 . 从 数学 角度 来 看 , 一 般 的 变 分 问题 具有 如 下 形 
式 : 


! B 1 g 


ucc 


(P) 


其 中 C := (ue wer < v < L,u Il) (u 是 二 维 变量 z 的 函数 ). 


loc 
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u 的 止 性 条 件 足 够 强 , 可 以 导出 一 个 紧 性 假设 , 该 假设 暗含 了 问题 (P^) 解 的 存 
在 性 . 牛顿 考虑 的 情形 对 应 于 同一 个 变 分 问题 , 但 约束 集 却 缩小 为 


Crad = {u € C lu 径 向 对 称 ，} 
如 前 所 述 , 新 的 事实 是 
Bb Jo) < a Jta 


总 结 关 于 该 论题 最 新 的 研究 工作 以 及 尚未 解决 的 问题 , 可 以 说 我 们 正面 临 着 一 
种 奇怪 的 数学 情景 : 

。 变 分 问题 (P^) 确实 存在 解 (除了 一 些 非常 特殊 的 情形 , 其 最 优 解 是 未 知 的 ). 

。 变 分 问题 P) 有 无 穷 多 解 (问题 (P^) 的 解 是 非 径 向 对 称 的 , 故 将 其 绕 轴 旋 
转 会 得 到 男 一 个 解 ). 

e. (通常 的 ) 数值 方法 不 能 解 问题 (P")( 所 需 的 几何 体 的 止 性 在 数值 上 是 一 个 很 
难处 理 的 约束 ). 

人 们 猜测 , 问题 (P^) 的 最 优 解 是 带 有 许多 扁平 面 的 钻石 状 的 几何 体 . 事实 上 ， 
对 于 极 小 曲面 , 不 存在 子 集 使 得 问题 (P^) 在 其 上 的 最 优 几何 体 是 严格 凸 的 . 特别 
地 , 在 高 斯 曲率 有 限 的 地 方 , CHER. 目前 , 通过 特殊 方法 名 得 到 的 数值 剖面 要 
优 于 以 往 任何 猜想 的 最 优 形状 . 总 之 , 问题 (P^) RABE HE Be EA SOE 
至 今 仍 是 一 个 没有 解决 的 富有 挑战 性 的 问题 . 
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是 否 存在 求解 性 线性 规划 的 强 多 项 式 时 间 算 法 ? 


Is There A Strongly Polynomial Time Algorithm 


for Linear Programming? 


线性 规划 的 一 般 形式 于 第 二 次 世界 大 战 中 被 提出 , 并 被 用 于 优化 军事 调度 、 后 
勤 配 备 以 及 生产 安排 . 之 后 线性 规划 被 广泛 应 用 于 各 个 领域 . 标准 的 线性 规划 可 以 
表述 为 
maxcla 


st. Ax < b,x 2 0. 


其 对 偶 问 题 : 
min bly 
s.t. ATy >c,y 2 0, 


EF c Ale 是 m 维 向 量 , AX nxm RER, b 和 y An BAB, m 和 y ER 
策 变量 . 问题 的 输入 字 长 工 定义 为 输入 该 问题 所 需 的 计算 机 字符 串 长 度 . 一 般 情况 
下 只 考虑 A, b 和 c 中 的 数据 都 为 整数 (或 有 理 数 ) 的 情形 , 此 时 每 个 数据 的 长 度 
是 其 二 进 制 表示 的 长 度 (为 原 数据 的 对 数量 级 ), 而 L 相当 于 所 有 数据 长 度 的 总 和 . 
我 们 称 某 一 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(f(n, m, L) 是 指 存在 常数 C > 0( 与 问题 的 数 
据 无 关 ), 使 得 此 算法 在 任何 情况 下 在 Cf(n, m, L) 单位 时 间 内 总 能 得 到 该 问题 的 
最 优 解 或 者 确认 该 问题 无 解 . 当 f(n, m, L) 为 多 项 式 函 数 的 时 候 , 则 此 算法 被 称 为 
多 项 式 时 间 算 法 . 当 一 个 算法 能 在 O(f (n, m) 步 内 求解 线性 规划 , 而 其 中 每 一 步 
SEA € O(g(n,m,L)) 长 的 数据 的 四 则 运算 , 而 且 f 和 9 均 为 多 项 式 函 数 , 那么 这 
个 算法 就 被 称 为 强 多 项 式 时 间 算 法 呈 10. 

1947 Œ G. Dantzig?! 提出 了 求解 线性 规划 的 单纯 形 法 , 并 基于 J. von Neu- 
mann 建立 的 矩阵 博弈 理论 确立 了 线性 规划 的 对 偶 理 论 . 1979 年 L. Khachiyan'?! 
第 一 次 提出 了 求解 线性 规划 的 基于 椭 球 算法 A 的 多 项 式 时 间 算 法 ，1984 年 N. 
Karmarkar?! 提出 了 被 称 为 内 点 法 的 新 的 多 项 式 时 间 算 法 . E. Tardos! 于 1986 
年 首次 提出 一 个 求解 组 合 线 性 规划 的 强 多 项 式 时 间 方 法 , 而 S. Vavasis AHAFO 
在 1996 FEH THAS b, e 的 数据 无 关 的 多 项 式 时 间 内 点 算法 . S. Vavasis 和 叶 
荫 宇 的 方法 已 经 相当 接近 强 多 项 式 时 间 算 法 , 其 所 需 计算 步 数 只 与 矩阵 A 的 某 种 
条 件数 有 关 , 而 A, b, c ARREARS. AS (其 元 素 不 必 是 有 理 数 ). 
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是 否 存在 多 项 式 时 间 的 单纯 形 转轴 规则 , 目前 仍 是 悬而未决 的 问题 . L. Khac- 
hiyan 的 椭 球 算法 中 在 最 坏 情形 下 需 O(n*L) 步 (每 步 为 字 长 不 超过 O(L) 的 数据 
的 四 则 运算 ) 来 求解 线性 规划 问题 , 相应 的 时 间 复 杂 度 为 O(n472 In L In In L). N. 
Karmarkar 的 内 点 法 (Sl 在 最 坏 情 形 下 亦 需 O(n^L) 步 (每 步 为 字 长 不 超过 OCL) 的 数 
据 的 四 则 运算 ) 求解 线性 规划 问题 , 但 是 其 总 体 的 时 间 复 杂 度 可 改进 为 O(n35L? In 
Linn L), 并 且 其 在 通常 情形 中 的 表现 远 胜 于 其 在 最 坏 情 形 下 的 预测 . J. Renegar! 
提出 的 路 径 跟 踪 法 只 需 O(n3.5L) 步 就 可 求解 线性 规划 问题 , 进而 其 总 体 时 间 复 杂 
BEA O(n3L7In Lin jn L). 类 似 的 ( 原 有 对 偶 ) 路 径 跟 踪 法 在 实际 应 用 中 表现 出 色 . 
目前 流行 的 内 点 法 正 是 基于 障碍 函数 所 改进 而 得 的 路 径 跟 踪 算 法 . D. Spielman 及 
S. Teng!!! 在 2004 年 证 明了 两 阶段 影子 顶点 单纯 形 算法 的 平均 时 间 复 杂 度 为 多 项 
式 . 

E. Tardosls] 于 1986 年 首次 提出 关于 组 合 线性 规划 的 强 多 项 式 算法 (组 合 线性 
规划 是 指 线性 规划 的 系数 和 矩阵 A 的 元 素 的 规模 被 关于 n, m 的 某 一 给 定 多 项 式 函 
数 所 界 住 ). S. Vavasis AIM BS] 于 1996 年 提出 基于 分 层 最 小 二 乘法 的 原 有 对 偶 
内 点 法 , 算法 所 需 的 步 数 不 超过 O(n?5c(A)) 其 中 dA) 为 关于 系数 矩阵 4 的 某 
种 条 件 函 数 . 

以 上 算法 的 步 数 都 与 问题 的 数据 输入 字 长 有 关 . 至 于 是 否 存在 运算 步 数 与 问 
题 输 入 字 长 无 关 , 而 只 与 问题 的 维 数 (如 m, n 等 ) 有 关 的 多 项 式 时 间 算 法 ( 强 多 项 
式 时 间 算 法 ) 是 目前 线性 规划 研究 领域 最 基础 与 最 重要 的 问题 , 也 是 能 否 解决 超大 
规模 线性 规划 问题 的 关键 所 在 . 
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组 合 优化 反问 题 的 计算 复杂 性 


Relationship Between Inverse Problem and Direct 


Problem of Combinatorial Optimization 


组 合 优化 反问 题 是 给 定 组 合 优化 问题 的 一 个 可 行 解 , 修改 该 组 合 优化 问题 的 描 
述 参 数 , 使 得 给 定 的 可 行 解 在 新 的 参数 下 变 成 最 优 解 , 并 且 参 数 的 修改 尽 可 能 地 小 . 
相对 于 反问 题 , 组 合 优化 的 原 问题 被 称 为 正 问 题 . ks, 新 旧 参 数 差 的 加 权 1 
范 数 、 加 权 2 范 数 、 加 权 无 穷 范 数 、 加 权 哈 明 (Hamming) 距离 作为 度量 参数 修改 
值 的 目标 函数 . 组 合 优化 反问 题 在 交通 规划 、 地 质 勘探 、 医 学 图 象 重 构 、 同位 回归 、 
关联 分 析 等 很 多 领域 有 着 广泛 的 应 用 前 景 . 

对 于 绝 大 多 数 经 典 的 组 合 优化 问题 , 例如 最 短路 、 最 小 割 、 最 小 支撑 树 、 最 大 
流 、 两 个 拟 阵 的 交 、 子 模 流 函数 最 大 化 等 等 , 都 分 别 被 证 明 这 些 问 题 的 反问 题 是 多 
项 式 时 间 可 解 的 . 进一步 Yang 和 Zhang"), Ahuja 和 Orlin!) 分 别 独 立地 证 明了 对 
于 一 个 目标 函数 是 线性 和 形式 而 且 满 足 可 分 离 条 件 的 组 合 优化 问题 , 如 果 其 正 问题 
是 多 项 式 时 间 可 解 的 , 那么 反问 题 也 是 多 项 式 时 间 可 解 的 . 一 个 自然 的 问题 就 是 一 
般 情 况 下 , 这 个 结论 是 不 是 成 立 ? 

对 于 这 个 问题 的 回答 是 否定 的 . Cai, Yang 和 Zhang?! 证 明了 中 心 选 址 问题 的 
反问 题 是 强 NP 困难 的 , 尽管 其 正 问题 有 很 快 的 组 合 强 多 项 式 时 间 算 法 . 

Heubergerlal 于 是 提出 了 一 个 新 的 公开 问题 : 如 果 一 个 组 合 优化 反问 题 是 多 项 
式 时 间 可 解 的 , 那么 是 否 有 其 正 问 题 一 定 是 多 项 式 时 间 可 解 的 ? 这 一 问题 的 解决 ， 
无 疑 可 以 帮助 加 深 对 组 合 优化 反问 题 的 计算 复杂 性 的 理解 . 


参考 文献 


[1] Ahuja R K, Orlin J B. Inverse optimization, part I: linear programming and general 
problem. Operations Research, 2000, 35: 771-783 

[2] Cai M C, Yang X G and Zhang J Z. The complexity analysis of the inverse center 
location problem. J Global Optim, 1999, 15: 213-218 

[3] Heuberger C. Inverse optimization, a survey on problems, methods and results. Journal 
of Combinatorial Optimization, 2004, 8(3): 329-361 


.536 - 10000 个 科学 难题 ，。 数 学 卷 


(4| Yang C, Zhang J Z. Two general methods for inverse optimization problems. Appl Math 
Lett, 1999, 12: 69-72 


RBA: 杨晓光 
中 国 科学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 





旅行 商 问 题 是 否 存 在 性 能 比 小 于 1.5 的 近似 算法 - 537 - 


旅行 商 问题 是 否 存在 性 能 比 小 于 1.5 的 近似 算法 


Better Approximation Algorithm for 


Traveling Salesman Problem 


旅行 商 问题 是 一 个 经 典 的 组 合 优化 问题 , 它 可 以 表述 为 : 23€ — T ZG HL Se ER 
G=(V, E), 即 顶点 集 V 中 的 每 两 个 顶点 u AU ov 都 有 一 条 边 e=(u, v) e E; 另 给 边 
集 EB 中 的 每 条 边 。 赋 一 个 正 整数 d(e), 用 来 表示 u 和 w 之 间 的 距离 . 求 G 的 一 
条 最 短 哈密 尔 顿 路 , 即 经 过 V 中 每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 一 条 简单 闭路 , 且 路 上 相 邻 
两 个 顶点 之 间 的 距离 之 和 最 小 . 因为 Karp 在 1972 年 证 明 该 问题 是 NP- 完备 的 ， 
所 以 有 许多 学 者 先后 提出 了 求解 该 问题 的 各 种 各 样 的 月 发 式 算 法 和 近似 算法 . 

针对 距离 函数 满足 三 角 不 等 式 的 情形 ,Christofides 四 在 1976 年 给 出 了 一 个 性 
能 比 为 1.5 的 近似 算法 , 即 该 算法 可 在 多 项 式 时 间 内 求 出 一 条 哈密 尔 顿 路 ,其 路 长 
不 会 超过 最 短 哈密 尔 顿 路 长 的 1.5 fir. 然而 , 对 于 一 般 的 情形 (距离 函数 不 满足 三 
角 不 等 式 )， Sahni 和 Gonzalez?! 在 1976 年 证 明 除 非 P=NP, 旅行 商 问题 不 存在 具 
有 常数 性 能 比 的 近似 算法 . 

近 三 十 年 来 , 人 们 一 直 都 在 试图 改进 Christofides?! 的 结果 . 对 于 欧式 平面 上 的 
旅行 商 问题 , Arora! 在 1996 年 通过 几何 划分 等 技巧 , 给 出 了 一 个 性 能 比 可 任意 接 
近 1 的 近似 算法 系列 方案 . 但 是 在 距离 函数 仅仅 满足 三 角 不 等 式 时 , 人 们 还 不 知道 
旅行 商 问题 是 否 存在 一 个 性 能 比 小 于 1.5 的 近似 算法 . 它 也 成 为 组 合 优化 领域 中 的 
一 个 著名 的 公开 问题 . 
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k- 服 务 器 猜想 


k-Server Conjecture 


k- 服务 器 猜想 源 于 人 们 对 k- 服务 器 问题 的 研究 . 该 问题 是 Manasse SEA UI 于 
1990 年 首先 提出 的 , 它 在 网 络 设计 优化 中 有 着 非常 广泛 的 应 用 . 

k- 服务 器 问题 可 以 描述 为 : 给 定 一 个 有 n 个 顶点 的 图 G, 每 条 边 有 一 个 非 负 
的 权 值 , 每 一 个 顶点 处 都 有 一 个 服务 对 象 , 它 可 以 提出 任意 多 次 的 服务 请 求 ; 另 有 
k(« n) 个 相同 的 服务 器 , 它们 开始 时 位 于 图 G 的 有 个 顶点 处 , 随后 在 一 些 服务 对 
象 之 间 移 动 , 以 满足 服务 对 象 提出 的 服务 请 求 . 假设 到 达 服 务 对 象 的 任意 一 个 服务 
器 都 可 以 满足 它 提 出 的 服务 请 求 . 问题 是 如 何 调度 这 k 个 服务 器 , 使 得 它们 能 满足 
服务 对 象 提出 的 所 有 服务 请 求 , 而 且 尽 可 能 地 减少 它们 在 顶点 之 间 移 动 的 总 费用 . 

这 个 问题 有 两 个 研究 模型 . 在 线 (online) 模型 假定 , 服务 请 求 是 一 个 一 个 先后 
产生 的 , 在 依次 完成 所 提出 的 服务 时 , 只 知道 在 此 之 前 提出 过 的 服务 请 求 及 服务 过 
程 ,而 不 知道 哪 一 个 服务 对 象 会 提出 下 一 个 服务 请 求 ， 而 离线 (online) 模型 假定 ， 
在 给 任意 一 个 服务 请 求 分 配 服务 器 时 , 已 经 知道 要 考虑 的 所 有 服务 请 求 产生 的 顶点 
位 置 和 次 序 . 求解 这 两 个 模型 的 算法 分 别称 为 在 线 算 法 和 离线 算法 . 

因为 离线 问题 通常 要 比 在 线 问题 容易 处 理 , 所 以 为 了 评判 一 个 在 线 算法 的 好 
坏 , 目前 一 般 是 把 它 的 性 能 与 最 优 离线 算法 的 性 能 进行 比较 . 考虑 求解 在 线 k- 服 
务 器 问题 的 一 个 在 线 算法 A 和 一 个 含有 限 多 个 服务 请 求 的 序列 R, 用 CA(R) 和 
Copt(R) 分 别 表示 4 和 离线 最 优 算法 满足 R 中 服务 请 求 的 费用 . 若 对 于 任意 RR 都 
有 CA(R) € a Cop(R)+8, 其 中 a 和 6 都 与 R 无 关 , WH A 是 一 个 a- 竞争 算 
法 是. 显然 , a Rh, 在 线 算法 A 的 性 能 越 接 近 离线 最 优 算 法 的 性 能 . 

k- 服务 器 猜想 是 : 存在 求解 在 线 k- 服务 器 问题 的 k- 竞争 算法 .目前 该 猜想 
的 在 以 下 两 种 情形 下 被 证 明 是 正确 的 02: 

(1) k=2 Mk=n-1; 

(2) 图 G 是 一 棵 树 . 

另外 对 于 一 般 的 图 G, 已 经 证 明 对 任何 a < k, 不 存在 求解 在 线 k- 服务 器 问题 
的 a- 竞争 算法 由, 但 是 存在 (2k—1)- APREN. k- 服务 器 猜想 现 已 成 为 组 合 优 
化 在 线 问题 与 竞争 策略 研究 领域 中 最 基本 的 一 个 公开 问题 . 
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是 否 存 在 求解 装 箱 问题 的 绝对 近似 算法 


Absolute Approximation Algorithms for Bin Packing 


装 箱 问题 是 组 合 最 优化 和 近似 算法 领域 中 的 一 个 基本 问题 . 该 问题 可 以 描述 如 
F: 给 定 一 组 在 [0, 1] 之 间 的 正 数 , 将 它们 划分 成 者 干 子 集 , 使 得 每 个 子 集中 的 正 
数 之 和 不 超过 1 且 子 集 的 数目 达到 最 小 . 这 里 我 们 可 以 把 每 个 子 集 都 看 成 一 个 容 
BA 1 的 箱子 . 

Johnson EAB 在 他 们 葛 基 性 的 工作 中 对 装 箱 问题 的 阁 干 近似 算法 进行 了 深 
入 的 分 析 . 随后 de la Vega 和 Lueker!?), Karmarkar 和 Karp'4! 分 别 给 出 了 装 箱 问 题 
的 渐 近 多 项 式 近 似 方案 和 渐 近 完全 多 项 式 近似 方案 . 另外 , Yao! 研究 了 在 线装 箱 
问题 : 需要 进行 划分 的 一 组 正 数 是 一 个 一 个 给 出 的 . 在 考虑 将 某 一 个 正 数 放 到 哪 一 
个 子 集 的 时 候 , 仅仅 知道 已 经 给 出 的 正 数 的 大 小 (及 它们 属于 哪个 子 集 ), 而 不 知道 
下 一 个 要 给 出 的 正 数 的 大 小 . 关于 装 箱 问题 的 介绍 可 参见 文献 [1]. 

目前 , 装 箱 问题 研究 中 一 个 最 重要 的 未 解难 题 是 : 是 否 存 在 求解 装 箱 问题 的 绝 
对 近似 算法 ? 即 是 否 存在 一 个 多 项 式 时 间 算 法 4 和 一 个 常数 m, 使 得 对 装 箱 问题 
的 任意 实例 I, 算法 A 所 需要 的 箱子 个 数 AD 与 最 优 算法 所 需要 的 箱子 数 OPT 
(I) 之 差 不 超 过 m? Bl A(D))-OPT(I) < m. 更 进一步 地 , 是 否 存在 这 样 的 多 项 式 时 
间 算 法 使 得 m=1? 
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随机 排队 网 络 的 遇 历 性 


Ergodicity on Stochastic Queueing Networks 


随机 排队 网 络 是 计算 机 网 络 、 生 产 、 运 输 、 库 存 等 各 项 资源 共享 的 随机 服务 系 
统 的 一 个 基本 数学 模型 | 

一 个 随机 排队 网 络 一 般 由 多 个 节点 组 成 ， 每 一 个 节点 代表 一 类 服务 设施 . 每 
一 节点 处 均 可 有 从 网 络 外 部 到 达 的 顾客 来 接受 其 服务 ， 而 顾客 在 每 一 个 节点 处 接 
受 服务 之 后 以 一 定 的 概率 立刻 离开 系统 或 立刻 转移 到 网 络 其 他 节点 处 继续 接受 服 
务 , 当然 也 允许 以 一 个 正 的 概率 立刻 返回 到 该 节点 接受 另 一 次 服务 , 假设 从 网 络 
外 部 到 达 的 顾客 是 随机 的 , 而 顾客 在 每 个 节点 处 的 服务 时 间 也 是 随机 的 且 依赖 于 
该 顾客 是 从 网 络 外 部 到 达 还 是 从 哪 一 个 节点 处 转移 而 来 , 并 且 每 个 节点 处 服务 完 
的 顾客 以 什么 样 的 概率 立刻 进行 转移 也 依赖 于 该 顾客 是 以 什么 途径 来 到 该 节点 的 
我 们 用 {X(:t20j 来 表示 包含 队长 过 程 在 内 的 描述 其 排队 网 络 指标 的 马 氏 过 程 , 如 
果 {X(9):t>0} 这 一 过 程 是 遍历 的 , 那么 称 原 排队 网 络 为 遍历 的 

对 一 些 特殊 的 排队 网 络 ， 人 们 可 用 流体 模型 方法 ( 见 文献 [1 和 [2]) 或 再 生 过 
程 方法 ( 见 文献 [3]) 得 到 其 遍历 性 . 对 于 如 何 来 建立 一 般 随 机 排队 网 络 的 遍历 性 是 
人 们 关注 的 一 个 至 今 未 解决 的 问题 
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位 相 型 分 布 的 最 小 表示 


Minimal Representation of Phase-Type Distribution 


位 相 型 分 布 理论 是 研究 随机 服务 系统 的 一 个 主要 数学 工具 . 位 相 型 分 布 或 PH- 
分 布 (phase-type distribution) 是 一 个 有 限 状态 蕊 氏 过 程 吸收 时 间 的 分 布 . 具体 地 ， 
对 于 一 个 状态 空间 为 {1,2,… m,m + 1} 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 {XX(), t 20), 状态 
m+] 为 吸收 态 , 而 其 他 状态 均 为 瞬 态 , 无 穷 小 生成 元 为 


T -Te 

0 0 
其 中 e 是 以 1 为 元 素 的 m 维 列 向 量 , 初始 分 布 为 (a, 0043), 这 里 a = (03,7 ,am). 
S & 表示 该 马 氏 链 状 态 m1 的 吸收 时 间 , 即 


E = inf(t > 0|X(t) = m+ 1}, 


Jil] Pr(£x z)—1-oaexp(Tz)e, x 20. 将 < 称 为 PH- 分布, id (a,T) X E 的 一 个 PH- 
表示 , 称 状态 {12… m, m1) AR PH- 表示 的 位 相 . 人 们 已 经 证 明了 在 弱 收敛 拓 
1M F, 由 所 有 PH- 分 布 组 成 的 集合 是 定义 在 [0,ce) 上 全 体 概率 分 布 组 成 的 空间 上 
的 一 个 稠密 子 集 ( 见 文献 [3]). 这 说 明 对 给 定 任何 一 个 定义 在 [0, 00) 上 的 概率 分 布 
函数 , 我 们 都 可 以 构造 一 个 PH- 分 布 使 之 很 好 地 近似 这 个 给 定 的 概率 分 布 函数 . 而 
由 PH- 分 布 描述 的 随机 模型 如 排队 系统 、 库存 系 统 、 可 靠 性 系统 , 其 重要 权重 指标 
往往 能 精确 地 给 出 . 这 使 分 析 和 优化 该 模型 成 为 可 能 ( 见 文献 [1]). 然而 , PH- 分 布 
的 PH- 表示 是 不 唯一 的 , 对 PH- 表示 (a, 了 T), 其 阶 数 m 在 分 析 相 应 模型 时 至 关 重 
要 , 阶 数 小 的 表示 在 人 们 分 布 系统 以 及 数值 计算 时 有 许多 方便 之 处 . 因此 人 们 关注 
PH- 分 布 的 最 小 表示 : 即 对 给 定 PH- 分 布 (a, T) 怎样 找到 其 具有 最 小 阶 数 的 PH- 
表示 (à, T), 使 对 任何 x > 0， 


1 — aexp(Tz)e = 1 — Gexp(Tz)e. 


"ST 具有 一 些 特殊 结构 时 , 如 为 上 三 角 或 下 三 角 , 这 类 问题 已 经 解决 , 见 文献 [2] 
与 [4]. 但 对 一 般 PH- 分 布 (a, T), 如 何 找 其 最 小 表示 是 几 十 年 来 人 们 关注 的 一 个 
公开 问题 


[1j 
[2] 


3) 


[4] 
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非 线性 动力 系统 的 模型 降 阶 


Model Order Reduction of Nonlinear Dynamic System 


模拟 集成 电路 如 射频 集成 电路 、 模 数 / 数 模 转换 电路 、 开 关 电容 /开关 电流 滤波 
器 电路 等 包含 了 大 量 的 非 线性 元 件 , 描述 这 些 模拟 集成 电路 的 非 线 性 微分 方程 规模 
可 以 达到 数 万 到 数 十 万 规模 , 采用 传统 的 基于 数值 积分 方法 、Newton-Raphson 3X 
AR. LU 分 解 的 电路 分 析 方 法 对 这 样 的 大 规模 系统 进行 时 域 和 频 域 分 析 效 率 非常 低 . 
例如 , 对 一 个 由 两 万 个 非 线性 微分 方程 描述 的 模 数 转换 电路 进行 瞬 态 分 析 , 需要 一 
周 时 间 , 计算 它 的 频 域 响 应 则 需要 数 月 时 间 , 这 样 的 时 间 对 电路 设计 者 是 无 法 忍受 
的 . 电路 设计 者 通常 希望 能 在 一 天 内 完成 电路 的 分 析 验 证 . 因此 , 高 速 模拟 集成 电 
路 分 析 对 于 模拟 集成 电路 设计 至 关 重 要 . 目前 , 提高 模拟 集成 电路 分 析 速 度 一 方面 
可 以 通过 改善 数值 积分 方法 、 加 快 迭 代 收 和 敛 速度 和 LU 分 解 速度 来 实现 , 另 一 方面 
可 以 通过 模型 降 阶 的 方法 将 原始 的 大 规模 非 线 性 电路 降 阶 到 数 十 、 数 百 阶 的 电路 ， 
对 降 阶 后 的 小 规模 电路 进行 分 析 , 从 而 大 幅 提 高 电路 分 析 的 速度 . 
非 线 性 系统 模型 降 阶 的 科学 问题 描述 如 下 , 考虑 N 阶 非 线 性 系统 : 
A = f (x (t)) + Bu (t), (1) 
y (t) = C^x(t), 


这 里 re RN 表示 系统 的 状态 变量 , f: RN 一 RN 表示 一 个 连续 的 N 维 非 线性 向 
RGM, uc RP, y e Re 分 别 表示 系统 的 输入 和 输出 向 量 , Bee RN xn, 0 e RN% 
矩阵 分 别 表示 系统 的 输入 和 输出 关联 矩阵 ， 非 线性 系统 的 模型 降 阶 建立 在 投影 理 
论 的 基础 上 , 首先 构造 一 个 正 交 投 影 矩 阵 Q < n^ x", 利用 正 交 投 影 惩 阵 Q 对 原 
始 系统 (1) 进行 正 交 投影 , 得 到 非 线性 系统 (1) 的 n 阶 降 阶 系统 (2), 降 阶 后 系统 的 
阶 数 ” 远 远 小 于 原始 系统 阶 数 N: 
TO L QT f (Qa (t) + Q™Bult), 
y(t) = C*Qs (0, 
XB 2(0 = Q's, B 2 (t) e Rn. 非 线性 系统 模型 降 阶 需要 着 重 解决 的 科学 问题 是 
如 何 构造 正 交 投影 算 阵 Q 和 更 高 精度 地 逼近 非 线性 向 量 函 数 fO, 使 得 在 相同 的 
输入 信号 的 激励 下 , 降 阶 后 的 非 线性 系统 (2) 的 输出 响应 可 以 很 好 地 逼近 原始 非 线 
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性 系统 (1) 的 输出 响应 . 需要 说 明 的 是 非 线 性 向 量 函 数 f (-) AY ERE 
系统 降 阶 非常 重要 . 假设 N =10000,n =10, 在 降 阶 系统 (2) F, 如 果 不 对 f) 进行 
Bir, 计算 QT f (QZ (£)) 时 , 由 于 Q(t) 的 维 数 是 10000, 所 以 仍然 需要 O (10000) 
的 复杂 度 来 计算 非 线 性 向 量 函 数 f (QE (0)), 显然 没有 达到 通过 降 阶 减少 计算 复杂 
ER BAY. 

非 线性 系统 的 模型 降 阶 方法 的 发 展 围绕 着 弱 非 线性 系统 和 强 非 线性 系统 分 别 
展开 . 对 于 弱 非 线性 系统 , 非 线性 向 量 函 数 f (0) 可 以 通过 在 平衡 点 附近 的 泰勒 展 
开 来 逼近 . 1999 年 麻 省 理工 学 院 Y. Chen 等 人 对 f C) 在 平衡 点 作 二 阶 泰 勒 展开 进 
FTE, 但 在 构造 正 交 投影 矩阵 时 仅 考 虑 了 O 的 一 阶 泰勒 展开 , 采用 线性 系统 
模型 降 阶 的 方法 来 构造 正 交 投影 矩阵 四 这 一 方法 仅仅 是 对 线性 系统 降 阶 理论 的 
简单 扩展 . 2000 年 , 麻 省 理工 学 院 J. R. Phillips 对 f (-) 在 平衡 点 进行 高 阶 泰勒 展 
开 , 然后 对 高 阶 泰勒 展开 的 非 线性 系统 进行 双 线 性 化 , 并 通过 非 线 性 控制 理论 中 的 
Volterra 展开 理论 来 实现 对 双 线 性 系统 的 模型 降 阶 四. 这 一 方法 的 问题 在 于 双 线 性 
化 后 的 系统 规模 要 远 远大 于 原始 非 线 性 系统 的 规模 . J.R. Phillips 等 人 后 来 又 尝试 
通过 扰动 分 析 的 方法 来 对 弱 非 线性 系统 进行 降 阶 . 扰动 分 析 的 方法 通过 扰动 理论 
将 原始 的 非 线性 系统 转化 为 若干 个 线性 系统 来 表示 , 通过 对 各 线性 化 子 系统 分 别 进 
行 降 阶 就 可 以 实现 对 原始 非 线性 系统 的 降 阶 [3]. 但 是 这 一 方法 的 高 阶 扰动 得 到 的 
线性 系统 输入 数目 会 随 着 扰动 阶 数 的 增加 而 指数 增加 , 最 终 导致 无 法 对 原始 系统 进 
行 有 效 降 阶 . 

强 非 线性 系统 的 模型 降 阶 的 基本 思想 是 首先 对 f (-) 在 各 个 展开 点 上 进行 泰勒 
展开 , 将 所 有 展开 点 处 的 泰勒 展开 系统 通过 合适 的 权重 函数 组 合 在 一 起 , 形成 对 原 
始 非 线性 系统 的 逼近 系统 . 然后 在 各 展开 点 对 泰勒 展开 后 的 系统 分 别 构造 投影 矩 
We, 并 将 这 些 投影 矩阵 组 合成 一 个 正 交 投 影 矩阵 , 利用 该 正 交 投影 矩阵 对 原始 非 线 
性 系统 的 逼近 系统 进行 正 交 投 影 , 就 得 到 了 原始 非 线性 系统 的 降 阶 模型 . 由 于 非 线 
性 系统 的 状态 空间 维 数 庞大 , 不 可 能 在 整个 状态 空间 上 去 选择 大 量 的 展开 点 . 因此 ， 
选择 展开 点 时 , 首先 对 非 线性 系统 输入 特定 的 “训练 ”信和 号 获得 系统 状态 “轨迹 ”， 
然后 在 这 些 系统 状态 “轨迹 ”上 选择 若干 展开 点 .2003 4E, 麻 省 理工 大 学 J. White 
等 人 提出 的 方法 在 每 个 展开 点 对 f (-) 进行 线性 逼近 , 并 通过 线性 系统 降 阶 方法 在 
每 个 展开 点 上 构造 投影 矩阵 &5. J. Roychowdhury 等 人 提出 的 方法 则 是 在 每 个 展 
FAN f C) 进行 高 阶 泰勒 展开 , 但 是 在 每 个 展开 点 构造 投影 矩阵 时 , 仅 考 虑 一 阶 泰 
勒 展开 , 通过 线性 系统 的 降 阶 方法 来 构造 投影 矩阵 四. 基于 “轨迹 ”的 强 非 线性 系 
统 降 阶 方法 的 缺陷 在 于 , 通过 这 一 方法 得 到 的 降 阶 系统 仅仅 当 输 入 信号 与 “训练 ” 
输入 相似 时 , 降 阶 系统 输出 响应 才能 较 好 地 通 近 原 始 系统 的 输出 响应 . 

目前 的 非 线性 系统 降 阶 方法 无 法 得 到 原始 非 线 性 系统 的 精确 维 数 低 的 降 阶 模 
型 , 其 中 的 主要 困难 在 于 对 非 线 性 函数 f) 的 有 效 逼 近 . 对 于 弱 非 线性 系统 , 需要 
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对 f C) 进行 高 阶 的 泰勒 展开 才能 保证 逼近 精度 , 但 是 f C) 的 高 阶 泰勒 展开 项 数 会 
随 着 展开 阶 数 的 增加 成 指数 增加 , 这 会 导致 模型 降 阶 复杂 度 的 急剧 增加 . 对 于 强 非 
线性 系统 , 则 需要 对 f (-) 进行 多 点 泰勒 展开 , 如 何 选择 展开 点 既 保 证 对 非 线性 函数 
f (-) 的 逼近 精度 , 又 保证 降 阶 系统 输出 响应 逼近 原始 系统 的 输出 啊 应 , 还 存在 很 大 
困难 . 非 线 性 系统 的 模型 降 阶 方法 尚 需 要 进一步 的 深入 研究 . 
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Multiscale Modeling and Computation of Water Molecular 


水 是 用 得 最 普遍 的 物质 , 水 作为 一 种 溶剂 对 生物 至 关 重 要 , 没有 水 就 没有 生命 . 
尽管 水 的 行为 复杂 又 独特 , 它 却 是 又 小 又 简单 的 分 子 , 它 由 两 个 氧 原子 分 别 和 和 氧 原 
子 键 合 而 成 . 水 也 可 以 是 艺术 品 , 雪 是 固态 水 的 一 种 , 其 形状 美丽 迷人 , 是 自然 界 最 
精美 的 图 案 之 一 . 雪 片 的 结构 完全 开放 , 就 是 说 , 雪 晶 体 有 许多 大 和 孔 . 雪 的 密度 比 普 
通 的 冰 低 得 多 (众所周知 , 冰 的 密度 又 比 液态 水 低 )， 水 妙 不 可 言 , 实际 上 是 奇妙 分 
子 的 妙 不 可 言 | 

水 分 子 看 似 简 单 , 但 是 要 建立 质量 高 、 计 算 量 小 的 模型 并 不 是 一 件 容易 的 事 . 
在 水 分 子 的 典型 尺度 上 (0.3 纳米 ), 量子 效应 已 经 不 能 忽略 . 所 以 , 基于 量子 力学 的 
第 一 原理 计算 对 于 水 分 子 的 模拟 来 说 是 必须 的 . 但 是 量子 模型 的 计算 量 太 大 , 目前 
报告 的 模拟 体系 中 水 分 子 个 数 都 不 超过 100. 由 于 体系 太 小 , 常常 无 法 得 到 有 意义 
的 统计 量 . 而 真实 世界 中 1 克 水 中 分 子 的 个 数 是 1022 量 级 的 , 模拟 中 分 子 个 数 当 
然 是 越 接 近 这 个 量 级 越 好 , 在 计算 资源 有 限 的 情况 下 , 体系 要 多 大 才能 较 好 地 反映 
水 的 性 质 , 这 个 问题 至 今 没 有 确切 的 答案 , 但 至 少 可 以 肯定 , 100 个 分 子 是 远 远 不 够 
的 . 

目前 最 常用 的 水 分 子 计 算 模 型 是 经 典 原 子 模型 . 典型 的 原子 模型 中 氧 原 子 带 
EE, 氧 原 子 带 负 电 ， 原 子 间 的 静电 相互 作用 模拟 了 氧 键 . 此 外 氧 原子 间 还 存在 
Lennard-Jones WH. 原子 模型 的 特点 是 计算 简单 , 量子 作用 被 经 典 原 子 间 作用 等 
效 表 达 , 计算 两 个 水 分 子 之 间 的 相互 作用 只 需 计算 10 次 原子 之 间 的 相互 作用 . 并 
且 由 于 不 考虑 三 体 作用 , 这 样 的 模型 在 模拟 中 可 以 高 效率 地 计算 , 目前 的 模拟 规模 
可 以 达到 105 量 级 个 分 子 . 但 是 , 原子 模型 的 建 模 是 一 件 十 分 困难 的 工作 . 首先 , 如 
何 确定 模型 中 的 参数 (an, 氧 氧 原子 的 带电 量 、Lennard-Jones AESA., AAE 
长 、 键 角 等 等 ) 就 是 一 个 很 有 讲究 的 问题 . 目前 很 多 模型 的 做 法 是 在 设 定 参 数 的 时 
候 以 某 些 物理 量 的 试验 结果 为 根据 , 比如 密度 温度 曲线 、 径 向 分 布 函数 、 气 化 热 等 
Ar. 这 里 面 存 在 的 问题 是 , 虽然 模拟 结果 对 于 建 模 参考 的 那些 物理 量 来 说 比较 精确 ， 
但 是 , 对 其 他 物理 量 的 精度 就 不 能 保证 ， 甚 至 给 出 完全 错误 的 结果 . 文献 [5] 对 于 
截至 2001 年 的 水 分 子 模型 做 了 一 个 非常 详细 的 综述 . 令 人 无 奈 的 是 , 文章 中 所 列 
的 46 种 水 的 原子 模型 没有 一 种 能 够 同时 正确 地 给 出 水 的 所 有 物理 性 质 . 要 想得到 
“真实 ”的 水 模型 还 有 很 长 一 段 路 要 走 . 
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此 外 , 随 着 计算 机 模拟 中 粗 粒 化 技术 的 发 展 中 圳 , 粗 粒 化 水 模型 在 最 近 十 多 年 
得 到 了 较 快 的 发 展 . 粗 粒 化 水 分 子 模型 是 对 原子 模型 的 进一步 简化 : 不 考虑 水 分 子 
内 部 的 所 有 细节 , 而 把 整个 分 子 当 成 一 个 小 球 看 待 , 小 球 彼此 之 间 通 过 一 定 的 作用 
力 相 互 作用 . 由 于 粗 粒 化 模型 是 根据 特定 的 原子 模型 简化 得 到 的 , 所 以 原来 原子 模 
型 的 不 精确 性 粗 粒 化 模型 照样 存在 . 文献 [6] 指出 , 粗 粒 化 模型 的 模拟 结果 不 可 能 
重复 出 原来 原子 模型 的 所 有 的 物理 结果 . 所 以 我 们 在 进行 模拟 之 前 一 定 要 搞 清 楚 问 
题 是 什么 , 如 果 我 们 关注 的 物理 量 粗 粒 化 模型 可 以 达到 精度 , 那么 使 用 粗 粒 化 模型 
会 有 很 大 收益 . 所 以 , 我 们 需要 发 展 具 有 严格 数学 基础 的 粗 粒 化 模型 24. 

近年 来 , 自 适 应 模拟 技术 作为 一 种 新 兴 的 模拟 技术 发 展 起 来 由 . 这 种 技术 的 思 
想 是 , 在 需要 高 精度 、 高 分 子 细节 的 地 方 使 用 原子 模型 , 在 模拟 精度 和 分 子 细节 不 重 
要 的 地 方 使 用 粗 粒 化 模型 . 对 于 水 的 自 适 应 模拟 的 最 初 尝试 是 文献 [9]. 这 种 技术 还 
处 在 开发 阶段 , 相信 不 久 的 将 来 会 得 到 广泛 的 应 用 . 这 种 自 适应 模拟 实质 上 就 是 多 
尺度 模拟 . 但 是 目前 较 成 熟 的 多 尺度 模拟 方法 如 拟 连续 介质 方法 (quasicontinum 
method)?!, MAAD (Macro atomistic Ab initio dynamics)! 尚未 应 用 到 水 分 子 的 模 
拟 中 . 

总 的 来 说 , 无 论 量子 模型 、 原 子 模型 、 粗 粒 化 模型 还 是 自 适 应 多 尺度 模型 都 远 
没有 达到 完善 的 地 步 . 对 特定 的 问题 发 展 合 适 、 可 靠 的 模型 及 其 数学 理论 , 并 利用 
这 些 模型 来 模拟 真实 的 体系 , 特别 是 研究 水 的 相 变 的 微观 机 制 、 水 分 子 与 固体 界面 
的 相互 作用 及 其 对 生物 大 分 子 的 影响 是 今后 努力 的 方 问 . 实际 上 软 物质 和 材料 的 分 
子 都 比 水 分 子 大 很 多 , 面临 的 困难 都 是 相同 的 或 者 更 大 . 
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(10000 个 科学 难题 》 系 列 从 书 是 教育 部 、 科 学 技术 部 、 中 国 科 学 院 和 国家 自 
然 科学 基金 委员 会 四 部 门 联合 发 起 的 “10000 个 科学 难题 ”征集 活动 的 重要 成 果 ， 
是 我 国 相 关 学 科 领 域 知名 科学 家 集体 智慧 的 结晶 . 征集 的 难题 包括 各 学 科 尚 未 解 
决 的 基础 理论 问题 ， 特 别 是 学 科 优 先 发 展 问题 、 前 沿 问题 和 国际 研究 热点 问题 ,也 
包括 在 学 术 上 未 获得 广泛 共识 、 存 在 一 定 争 议 的 问题 . 这 次 试点 征集 的 数理 化 学 科 
的 难题 , 正如 专家 们 所 总 结 的 “一 些 征集 到 的 难题 在 相当 程度 上 代表 了 我 国 相关 学 
科 的 一 些 主要 领域 的 前 沿 水 平 ”. 当然 , 由 于 种 种 原因 很 难 做 到 在 所 有 研究 方向 都 
是 如 此 ， 这 是 需要 今后 改进 和 大 家 见谅 的 . 

“10000 个 科学 难题 ”征集 活动 是 由 四 部 门 联合 组 织 在 国家 层面 开展 的 一 个 公 
益 性 项 目 , 这 是 一 项 涉及 我 国教 育 界 、 科 技 界 众多 专家 学 者 , 为 我 国教 育 和 科学 技 
术 发 展 、 创 新 型 国家 建设 ,特别 是 科技 文化 建设 添砖加瓦 ， 功 在 当代 、 利 在 千秋 、 
规模 宏大 、 意 义 深远 的 工作 . 从 这 个 意义 上 说 ,此 次 征集 活动 也 是 新 中 国教 育 与 科 
技 发 展 史 上 一 项 具有 开创 性 的 工作 , 没有 任何 现成 的 经 验 、 模 式 和 操作 方法 可 供 参 
考 和 借鉴 , 所 有 的 工作 都 是 在 不 断 探索 中 推进 的 , 期 间 我 们 克服 了 诸多 困难 , 也 积 
累 了 许多 宝贵 的 经 验 , 因此 , 征集 活动 本 身 作 为 一 个 新 生 事物 , 我 们 也 希望 能 得 到 
全 社会 的 广泛 认同 . 

征集 活动 开展 以 来 , 我 们 得 到 了 教育 部 、 科 学 技术 部 、 中 国 科 学 院 和 国家 自然 
科学 基金 委员 会 有 关 领 导 的 大 力 支 持 ， 教 育 部 赵 沈 平 副 部 长 亲自 倡导 了 这 一 活动 ， 
教育 部 科学 技术 司 、 科 学 技术 部 条 件 财务 司 、 中 国 科 学 院 院士 工作 局 、 国 家 自然 科 
学 基金 委员 会 计划 局 和 教育 部 科学 技术 委员 会 秘书 处 为 本 次 征集 活动 的 顺利 开展 
提供 了 有 力 的 组 织 和 条 件 保 障 . 由 于 此 活动 工程 浩大 , RRA, ARRAS, 篇 幅 
所 限 , 书 中 只 列 出 了 部 分 领导 、 专 家 和 同志 的 名 单 , 还 有 许多 提出 了 难题 但 这 次 未 
被 收录 的 专家 没有 提 及 ， 还 有 很 多 同志 默默 无 闻 地 做 了 大 量 艰苦 细致 的 工作 ， 
如 教育 部 科学 技术 委员 会 秘书 处 厉 作 、 陈 丁 华 、 牛 一 本 和 科学 出 版 社 胡 凯 、 黄 海 、 
范 庆 奎 、 喻 红 艳 、 王 飞龙 、 刘 凤 娟 、 囊 琦 、 周 强 以 及 北京 邮电 大 学 任 晓 敏 、 杨 放 春 、 
刘 元 安 、 李 冬 梅 同志 等 . 总 之 ,系列 从 书 的 顺利 出 版 是 参加 这 项 工作 的 所 有 同志 共 
同 努 力 的 成 果 . 在 此 ， 我 们 一 并 深 表 感谢 ! 


“10000 个 科学 难题 ”丛书 数 、 理 、 化 编 委 会 
2008 年 12 月 


